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PROLOGO 


Esta obra es, en sus líneas generales, una edición revisada y 
aumentada del texto debido al profesor Granville, Los únicos canibios 
introducidos se reducen a pequeños detalles en las demostraciones, a 
la revisión de los problemas —añadiendo algunos de aplicación a la 
Economía y otros adicionales al final de cada capítulo para alumnos más 
aventajados— y a la redacción de un capítulo sobre Funciones hiperbó- 
licas, junto con algunos ejemplos de aplicación de las coordenadas cilín- 
dricas en las integrales dobles. El capítulo añadido ha sido escrito 
siguiendo el método del libro, procurando que forme un todo armónico 
con el resto de la obra. 

Las soluciones de la mayor parte de los problemas se dan en el 
texto. Algunas soluciones se omiten de intento para acostumbrar al 
estudiante a tener confianza en sí misnio. 

El trabajo de los autores de esta edición se verá ampliamente con:- 
pensado si tiene la misma acogida que tuvo la primera edición de la 
obra de Granyille. 

PerceY F. Smtrm 
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CAPITULO PRIMERO 
RESUMEN DE FORMULAS 


1. Fórmulas de Algebra y de Geometria elementales. Para como- 
didad del estudiante, en los Artículos 1 a 4 damos un resumen de 
fórmulas elementales. Empezaremos por las relativas al Algebra, 


(1) Resolución de la ecuación de segundo grado 
Ax? + Bx+U=0. 


1. Factorizando: Se descompone Ax* + Bx + C en factores, se 
iguala cada factor a cero y se resuelven las ecuaciones que resultan , 
con respecto a. 1. 

2. Completando el cuadrado : Se transpone C al segundo miem— 
bro, se divide la ecuación por el coeficiente de x?, se añade a ambos 
miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y se extrae la 
raíz cuadrada. 

3. Empleando la fórmula 


_—BryVB'-4AC 
SS 2 A 


+ 


Carácter de las raíces. La expresión B* —4 AC, que aparece en la 
fórmula debajo del signo radical , se llama discriminante de la ecuación . 
Las dos raíces son reales y desiguales , reales e iguales, o imaginarias, 
según que el discriminante sea positivo , cero o negativo. 


(2) Logaritmos. 
log ab = log « + log b. log a" =m log a. log 1 = 0. 


log 77 = log a — log b. log Va = Flog a. loga a = 1. 
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(3) Fórmula del binomio de Newton (siendo n un número entero 
positivo). 


(a +)db)” = (o A 
PL a bs 
¿P(n—1) A e o. 
r— 


(4) Factorial de un número. 
n!=|n=1:2:3:4... (n—1)n. 
En las siguientes fórmulas de la Geometría elemental, 7 o R repre- 


senta el radio, a la altura, B el área de la base y s el lado o altura 
inclinada . 


(5) Círculo. Longitud de la circunferencia = 2xr. Area = ar?. 


(6) Sector circular. Area = ló ra, siendo a = ángulo central del 
sector, medido en radianes. 


(7) Prisma. Volumen = Ba. 


(8) Pirámide. Volumen = % Ba. 


(9) Cilináro circular recto. Volumen=xr"a. Area lateral=2 xra.. 
Area total = 2 xr(r+ a). 


(10) Cono circular recto. Volumen = l¿xr?a. Area lateral = ars. 
Area total = ar(r + s). 


(11) Esfera. Volumen = m1. Area =4 a”. 


(12) Tronco de cono circular recto. Volumen = %xa(R?+12+Rr). 
Area lateral = xs(R + 7). 


2. Fórmulas de Trigonometría plana. Son de uso frecuente mu- 
chas de las siguientes fórmulas . 


(1) Medida de ángulos. Hay dos métodos generalmente usados 
para medir ángulos ; es decir, hay dos sistemas de unidades angulares. 

Medida en grados. En este sistema el ángulo unidad es )so de una 
revolución completa y se llama grado. 

Medida circular. En esté sistema el ángulo unidad es el que sub— 
tiende un arco de longitud igual al radio del arco, y se llama radián. 


La ecuación que da la relación entre los dos ángulos unidad es 
180 grados = x radianes (x= 3,14159...), 
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Mo 


de donde : 1 grado = 8 


0,0174... radianes; 
1 radián = 2 = 57,29... grados. 


De dicha definición tenemos 

arco correspondiente 
radio 

listas ecuaciones permiten pasar de una medida a la otra. 


Número de radianes en un ángulo = 


(2) Relaciones entre las funciones trigonométricas. . 
El 
ctg == 5 Be == ——5 080 1 = - 
te tgz? cos x ” sen z ” 
ez= nz, da cos í 
8 cos y ” sen q * 
sentx+cosx=1; 1+tg?x=sectx; 1+ tg? 2= ese? x. 


(3) Fórmulas para reducir ángulos. 


1 
Angulo | Seno Coseno | Tangente |Cotangente| Secante | Cosecante 
E — sen x cos x == EE E — tg x sec x — (SC Xx 
90%— x cos x sen x ctg x tg x esc x sec x 
90%+ x cosx | —senx | —ctgx | —tgx | —cscx sec x 
180%— x sen x — cos x —tgx | —ctgx — sec x esc x 
180%+x | —sen x —= cos x tg x ctg x — sec x —cscx 
2700x | —cosx —sen x ctg x tg x —E8C:X — sec x 
270%+ x cos x sen x —ctg x — gx esc x — sec x 
360 x | —senx cos x — tgx —ctg x sec x — CSC a 


(4) Funciones trigonométricas de (x + y) y (x— y). 
sen (x + y) = sen x cos y + cos z sen y. 
sen (1 — y) = sent cos y — cos x sen y. 
cos (zx + y) = cos x cos y — sen x sen y. 
cos (1 — y) = cos x cos y + sen 7 sen y. 


- Brttey_ - 87—t8y 


(5) Funciones trigonométricas de 2x y de Y x. 


E 2 tg 2 
sen 21=2 sen 2 cos 1; cos 2x=cos? z—sen! 2; tg 2x= ES 


E 1—cosz. z_ [1+cos z, =_ 1]—cos 
son Fea] gg GS 2 +EZ=*N IF cos z 


sent = M6 —Ucos27; cotr=!1%+ YU 0522. 
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(6) Transformación de sumas y diferencias de senos y cosenos en 
productos. 


sen 1 + sen y = 2 sen lí (1+y) cos 16 (a — y). 
sen 7 — sen y = 2 05 16 (1+y) sen 14 (1— y). 
cos 2 + cos y =2c08 lá (12+ y) cos 4 (2— y). 
cos T— cos y = —2 sen lá (1+ y) sen lá (2— y). 


(7) Relaciones en un triángulo cualquiera. 


a b c 
ca e La gen: senA senB  senC 
Ley de los cosenos. ad=bP+c—2be cos A, 
Fórmulas para el úrea.. K = ld be sen A. 


K-L% sen B sen € 
sen (B4+ 0) 


K=vV s(s—a) (s—b) (s—c), siendos= 6 (a+b+d). 
3. Fórmulas de Geometría analítica plana. Las fórmulas más 
importantes son las siguientes : 
(1) Distancia entre dos puntos Pi (xi, y1) y Polxo, yo). 
d=V (1 — me) + (y — yo)? 
Pendiente de P, P» . me LL 


Coordenadas del punto medio. 
z=l (+), y=% (Yu + y). 
(2) Angulo de dos rectas en función de sus pendientes. 


_ Mi — Maz 
yo 1 + mima * 


(Si las rectas son paralelas es mi = ma; si las rectas son perpen— 
diculares es mi ma = — 1.) 


(3) Ecuaciones de la línea recta. 
En función de uno de sus puntos y de la pendiente. 
Yy—Y =M(2—21) 
En función de la pendiente y de la ordenada en el origen. 
y=mt+b. 
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En función de dos de sus puntos. 


Pp=YsL_ Yi 


TEL Le 21 
En función de los segmentos que determina sobre los ejes 


+ 4 Ms 
A l, 


(4) Distancia del punto Pi(x1, y) a la recta Ax + By+C=0. 


ds Ax + By + C 
+ VA?*+ B* 


(5) Relacionzs entre las coordenadas rectangulares y las polares. 


T=yc080, y=0snd, o=V4+g, 8 = are tg L. 
(6) Ecuación de la circunferencia. 

Centro (h,k). (—=h)+ (y — k)?=", 
(7) Ecuaciones de la parábola. 


Con vértice en el origen. y? = 2 px, foco (4 p, 0). 


Y =2 py, foco (0, 4 p). 
Con vérlice en (h,k). 


(y—k*=2p(x—h), ejey =k. 
(—h)=2p(y—k), eje r=h. 
Con eje en el eje de las y. y = Azx* + C. 
(8) Ecuaciones de otras curvas. 


Elipse con centro en el origen y focos en el eje de las x, 


—++=1. (a >b). 


Hipérbola equilátera con centro en el origen y los ejes de coordenadas 
como asíntotas , 


Ty = Us 
Véase también el Capítulo XXVI 
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4. Fórmulas de Geometría analítica del espacio, He aquí algunas 
de las fórmulas más importantes, 
(1) Distancia entre Pi (x1, ya, 21) y Prlx, ye, 22). 
d=V(u—m + (yd + (a 2). 
(2) Línea recta. 


Cosenos dircetores: cos u, cos (), cus y. 
Números directores: a, b, e. 


COS ul OS COS 
Entonces le cos Pi = Y 
a b ¿ 
cos? a + cos? $ + cos? y =1. 
E EA 2 
Vat e? 
b 
cos B _————_ _ ___ —_—_—— 
IES 
c 
cos y = 


Va bites 
Para la recta que une los puntos (21, Yi, 21) y (La, Ya, 22), se 
tiene : 
cosa _ _tosf__ _cosy 
D— Pr YY 2" 
(3) Angulo de dos rectas. 


Cosenos directores: cos a, cos fj, cos y; cos a, cos P!, cos y”. 
Números directores: a, b,c; a, V,c. 
Si 6 = ángulo de las dos rectas , se tiene : 

eos Ó = cos a cos al + eos P cos P! + cos y eos y”, 


ada! + bb! + cc! 


1 ____—2A> >z_>»>->=— 
bd Va+bB+e va? ?+ cc” 
a b c 
Rectas paralelas . A 


Rectas perpendiculares. ad +d1 + cc! =0. 


(4) Ecuaciones de la recta que pasa por el punto (xi, Yi, 21), y sus 
números directores son a, b, Cc. 


AO PE — E 
a b E 7 
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(5) Ecuación del plano. En el plano Ax+ By+ C2+.D=0, los 
coeficientes A, B, € son los números directores de la recta perpen— 
dicular al plano. 


Ecuación de un plano que pasa por el punto (Xi, Y1, 21) y es per— 
pendicular a la recia que tiene los números directores A, B, C. 
A(z-a4)+B(y—y) +C(2—21) =0. 
(6) Angulo de dos planos. 
Ecuaciones ; Ar+ By +C24+ D=0. 
A+ B'y4+C'2+D'=0. 
Números directores de la recta de intersección : 
BC'"—CB', CA'—AC', AB! -—BA'. 
Si (Y es el ángulo de los dos planos, se tiene ; 
AA' + BB'+CC' 
V AM +BERCO? Y A7N+ BR + 02 " 

(7) Coordenadas cilíndricas. La distancia 2 (fig. 1) de un punto 
Píx, y, 2) al plano XY y las coordenadas polares (p, 4), de su 
proyección A(x, y, 0) sobre el plano XY, se llaman coordenadas 
cilíndricas de P. Las coordenadas cilíndricas de P se escriben (o, 0, 2). 


Si x,y,=wson las coordenadas rectangulares de P, entonces, de las 
definiciones y de la figura , tenemos : 


uos Ó = 


r=0p<c0sb, Yy=0smnmb, 2=2; 


E=*+ y,  0=arcigl. 


Fig. 1 Fig. 2 


(8) Coordenadas esféricas. El radio vector r (fig. 2) de un pun— 
to P, el ángulo + que forma OP con el eje de las 2 y el ángulo 4 
que forma la proyección de OP sobre el plano XY con el eje de 
las 2, se llaman coordenadas esféricas de P. El ángulo $ se llama 


10 CALCULO DIFERENCIAL 


la colatitud y 6 la longitud. Las coordenadas esféricas de P se escriben 
(r, $, 6). 

Si x, y, z son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de 
las definiciones y de la figura , tenemos : 


u=rsen$c0s0, y=rsenésen0, 2=7 cos; 


r=zr+y+oa, 0=arciglZ, $ =arc q A 
5. Alfabeto griego. 

LETRAS NOMBRES LETRAS NOMBRES LETRAS NOMBRES 
A a — Alfa do E Iota Po Ro 
B B Beta K xk  Kapa 5 Sigma 
T y Gama A xXx Lambda -E. Tap 
4 5 Delta Mp  Miomu Fo vb Ipsilon 
E < Epsilon Ny  Nionmu bp Fi 
Z €  Dsetaozeta £ 3 Xi X z  Jioki 
H 7 Eta 0 o.  Omicron Wo Psi 
e. 0 Teta H oz Pi 2 w Omega 


CAPITULO II 
VARIABLES, FUNCIONES Y LIMITES 


6. Variables y constantes. Una variable es una cantidad a la que 
se le puede asignar, durante el curso de un proceso de análisis, un 
número ilimitado de valores. Las variables se designan usualmente por 
las últimas letras del alfabeto 

Una cantidad que durante el curso de un proceso tiene un valor fijo 
se llama constante. 

Constantes numéricas o absolutas son las que conservan los mismos 
valores en todos los problemas, como 2,5,VW7,x, etc. 

Constantes arbitrarias, o parámetros, son aquellas a las que se pueden 
asignar valores numéricos, y que durante todo el proceso conservan 
esos valores asignados. Usualmente se representan por las primeras 
letras del alfabeto . 

Así. en la ecuación de la recta , 


Y 
A a. 


zx y y son las coordenadas variables de un punto que se mueve sobre la 
línea , mientras que a y b son las constantes arbitrarias que representan 
la abscisa en el origen y la ordenada en el origen, las cuales se supone 
que son valores definidos para cada recta. 

El valor numérico (o absoluto) de una constante a, para diferenciarlo 
de su valor algebraico , se representa por Ja]. Así, |-— 2] =2 =|2|. El 
símbolo | a| se lee ** valor numérico de a*” o ** valor absoluto de a??. 


7. Intervalo de una variable. A menudo nos limitamos solamente 
a una porción del sistema de números. Por ejemplo , podemos restrin— 
gir nuestra variable de manera que tome únicamente valores compren— 
didos entre a y b. También puede ser que a y b sean incluídos o que 
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uno 6 ambos sean excluídos. Emplearemos el símbolo [a, b], siendo 
a menor que b, para representar los números a y b y todos los núme- 
ros comprendidos entre ellos, a menos que se diga explícitamente otra 
cosa. Este símbolo [a,b] se lee *“intervalo de a. a b”?”. 


8. Variación continua. Se dice que una variable a varía de una 
manera continua en un intervalo [a, b] cuando x aumenta desde cl 
valor a hasta el valor b, de tal manera que toma todos los valores 

intermedios entre a y b en el 


O a y» orden de sus magnitudes; o 
si il - £ cuando zx disminuye desde x = b 
Fig. 3 hasta == a, tomando sucesiva— 


mente todos los valores interme— 
dios. Esta idea se ilustra geométricamente mediante el diagrama 
de la figura 3. 

Tomando el punto O como origen, marquemos sobre la recta los 
puntos A y B correspondientes a los números a y b. Además, haga— 
mos corresponder el punto P a un valor particular de la variable zx. 
Evidentemente, el intervalo [a,b] estará representado por el seg- 
mento AB. Al variar 7 de una manera continua en el intervalo [a, b], 
el punto P engendrará el segmento AB si z aumenta o el segmento BA 
si x disminuye. 


9. Funciones. Cuando dos variables están relacionadas de tal 
manera que el valor de la primera queda determinado si se da un valor 
a la segunda , entonces se dice que la primera es función de la segunda . 

Casi todos los problemas científicos tratan con cantidades y rela— 
ciones de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria nos 
encontramos constantemente con situaciones en las que intervienen 
magnitudes dependientes unas de otras. Así, por ejemplo, el peso 
que un hombre puede levantar depende directamente, a igualdad de 
otras circunstancias , de su fuerza. Análogamente , se puede considerar 
que la distancia que un muchacho puede recorrer depende del tiempo. 
O también podemos decir que el área de un cuadrado es una función de 
la longitud de su lado, y que el volumen de una esfera es una función 
de su diámetro. 


10. Variables independientes y dependientes, La segunda varia— 
ble, a la cual se pueden asignar valores a voluntad dentro de límites 
que dependen del problema particular, se llama la. variable independiente 
o el argumento. La primera variable, cuyo valor queda fijado cuando 
se asigna un valor a la variable independiente, se llama la variable 
dependiente o la función , 
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Frecuentemente, cuando se consideran dos variables ligadas entre 
sí, queda a nuestro arbitrio el elegir a una de ellas como variable inde- 
pendiente ; pero una vez hecha esta elección , no es permitido cambiar 
de variable independiente sin tomar ciertas precauciones y hacer las 
transformaciones pertinentes. El área de un cuadrado , por ejemplo, 
es una función de la longitud del lado, y , recíprocamente, la longitud 
del lado es una función del área . 


11. Notación de funciones. El símbolo f(x) se emplea para desig— 
nar una función de z, y selee f de x. Con objeto de distinguir entre 
diferentes funciones se cambia la letra inicial, como en F(2), $(2), 
f'(x), ete. 

Durante todo el curso de un proceso , un mismo símbolo de funcio— 
nalidad indicará una misma ley de dependencia entre una función y su 
variable. En los casos más simples , esta ley expresa la ejecución de un 
conjunto de operaciones analíticas con la variable. Por consiguiente , 
en un caso de esta clase el mismo símbolo de función indicará la misma 
operación , o conjunto de operaciones , aplicadas a diferentes valores de 
la variable. Así, por ejemplo, si 


f(x) =*—9x+14, 


entonces , 
Fu) =y —9y +14; 


J(6+1)= (0+ 1) —9(0+1)+ 1 =b4*-7b+6 
J(0)=0"-9-0+ 14=14, 

[=D =(-i?-M-D+1M=2, 
1/86) =32—9-3+14=-4, 


12. La división por cero, excluida. El cociente de dos números 
a y b es un número z tal que a=bx. Evidentemente, con esta defini— 
ción la división por cero queda excluída. En efecto, si b=0, y recor— 
dando que cero tomado cualquier número de yeces como sumando es 
siempre igual a cero, se ve que x no existe, a menos que a=0. 
Si a=0, entonces x puede ser cualquier número. Por lo tanto, las 
expresiones que se presentan en una de las formas 


olo 


a 
0? 


carecen de sentido por no ser posible la división por cero. 
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Debe tenerse cuidado de no dividir inadvertidamente por cero. 
La siguiente paradoja es un ejemplo. 


Supongamos que u=b, 
Entonces, evidentemente , ab = a?, 
Restando b*, ab—b?=ae*—b?, 
Descomponiendo en factores, b(a—b)= (a+b) (a — 6), 
Dividiendo por a—b, b=a+b. 
Pero, a=b; 

luego , b=2b, 

oO sea que 1 =2. 


El resultado absurdo proviene de haber dividido por a — b= 0. 


PROBLEMAS 


1, Dado /[(x) =x139-—5x?-—4x-+420, demostrar que 
MD)=12, /(5=0. MN =-2/(0), 17)=351/(-1). 
2. Sifíx)=4-2 1x2+x*. calcular /(0), (0). (DD, £Q). f(—-2) 
3. Si F(0)=sen20+c0s 0, hallar FE(0), F(lo 71), Fx). 
4, Dado fíx)=x*-—5 x?—34 x +20, demostrar que 
Fu+l)=18-21-1l(+!1. 
5. Dado fíy)=y?*?-—2y+6, demostrar que 
Ho+k)= 429 +64+2(y =1) bh. 
6. Dado /(x)=x"+3x, demostrar que 
Pix+h)1—=Í(x)=3(x2+ 1)A43 xh?+h*, 


h 


7. ¡Dado F(x)=-L. demostrar que fíx+h4)=/(x) =-—*%-—. 
x x2+xh 


8, Dado p(z)=4, demostrar que p(z + 1)— (2) =3 9 (2). 
9. Sig(x)=ar, demostrar que p(y) -¿(z)= p(y+2z). 


10. Dado 9(x)= log | —X , demostrar que 
lI+x 
SN yz) 
c(Y+g(z) o(14) 


11. Dado f(x) =sen x, demostrar que 
Fix+2h)-f([x)=2c0s (x +h) sen h. 


SUGESTION. Utilizar las fórmulas (6) del Artícuio 2, 
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13. Gráfica de una función; continuidad. Consideremos la función 
x* y hagamos 
(1) y=xw. 


Esta relación da un valor de y para cada valor de x; es decir, 
(1) define unívocamente a y para todos los valores de la variable inde— 
pendiente. El lugar geométrico de (1) es una parábola (fig. 4) y se 
llima la gráfica de la función 2?*. Si x varía continuamente (Art. 8) 
desde =a hasta x=b, entonces y variará continuamente desde 
y =a* hasta y =b*, y el punto P(z, y) se moverá continuamente, 
a lo largo de la curva , desde el punto (a, a?) hasta (b,b*). Además, 
a y b pueden admitir todos los valores. En este caso decimos que 
“la función x* es continua para todos los valores de 2””. 


Y + 


Fig. 4 Fig. 5 


Consideremos ahora la función —. Hagamos 


pon 
Tí 
1 
(2) preso: 


Está ecuación da un valor de y para cada valor de 7, con excep- 
ción de z= 0 (Art. 12); para x=0 la función no está definida. La 
gráfica (fig. 5), que es el lugar geométrico de (2), es una hipér— 
bola equilátera. Si + aumenta continuamente en cualquier intervalo 
la, bl que no incluya x= 0, entonces y decrecerá continuamente 


desde - hasta a! y el punto P(x, y) describirá la curva entre los 
puntos correspondientes (a, E (>. +). En este caso decimos 


: 1 3 
que **la función —y es continua para todos los valores de x con excep- 


ción de =0'*, No existe en la gráfica un punto correspondiente a 
=0. 

Estos ejemplos ilustran el concepto de continuidad de una función . 
Una definición se dará en el Artículo 17. 
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14. Límite de una variable. La noción de una variable que se 
aproxima a un límite se encuentra, en la Geometría elemental, al 
establecer o deducir la fórmula que da el área del círculo. Se considera 
el área de un polígono regular inscrito con un número n cualquiera de 
lados, y se supone, después, que n crece infinitamente. El área 
variable tiende así hacía un límite, y este límite se define como área 
del círculo. En este caso, la variable v (área) aumenta indefinida— 
mente , y la diferencia a — v (siendo a el área del círculo) va disminu— 
yendo hasta que , finalmente, llega a ser menor que cualquier número 
positivo escogido de antemano, sin importar lo pequeño que éste se 
haya elegido. 

El concepto de límite se precisa mediante la siguiente 


DerIiNIcIióN. Se dice que la variable v tiende a la constante ] como 
límite , cuando los valores sucesivos de v son tales que el valor numé— 
rico de la diferencia v— 1 puede llegar a ser, finalmente , menor que 
cualquier número positivo predeterminado tan pequeño como se quiera . 

La relación así definida se escribe lím » = 1. Por conveniencia , nos 
serviremos de la notación v—>l, que se leerá *'v tiende hacia el 
límite 1”? o, más brevemente, *'v tiende a 1*”, (Algunos autores 
usan la notación v=1.) 


EJEMPLO. Si u toma la sucesión infinita de valores 
1 l l 
A A A e E AS A 
+ + 3 $ 4 + 


esevidente que v—2 al crecer n, es decir, lim uv =2. 


Si sobre una línea recta , como en el Artículo 8, se señala el punto L 
que corresponde al límite l , y se coloca a ambos lados de L la longitud e, 
sin importar lo pequeño que éste sea, entonces se observará que los 
puntos determinados por v caerán todos, finalmente, dentro del seg- 
mento que corresponde al intervalo [1—e, 1+e€]. 


15. Límite de una función. En las aplicaciones de la definición 
de límite , se presentan usualmente casos como el siguiente: se tiene 
una variable v y una función dada 2 de v, y se supone que la variable 
v recibe valores tales que y >1. Tenemos que examinar entonces los 
valores de la variable dependiente z e investigar , particularmente , si 
z tiende también a un límite. Si efectivamente existe una constante a 
tal que lím z = a, entonces se expresa esta relación escribiendo 

límz=a, 
v—! 
y se lecrá : “el límite de z, cuando y tiende u 1, es a.'' 
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16. Teoremas sobre límites. En el cálculo del límite de una fun— 


ción tienen aplicación Jos teoremas siguientes. Las demostraciones se 
darán en el Artículo 20. 


Supongamos que 4, v y w sean funciones de una variable xz y que 
límu=A, límv=B, límu=C. 
> z—>4 


z—4a 
Entonees son ciertas las siguientes relaciones. 

(1) lím (u+v—w) =4+B-—C. 

—>a 
(2) lím (uvw) = ABC. 

> A 

E 

(3) lím == q B no es cero. 


En breves palabras : el límite de una suma algebraica, de un producto 
ode un cociente es igual, respectivamente, a la suma algebraica, al pro- 
ducto o al cociente de los límites respectivos, con tal de que, en el último 
caso, el limite del divisor no sea cero. 


Si e es una constante (independiente de z) y B noes cero, de lo 
anterior se deduce : 


(4) lím (u+c)=4A+c, líra cu=cA, liím— = 
Consideremos algunos ejemplos. 


1. Demostrar que lim (x?4+4x) = 12. 
z-—>2 


Demostración. La función dada es la suma de x? y 4x. En primer lugar 
hallaremos los limites de estas dos funciones. 


Segun (2). lim x?=4, puesto que x2i= x.y. 
r—>Y 

Segun (4), limd+x=24 lim x = 
222 z—>2 


Luego, según (1), el limite buscado es 44+8= 12, 


2 
2. Demostrar que lim 4 1 = E, 
2>2 2+2 4 
Demostración. Considerando el numerador, lim (22 —9)=— $, según 


z>2 
(2) y (41. En cuanto al denominador, lim (24+2) =4. Luego, de (3). 
> 


tenemos el resultado buscado. 


17. Funciones continuas y discontinuas. En el ejemplo 1 del 
Artículo 16, donde se demostró que 


lim (12 +4x)=12, 
z—>2 


18 CALCULO DIFERENCIAL 


observamos que la solución es el valor de la función para 1 = 2; es 
decir, el valor límite de la función cuando zx tiende a 2 es igual al valor 
de la función para == 2, En este caso decimcs que la función es 
continua para <= 2. La definición general es la siguiente : 


DeriniCIóN. Se dice que una función f(x) es continua para 1=4 
si el límite de la función, cuando z tiende a a, es igual al valor de 
la función para x= «a. En símbolos, si 


q Y (x) = £(a), 


entonces f(x) es continua para 1 = 4. 

Se dice que la función es discontinua para u= a si no se satisface 
esta condición . 

Llamamos la atención de los dos casos siguientes , que se presentan 
frecuentemente. 


Caso 1. Como ejemplo sencillo de una función que es continua 
para un valor particular de la variable, consideremos la función 

a— dá 

Para 1=1, f(x) =/(1) =3. Además, siz tiendea 1, la fun— 


ción f(x) tiende a 3 como límite (Árt. 16). Luego la función es 
continua para x= 1. 


Caso 1. La definición de función continua supone que la función 
está definida para x= a. Sin embargo, si este no es el caso, a veces 
es posible asignar a la función tal valor para x = a que la condición de 
continuidad se satisfaga. En estos casos se aplica el siguiente teorema : 


Teorema, Si f(x) no está definida para x= a, pero 
lím F(x) = B, 
r—a 


entonces Í(x) será continua para x= a, sí se toma como valor de f(x) 
para x=a el valor B. 
Así, por ejemplo, la función 


” 


r-—4 
z—2 


no está definida para x= 2 (puesto que entonces habría división por 
cero). Pero para todo otro valor de x 
a — 4 
r— 2 


=1+2; 
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y lim (14+2)=4; 
z=>2 
y Pod 
luego, Jen, z—2 4, 


Aunque la función no está definida para x= 2, si arbitrariamente 
asignamos a ella para 1 = 2 el valor 4, se hace continua para este 
valor. 


Se dice que una función f(x) es contínua en un intervalo cuando es 
contínua para lodos los valores de x dentro de este intervalo. * 


En el Cálculo diferencial e integral , es frecuente tener que calcular 
el límite de una función de la variable v, cuando v tiende a un valor a 
situado en un intervalo donde la función es continua. En este caso el 
límite de la función es el valor de la función para v = a. 


18. Infinito (0). Si el valor numérico de una variable » llega a 
ser y permanece mayor que cualquier número positivo asignado de 
antemano , por grande que éste sea, decimos que y se vuelve infinita . 
Si v toma solamente valores positivos, se hace infinita positivamente ; 
si solamente toma valores negativos, se hace infinita negativamente. 
La notación que se emplea para los tres casos es 


límvo=0>0, límo=+ 0%, limv=-— 0%, 


En estos casos » no se aproxima a un límite, según la definición del 
Artículo 14, La notación límu=%,ouv>0w, debe leerse *“» se 
vuelve infinita ** y no **» se aproxima al infinito?” ** 

Con esta notación podemos escribir, por ejemplo, 


y 1 el Ñ 
significando que O hace infinito cuando z tiende a cero. 


7 Eneste libro trataremos solamente funciones que son, en general, conti- 


nuas, es decir, que son continuas para todos los valores de x. con la posible 
excepción de ciertos valores aislados; se sobrentiende que, en general, nuestros 
resultados son válidos solamente para aquellos valores de x para los cuales la 
función que se considera es realmente continua. 

** A causa de la notación y para mayor uniformidad, a veces la expresión 
v=>+ w se lee *'y tiende al limite más infinicto''. De igual manera v—>— v0 
se lee *'y tiende al limite menos infinito'' y v—>0w0 se lee "y, en valor numé- 
rico, tiende al limite infinito” ”. 

Esta fraseologia es cómoda, pero el lector no debe olvidar que el infinito no 
es un limite, puesto que el infinito no es un número. 
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Según el Artículo 17, es evidente que si 
lim f(2) =>, 
In 


os decir, si f(2) se hace infinita cuando x tiende a a, entonces f(r) es 
discontinua para 1= 4. 

Una función puede tender hacia un límite cuando la variable inde- 
pendiente se hace infinita. Por ejemplo, 


Un general, si f(x) tiende al valor constante A como límite 
cuando 2->%0 , empleamos la notación del Artículo 17 y escribimos 


lí = A. 
910) 


Ciertos límites particulares que se presentan frecuentemente se dan 
a continuación. La constante c no es cero. 


Escrito en forma de limites Forma abreviada, frecuentemente usada 


Es A E 
(1) ln oo, a =» 
(2) lím ev = %, £- 0 = D0. 
=> 2 
(3) lim == w E al bo 
p—>u l Q 
C c 
(4) Jn y = 0. 7 =0- 


Estos límites particulares son útiles para hallar el límite del cociente 
de dos polinomios cuando la variable se hace infinita. Fil siguiente 
ejemplo ilustrará el método. 


y B—3 y3 
EJEMPLO ILUSTRATIVO. Demostrar que lím 24-23: +4-_2 
> dx—x?—7 x? 7 
Demostración. Dividanse el numerador y el denominador por x*, que es 
la mayor potencia de x que entra en la fracción. Entonces tenemos: 


E AA 
1 2x3-3x244 q? O 
1 A 0 VR : 
> daa Ixd 20 21 _7 
xXx 


El límite de cada término que contiene a x, tanto en el numerador como en el 
denominador del segundo miembro, es cero, de acuerdo con (4). Por consi- 
guiente, se obtiene la solución aplicando las fórmulas (1) y (3) del Articulo 16, 
En cualquier caso análogo se procede, por lo tanto. como sigue: 

Se dividen numerador y denominador por la mayor potencia de la variable 
que entre en la fracción. 
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Si u y v son funciones de x, y 


límu=A, límv=0, 
za rua 


y Á no es igual a cero, entonces 
lim L =00. 
z>a Y 


Esta fórmula resuelve el caso excepcional de (3), del Artículo 16, 
cuando B=0 y A noes cero. Véase también el Artículo 20. 


PROBLEMAS 


Demostrar cada una de las siguientes igualdades: 


a TE 
i>or3x+5x? 5 
5 
. o 2x2 Y 
Demostración. lim 377531 > 17M et 
r—>u x+3x >. 2 +5 
x 


[Dividiendo numerador y denominador por x?.] 


El límite de cada término conteniendo a x, en el numerador y en el denomi- 
nador, es cero, de acuerdo con (4). Aplicando (1) y (3) del Artículo 16 se 
obtiene la solución. 


LARES 7. axt+bx?+c =0. 


lim —— > lí 
> e o as dr eE E 
3. lím Ele a PO 8. lim atHbxtq e = 00, 
Ci. 644216 3 > di+ex?+fx+9 
S 2443 xh?+h x im si gl 
4. pitt mr dC rá E 9. 1 =2a?. 
qe = 2xh+5 hn? 2 San al E 
' 6x3-5x24+3 X+x-6_ 5 
5. 1 e 10. 1 A a 
232 2 + 4x7 Breda Jer do 
, (Q02+3k)3-4k?z _ : 4 y2-3 
6. AA A 1, is: 1 2% =0. 
Ro 2z(2z-kR)? Joly Ry? 
e 3h4+2xh?+x?h 1 
12% 1 ALTE RAE 
Pod 4-3 xh-—2x3hp* 2x 


13. lim a0x” + aix"-1+4... +4an _a0 


ao box" + bix"T1H...+bn bo 


14. lím ax” + ax 14 ss. de an an . 
20 to + bi IA... + bn bn 
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. e A p ente 
15. lim ERA =nx"-1, (n = número entero y positivo.) 


A—>0 


VxrF+FhkhvVx 1 
EASY 


16, li = == 
1—=>0 h iVio 


Demostración. Nose puede hallar el limite sustituyendo kh = 0, porque se 


obtiene la forma indeterminada > (Art. 12). Por esta razón hay que trans- 


formar la expresión de una manera conveniente, como se indica abajo, a saber, 
racionalizando el numerador. 


VxtkhvVx Vxth+Vx x+hz=x E l 
hb Vxi+h+Vx hiVx+h+vVx) VIiFR+F Vx 
5 . AxEh=Vx o. l 
or tanto, Mia === e ¡22 e 
h=0 h IO VU iEFAFVUx 2VWx 


17, Dado f(x)=x?, demostrar que 


lim Fix+h)—f(x) =) Xx 
h=>0 h 


18, Dado f(x)=ax?*+bx-+« demostrar que 
Fla+h)=f(x) 


lim =72 u4x +b. 
A=>0 h 
19.. Dado flx)= Y , demostrar que 
> 
lim EG+B)—F00 2 1 
A=0 h E 


20. Si fíx)= x*, hallar 


lim 
hu 


Fix+h)—f(x) 
A 

19, Infinitésimos. Una variable » que tiende a cero se llama un 
infinilésimo  Simbólicamente se escribe (Art. 14) 


límv=0 0. 1>0, 


y quiere decir que el valor numérico de v llega a ser, y permanece, 
menor que cualquier número positivo asignado de antemano, por 
pequeño que sea. 

Si lím v=1, entonces lím (v— 1) =0; es decir, la diferencia 
entre una variable y su límite es un infinitésimo . 

Recíprocamente , sí la diferencia entre una variable y una constante 
es un infinitésimo, entonces la constante ys el límite de la variable, 
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20. Teoremas relativos a infinitésimos y límites. Jn las siguientes 
consideraciones todas las variables se suponen funciones de la misma 
variable independiente, y, además, que tienden a sus límites respec- 
tivos cuando esta variable tiende a un valor fijo a. La constante e es 
un número positivo asignado de antemano, tan pequeño como se 
quiera , pero no cero. 

En primer lugar demostraremos cuatro teoremas sobre infinitésimos - 


T. La suma algebraica de n infinitésimos, siendo n un número 
finito, es otro infimilésimo. 


En efecto , el valor numérico de la suma llegará a ser, y permane- 
cerá, menor que e cuando el valor numérico de cada infinitésimo llega 


€ 
a ser, y permanece, menor que 7. 


ll. El producto de una constante e por un infimilésimo es otro infi- 
nilésimo, 


En efecto , el valor numérico del producto será menor que e cuando 


, Po . 
el valor numérico del infinitésimo sea menor que le] 

III, El producto de un número finito n de infinilésimos es otra 
infinitésimo. 


En efecto, el valor numérico del producto llegará a ser, y perma- 
necerá, menor que e cuando el valor numérico de cada infinitésimo 
llega a ser, y permanece, menor que la raíz n de e. 


IV. Sí lím dev=1 y L no es cero, entonces el cociente de un infini— 
lésimo i dividido por y es también un infinitésimo. 

En efecto, podemos elegir un número positivo c, numéricamente 
menor que l, tal que el valor numérico de y llega a ser, y perma— 
nece, mayor que c, y también tal que el valor numérico de i llega a 


ser, y permanece, menor que ce. Entonces el valor numérico del 
cociente llegará a ser, y permanecerá , menor que £. 


Demostraciones de los teoremas del Articulo 16, Sea 
(1) u—A=1, v-B=j, w—-C=k. 


Entonces í, j, k son funciones de x, y cada una tiende a cero 
cuando + —>u; es decir, son infinitésimos (Art. 19). De las igual- 
dades (1) obtenemos 


(2) u+vu—w—(A+B=C0)=i+j-k. 
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El segundo miembro es un infinitésimo según el teorema 1. Luego, 
según el Artículo 19, 


(3) Am (240) = 44 BC. 


Según (1) tenemos u=A+1, v=B+j. Multiplicando y trans- 
poniendo AB resulta : 
(4) uv — AB= Aj+ Bi+dj. 


Según los teoremas I a TIT que hemos demostrado , el segundo miembro 
es un infinitésimo. Luego, 


(5) lím uv = AB. 
:—>u 


La demostración se extiende fácilmente al producto uvw. 
En fin, podemos escribir, 


(6) un _ A_4+1 4_ Bi—-Aj 


El numerador es un infinitésimo según los teoremas 1 y II. Según 
(3) y (4), lím B(B+3) = B?. Según el teorema IV, el segundo 
miembro de (6) es un infinitésimo y, por lo tanto, 


u A 
(7) e =p + 


Luego las proposiciones del Artículo 16 están demostradas. 


CAPITULO III 
DERIVACION 


21. Introducción. En este capítulo vamos a investigar cómo varía 
el valor de una función al variar la variable independiente. El proble— 
ma fundamental del Cálculo diferencial es el de establecer con toda 
precisión una medida de esta variación. La investigación de problemas 
de esta índole , problemas que trataban de magnitudes que variaban de 
una manera continua , llevó a Newton* al descubrimiento de los prin— 
cipios fundamentales del Cálculo infinitesímal, el instrumento científico 
más poderoso del matemático moderno. 


22. Incrementos. El incremento de una variable que pasa de un 
valor numérico a otro es la diferencia que se obtiene restando el valor 
inicial del yalor final. Un incremento de x se representa por el símbo- 
lo Az, que se lee “delta x'”. El estudiante no debe leer este símbolo 
*£ delta veces a”? 

Es evidente que el incremento puede ser positivo o negativo, ** 
según que la variable aumente o disminuya al cambiar de valor. 
Asimismo , 

Ay significa incremento de y, 


Ad significa incremento de $ , 
Af (x) significa incremento de f (1), ete. 


* El célebre matemático y físico inglés Isaac Newton (1642-1727) ha sido 
uno de los genios más grandes que han existido. Desarrolló la ciencia del Cálculo 
diferencial e integral bajo el nombre de fluxiones. Aunque Newton descubrió 
y empleó la nueva ciencia desde 1670, su primera obra publicada que la exhibe 
está fechada en 1687, teniendo el título '*Philosophiae Naturalis Principia Ma- 
thematica'*. Esta es la obra principal de Newton. De ella dijo Laplace: 
"Siempre permanecerá preeminente sobre todas las otras producciones de la 
mente humana.'' 
** Algunos autores al incremento negativo le llaman **decremento””. 


26 CALCULO DIFERENCIAL 


Sien y=f (x) la variable independiente x toma un incremento Az, 
entonces Ay indicará el incremento correspondiente de la función f (x) 
(o sea , de la variable dependiente y). 

El incremento Ay siempre ha de contarse desde el vulor inicial def 
nido de y, que corresponde al valor inicial arbitrariamente fijado de x 
desde el cual se cuenta el incremento Az. Por ejemplo, consideremos 
la función 


2 
- 


u=*. 


Si tomamos x= 10 como valor inicial de x, esto fija y = 100 
como valor inicial de y. 


Supongamos que z aumenta hasta 7= 12, esdecir, Áx = 2; 


entonces y aumenta hasta y = 144, y Ay = 44. 
Si se supone que z decrece hasta x=9,  esdecir, AÁr=—1; 
entonces y decrece hasta y=8l, y Ay = —19. 


En este ejemplo, y aumenta cuando x aumenta , y y decrece cuan- 
do zx decrece. Los valores correspondientes de Áx y Ay tienen un 
mismo signo. Puede acontecer que y decrezca cuando + aumenta, 0 
viceversa; Ax y Ay tendrán entonces signos contrarios, 


23. Comparación de incrementos. Consideremos la función 
(1) y=x*. 


Supongamos que «< tiene un valor inicial fijo y le damos después un 
incremento Ax. Entonces y tomará un incremento correspondiente Ay, 
y tendremos : 

y+Ay= (x+Azx)?, 


O sea, y+Ay=x*+2x-Azr+ (Ax)?, 


Restando (1), y a? 


(2) Ay = 22-Ax+ (Az) 
obtenemos el incremento Ay en función de zx y Az. 


Para hallar la razón de los incrementos, basta dividir los dos 
miembros de (2) por Az, y resulta : 


Ay_ 
24 2442. 
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Si el valor de x es 4, es claro (Art. 16) que 


Ar 
lím 22 = 
ar>0Azx 
Observemos ahora con cuidado, mediante una tabla, cómo se 
comporta la razón de los incrementos de x y de y cuando el incre— 
mento de x decrece. 


Valor Valor Incremento: Valor Valor Incremento Ay 
inicial de x| final de x Ax inicial de y| final de y Ay Ax 
4 5,0 1,0 | 16 25 9 9 
4 4,8 0,8 | 16 23,04 7,04 8,8 
4 4,6 0,6 l6 21,16 5,16 8,6 
4 4,4 0,4 16 19,36 3,36 8,4 
4 4,2 0,2 16 17,64 1,64 8.2 
4 4,1 9,1 16 16,81 0,81 8,1 
4 4,01 0,01 l6 16,0801 0,0801 8,01 


Esta tabla pone de manifiesto que al decrecer Ax también dismi— 
nuye Ay, mientras que la razón de los dos incrementos toma los 
valores sucesivos 9, 8,8, 8,6, 8,1, 8,2,8,1,8,01. Esta sucesión 

4 A 
de valores nos dice que podemos hacer que el valor de la razón e sea 
tan próximo a 8 como deseemos con sólo tomar a Ax suficientemente 
pequeño. Luego, 


24. Derivada de una función de una variable. La definición fun— 
damental del Cálculo diferencial es la siguiente : 


La derivada * de una función es el límite de la razón del incremento 
de la función al incremento de la variable independiente cuando éste 
tiende a cero. 


Cuando el límite de esta razón existe, se dice que la función es 
derivable o que tiene derivada . 


La definición puede darse mediante símbolos , en la forma siguiente : 
Dada la función 


(1) y=/J(x), 


consideremos un valor inicial fijo de zx. 


* Llamada también coeficiente diferencial O función derivada. 
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Demos a x un incremento Ax; entonces obtenemos para la función 
y un incremento Ay, siendo el valor final de la función 


(2) y + Ay =/(5+ Ax). 

Para hallar el incremento de la función, restamos (1) de (2); se 
obtiene 

(3) Ay =f(1+ Ax) —f(x) 


Dividiendo los dos miembros por Az, incremento de la variable 
independiente, resulta : 


Ay _ Sí + Az) — 5(2) 
Az Az : 


(4) 


El límite del segundo miembro cuando Áz—=0 es, por definición, 
la derivada de f(x), o sea, según (1), de y, y se representa por el 


símbolo Y. Luego, la igualdad 


dy... f(x+Ax)—f(x) 
(4) dx ¿2 Ax 


define la derivada de y [o de f(x) ] con respecto a x. 
De (4) obtenemos también 


dy _ Ay 
dx a Ax” 


Asimismo , si u es función de £, entonces, 


du _ Au 


de AE derivada de u con respecto a É. 


La operación de hallar la derivada de una función se llama derivación. 
25. Símbolos para representar las derivadas. Puesto que Ay y Áz 
son siempre cantidades finitas y tienen valores definidos, la expresión 


Ay 
Az 


es una verdadera fracción. Pero el símbolo 
dy 
de 


ha de mirarse no como una fracción, sino como el valor límite de una frac- 
ción. En muchos casos veremos que este símbolo sí tiene propiedades de 
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fracción , y más adelante demostraremos el significado que puede atri— 


buirse a dy y dr, pero, por ahora , el símbolo 


como conjunto. 

Puesto que, en general, la derivada de una función de x es también 
función de z, se emplea también el símbolo f'(x) para representar la 
derivada de f(x). Luego, si 

y=/f(), 


dy ha de considerarse 
dz 


podemos escribir la igualdad 
d; 
IO, 


que se lee “la derivada de y con respecto a 7 es igual a f prima 
de z** El símbolo 

d 

dx , 
considerado por sí mismo, se llama operador derivada; indica que 
toda función que se escriba después de él ha de derivarse con respecto 
ax. Así, 


- A . 
de > dal indica la derivada de y con respecto a 1; 
z f(x) indica la derivada de f(x) con respecto a 1; 


z (2 1745) indica la derivada de 2 x*4-5 con respecto a z. 


El símbolo y es una forma abreviada de E , 

El símbolo Dz se emplea por algunos autores en lugar de - Lue- 
go, si 

y. f (z ) , 
podemos escribir las identidades 
d d d 
Vs = 10) =D:1(0) =J'(2). 

Debe hacerse hincapié en esto; en el paso esencial de hacer que 

Azx>0, la variable es Az y no x. El valor de x se supone fijo desde 


el principio. Para hacer resaltar que x= xo desde el principio hasta el 
fin, podemos escribir : 


$1) = lo S (zo + Az) —S(m) 


0 Az 
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26. Funciones derivables. le la teoría de los límites se deduce 
que si existe la derivada de una función para cierto valor de la variable 
independiente, la función misma debe ser continua para aquel valor de 
la variable. 

Sin embargo, la recíproca no es siempre cierta : se han descubierto 
funciones que son continuas y, a pesar de eso, no tienen derivada. 
Pero tales funciones no son frecuentes en las Matemáticas aplicadas, 
y en este libro se consideran solamente las funciones derivables, es decir, 
las funciones que tienen derivada para todos los valores de la variable 
independiente, con excepción , a lo más, de valores aislados. 


27. Regla general para la derivación. Según la definición de 
derivada se puede ver que el procedimiento para derivar una función 
y = f (1) comprende los siguientes pasos ; 


REGLA GENERAL PARA LA DERIVACIÓN 


Primer PASO. Se sustituye en la función x por x+ Ax, y se 
calcula el nuevo valor de la función y + Ay. 

SEGUNDO PASO. Se resta el valor dado de la función del nuevo valor 
y se obtiene Ay (incremento de la función). 

Tercer Paso. Se divide Ay (1ncremento de la función) por Ax 
(incremento de la variable independiente). 

Cuarto PASO. Se calcula el límite de esle cociente cuando Ax 
fineremento de la variable independiente) tiende a cero. El límite así 
hallado es la derivada buscada. 


El estudiante debe familiarizarse con esta regla, aplicando el pro- 
cedimiento a muchos ejemplos. La resolución detallada de tres de 
estos ejemplos se da a continuación. Nótese que los teoremas del 
Artículo 16 se emplean en el cuarto paso, manteniéndose z constante. 


EJEMPLO l. Hallar la derivada de la función 3 x2 +5. 


Resolución. Aplicando los pasos sucesivos de la regla general, obtenemos, 
después de hacer 


u=3x24+5, 


Primer paso. y HAy=3(x+4x)?2+5 
=3x"+06x.Ax+3(Ax)2 +5. 


Segundo paso. y+Ay=3x"+06x-Ax+3(Ax)?+5 
y =3 +5 


—— y > 6x:Ax+3(Axr)? 
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Tercer paso, — =bx+3.4x. 
Ax 


Cuarto paso. En el segundo miembro hagamos AÁx—>0. Según (A) re- 


sulta: 
lY=6x. 
dx 
O bien, y L (3x2+5=0 x<. 
dx 


EJEMPLO 2. Hallar la derivada de x*—2x +7. 
Resolución. Hagamos y =x*-2x-+7. 


Primer paso. y+ Ay =(x+Ax)3-2(x+Ax)+7 
= x34+3 x2'Ax+3x. (Ax)? +(Ax)*-2 x-2.4x47, 
Segundo paso. y + Ay =x+3 x?.Ax+3 x- (Ax)?+(Ax) 1-2 x-2.4x-17 


y = x3 —2 3 +7 
Ay = 3x2.Ax43 x. (Ax) 24 (Ax)? -2.Ax 
Tercer paso. 35143 x-Ax+(Ax)?— 2. 
E 
Cuarto paso. En el segundo miembro hagamos ÁAx—=0), Según (A) ten- 
dremos: 
dy —$gt—2 
XxX 
O bien. y =L (247) =xt2: 
dx 


EJEMPLO 3. Hallar la derivada de la función 5 
x 


Resolución. Hagamos y = —. 


p 
Primer paso- y + Ay = EFD? 
¿ Ay = > LL, 
Segundo paso y + Ay FAO 
AÑ 
ES 
Ay C ZE IR 18) 
(x+Ax)? 2 x2(x Ax)? 
DY == 2x+Ax 
Tercer paso. Ñe c AGRADE 
Cuarto puso. En el segundo miembro hagamos Ax—=>0. Según (A) ten- 
dremos; 


ERE IZ SA [v=2(5)-=-%] 
dx x?*(x)? x3 dxNx? xi 
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PROBLEMAS 
Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones usando la regla 
general. 
1. y=2-3x. Sol. y'= —3. 16. y= 1 2x : 
2. y=mx+b. y =m. xt+al dx (124 a?)? 
3. y=ax?. y =2ax 17. y=X-, dy__1=x? 
2 2 Eh 
4. s=21-42. s! =2-2 1 A de (40 
5. y=cx3. =3 cx?. 18. EA dy__8x__ 
y y YET" de (4x2) 2 
6. y=3x—x3. y! =3-3 x?. 
= 94% = E 
E A as ITZA 
A 
És quzs Fes 20. s=a?+br+c. 
E: PP 21. u=24-3 02. 
0+1 d0 (941)? 22, y=axi4bx?4cx+d. 
3 dy 6x 
0, == . —  — la == -_ 2 
0. ar 0 (080) 
5% 1 de A. 24. y= (Q—x) (1-2 x). 
' di dl 25. y=(Ax+B)(Cx+D). 
1 dy 2 
. =E 2 e ct, 26. = 3. 
e. 12 x dx (l-2x)? ¿= 6 +d0 
=P A 27. y= —_ 
20 MA do (0D a + bx? 
12. ¿AEB ds _AD-BC_ 28, y= Qee, 
Ct+4+D de  (Ct+D)? x 
Al do e S0.. pa 
ces xo e x> A a+ bx? 


28. Interpretación geométrica de la derivada. Ahora vamos a 
considerar un teorema que es fundamental en todas las aplicaciones 


Fig. 6 


del Cálculo diferencial a la Geometría. 
Primero es necesario recordar la definición 
de tangente a una curva en un punto P de 
la misma. Supongamos una secante que 
pase por P y un punto próximo Q de la 
curva (fig. 6). Hagamos que el punto Q 
se mueva sobre la curva aproximándose 
indefinidamente a P. La secante girará 
alrededor de P, y su posición límite es, 


por definición, la tangente a la curva en P. Consideremos ahora la gráfica 
de la función f(x),o sea, la curva AB (fig. 6) , dada por la ecuación 


(1) 


y=/$(x). 
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Procedamos ahora a derivar la función (1) según la regla general y 
a interpretar cada paso geométricamente. Para ello escogemos un 
punto P(x, y) de la curva, y un segundo punto Q(2+ Ax, y + Ay), 
también de la curva y cereano a P. 


PrimeR PASO. + Ay =/(1+ Ax) =NQ 
SEGUNDO PASO. Y +FAy=/f(2+ Ax) =NQ 
Y =f(2) =MP = Nk 


Ay =,(2+ Az) —f(2) = RQ 
Ay fG6+Ax)—f(2) RQ _RQ 


TERCER PASO. A EA A AL A 
Az Az 


= tg ZRPQ =tg $ 


= pendiente de la secante PQ. 


Con esle paso vemos que la razón de los incrementos Ay y Ár es igual 
a la pendiente de la secante determinada por los puntos 


Píz,y) y Q(2+Azr, y + Ay) 


en la gráfica de f(x). 

Examinemos el sentido geométrico del cuarto paso. Ahora se con— 
sidera el valor de x como fijo. Luego P es un punto fijo de la gráfica. 
Asimismo, Ax varía tendiendo a cero. Por tanto, evidentemente, el 
punto Q ha de moverse a lo largo de la curva y aproximarse a P como 
posición límite. Luego la secante PQ girará alrededor de P y tendrá 
como límite la tangente en P. En la figura, 


$ = inelinación de la secante PQ, 
== inclinación de la langente PT. 
Luego línm $ == Suponiendo que lg 9 es una función continua 
Dr 3 


(vénse el Art. 70), tenemos : 
CUARTO PASO. Sy =f'(0) = Jim te $b=tg, 
= pendiente de la tangente en P, 


Así hemos establecido el importante teorema siguiente : 


Teorema. kl valor de la derivada en cualquier punto de una curva es 
igual a la pendiente de la tangente a la curva en aquel punto. 
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Este problema de la tangente llevó a Leibnitz * al descubrimiento 
del Cálculo diferencial . 


EJEMPLO. Hallar las pendientes de las tangentes a la parábola y= x? 
(fig. 7) enel vértice y en el punto de abscisa x=%Y. 


Solución. Derivando según la regla general (Art. 27) 
resulta: 
(2) e =2 x = pendiente de la tangente en cualquier 
x 
punto (x, y) de la curva. 


Para hallar la pendiente de la tangente en el vértice, 
bastará sustituir x =0 en (2), obteniendo: 


dy =0. 
Fig. 7 dx 
Luego la pendiente de la tangente en el vértice es cero; 
es decir, la tangente es paralela al eje de las x, y en este caso coincide con él. 
Para hallar la pendiente de la tangente en el punto P, deabscisa x= Y, 
bastará sustituir x = Y en (2). Se obtiene: 


dy - es 
dx 


es decir, la tangente en el punto P forma con el eje de las x un angulo de 45”. 


PROBLEMAS 


Aplicando las derivadas hallar la pendiente y la inclinación de la tangente a 
cada una de las curvas siguientes en el punto cuya abscisa se indica. Verificar el 
resultado trazando la curva y la tangente. 


1. y=x2—2, siendo x = l. Sal. 2; 6326, 


2. y=2x-— Ux?, siendo x = 3. 


4 . siendo x = 2. 
x—l 


4. y=3+3x-—x, siendo x =— 1. 


5. y=x*-—3x?, siendo x= l. 


* Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) nació en Leipzig. Su gran 
talento se manifestó con investigaciones originales en varios ramos de la Ciencia 
y de la Filosofía, Fué el primero que publicó sus descubrimientos de Cálculo 
infinitesimal en un breve ensayo que apareció en la revista Acta Eruditorum. 
de Leipzig. en 1684, Se sabe, no obstante, que ya existían manuscritos de 
Newton sobre las ''fluxiones'', y algunos historiadores creen que Leibnitz 
recibió las nuevas ideas de aquéllos. Actualmente se cree, a lo que parece, que 
Newton y Leibnitz inventaron el Cálculo infinitesimal independientemente 
el uno del otro. La notación que hoy se usa es la que Leibnitz introdujo. 


DERIVACION 35 


6. Hallarel punto de la curva y = 5 x — x? enel que la inclinación de la 
tangente es de 45%, Sol. (2, 6). 


7. En la curva y =x9+x hallar los puntos en los que la tangente es 
paralela a la recta y = 4 x. Sol. (1, 2). C—1, 2). 


En cada uno de los tres siguientes problemas hallar: a) los puntos de inte: 
sección del par de curvas dado; b) la pendiente y la inclinación de la tangente 


a cada curva, y el ángulo formado por las tangentes, en cada punto de inter- 
sección (véase (2) del Artículo 3). 


B y=1- >, Sol. Angulo de intersección = arc tg % = 53% 8'. 
y=x*1—1l. 

9. y==, 10. y=x9—-3x, 
x=y+2=0. 2x+y=0. 


11, Hallar el ángulo de las curvas 9 y =x3 y y =0+8x— x3 en el punto 
de intersección (3, 3). Sol, 219271. 


CAPITULO IV 
REGLAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 


29. Importancia de la regla general. La regla general para 
derivación, dada en el Artículo 27, es fundamental, puesto que se 
deduce directamente de la definición de derivada, y es muy impor- 
tante que el lector se familiarice completamente con ella. Sin embargo , 
el procedimiento de aplicar la regla en la resolución de problemas es 
largo o difícil; por consiguiente, se han deducido de la regla general, 
a fin de facilitar la tarea , reglas especiales para derivar ciertas formas 
normales que se presentan con frecuencia. 

Es cómodo expresar estas reglas especiales por medio de fórmulas , 
de las cuales se da a continuación una lista. 13l lector no sólo debe 
aprender de memoria cada fórmula cuando se ha deducido, sino lam- 
bién poder enunciar en palabras la regla correspondiente. 

En estas fórmulas u, », w representan funeiones derivables de a. 


PórRMULAS DE DERIVACIÓN 


de o, 

IT a - 1, 
nr Luro) = LS 
IV Hte) = eE, 

V 3 (uo) = e 40 
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d nl — M— | du 
vI ql ) = nv de 
d — 1! 
Via de (11) = 10"; 
du ¿Y 
vir E o) a 2 
v v 
du 
Vila EN (5) yz 
dx c c 
VITI a = da, siendo y función de v. 
IX SY = == siendo y función de x. 
dy 


30. Derivada de una constante. Si se sabe que una función tiene 
el mismo valor para cada valor de la variable independiente, esta 
función es constante, y podemos representarla por 


y=C. 


Cuando zx toma un incremento Ax, el valor de la función no se 
allera; es decir, Ay = 0, y 


Pero lím === 


La derivada de una constante es cero. 


Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la gráfica de la 
ecuación y =c es una recta paralela 4 OX; luego su pendiente es 
cero. Y como la pendiente es el valor de la derivada (Art. 28) resulta 
que la derivada es cero. 
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31. Derivada de una variable con respecto a sí misma. 


Sea y = LI. 


Siguiendo la regla general (Art. 27), tenemos : 


PRIMER PASO. uv+Ay=xux+Az. 
SEGUNDO PASO. Ay = Az. 
TERCER PASO. AY _ 1 
Ax 
CUARTO PASO. dy =1. 
dx 
o "E 
Il .. dx e. Ta 


La derivada de una variable con respecto a sí misma es la unidad. 


Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la pendiente de la 
recta y = xv es la unidad . 


32. Derivada de una suma. 

Sea U=U+ UM, 

Según la regla general : 

PRIMER PASO. uv+ Ay =u+Au+ov+ Av — 1— Av. 
SEGUNDO PASO. Ay = Au + Av — Au. 


TERCER PASO. Ay_Au, Av _ Au 


Ax Ax' Az Ar” 
Ahora bien (Art. 24), 


Au du Av do Aw _ du 


lim =>, lm ==> ím = , 
az>0 Ar" de? a soAr  dz* az >0o4r du 


Luego, según (1) del Artículo 16, 


E dy _du, de dv 
UARTO PASO. de sae de de de * 


dw 


4 du, do du 
me E qe + > AA 
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Una demostración semejante es válida para la suma algebraica de 
cualquier número de funciones. 


La derivada de la suma algebraica de un námero finito n de funciones 
es igual a la suma algebraica de las derivadas de las funciones . 


33. Derivada del producto de una constante por una función, 
Sea y = cb. 


Según la regla general : 


PRIMER PASO y + Ay = e(u + Av) = cu + cAv. 
SEGUNDO PASO Ay = cAv 
Ay _ Av 


TERCER PASO — =p. 
Ax Azr 


De donde, según (4) del Artículo 16, 


? dy _ de 
CUARTO PASO e 

e Mi 
IV “ (cv) = e dx 


La derivada del producto de una constante por una función es igual 
al producto de la constante por la derivada de la función. 


34. Derivada del producto de dos funciones. 

Sea y = ur. 

Según la regla general : 

Primer PASO y + Ay =(u+ Au) (u + Av). 
Efectuando la multiplicación : 


Y + Ay = uv + uAv + vAu + AuAv, 


SEGUNDO PASO, Ay = uAv + vAu + AuAv. 
Ay_,09, Au, ,,A0 
TERCER PASO e UE + YA + Au 
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Aplicando (2) y (4) del Artículo 16, notando que Jm Au =0, 


y que, por tanto, el límite del producto Au e es cero, tenemos : 


CUARTO PASO. A A, 
y 


La derivada de un producto de des funciones es igual al producto de 
la primera función por la derívuda de la segunda, más el producto de la 
segunda por la derivada de la primera. 


35. Derivada-del producto de n funciones, siendo n un número fijo. 
Si se dividen ambos miembros de la lórmula Y por us, se obtiene : 


ad (un) du Z 
d _ dz da 
uv u - 


Luego, si tenemos el producto de » funciones, 


Y = V1V2*** Un, 
podemos escribir 


l do: 
Jo (1 da +++ 0) de (res “P) 
MVr-=-Un Va Va» +» Da 
dv dva a 
E 
— vo V3D4 === Un 
doy des dde, 
de dx , de de 
a e NE 


Multiplicando ambos miembros por 410 +--,, tenemos : 


E (orte===01) = (0309+==09) Le (oros + 
+ (11 Va +» + Un DE. 


La derivada del producto de n funciones, siendo n un número finito, 
es igual a la suma de los n productos que se forman multiplicando la 
derivada de cada. función por toas las otras funciones. 
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36. Derivada de la potencia de una función, siendo el exponente 
constante. Si en el resultado obtenido en el artículo anterior, cada uno 
de los n factores es igual a v, se tiene 


ds do 
dz” ) dz 
— = E . 
>? d ! ds n ¿de 
vI E q) = mur ia. 
Cuando v = zx esto se convierte en 
d E eS | 
Via dx A E 


En esta demostración VI hemos supuesto que mn es número entero 
positivo. En el Artículo 65 se demostrará que esta fórmula es válida 
aonra cualquier valor de n, y nos serviremos desde ahora de este 
resultado general. 


La derivada de la potencia de una función de exponente constante es 
igual al producto del exponente por la función elevada a un exponente 
disminuido en una unidad y por la derivada de la función. 


Esta regla se llama , a veces, regla de potencias . 


37. Derivada de un cociente. 


2 y= — (10) 
Según la regla general : 
uv + Au 
PRIMER PASO. y + Ay = 5 
SEGUNDO PASO. Ay = u+ Au u_v-Au—u-Av 


v+Av uv 7 v(u+Av) 


TRRCER PASO, Mo = RAN > 


Aplicando los teoremas del Artículo 16 : 


du, de 
CUARTO PASO. dy = E 
de y 
du y du 


v u— 
VII AS al Sje dx dx 


igual a la derivada de la función dividida por la constante . 
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La derivada de un cociente de funciones es igual al producto del 
denominador por la derivada del numerador, menos el producto del nume- 
rador por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado del 
denominador . 


Cuando el denominador es constante, basta poner v=« en VI; 
esto da: 


du 
d. 
Vila A 2)-E. 
dxX c c 
du _ de 
p — =— =1() 
l uesto que lada o. | 


Podemos lambién obtener Villa de IV como sigue ; 


La derivada del cociente de una función dividida por una constante es 


PROBLEMAS * 


Hallar la derivada de las siguientes funciones: 
L yx, 


Solución. Y L (x3)=3 x2. 
dx dx 


2. y=axt—bx?. 


s ió e -—— =>» _— 4— hb 27 un 5 b 2 
olnción E (ax Xx ) (ax ) =- ( Xx ) 


da 
e (x1) ¿eo (x2) 
=4 04x3—2 bx. 


S. y xA +5. 
Y 
Solución, Ar (1) + PE (5) 


=4x%. 


Según Vla 


según III 


según IV 


Según Vla 


según 111 


Según Vla y | 


* Mientras el estudiante aprende a derivar, debe recibir leccion oral de 
derivación de funciones sencillas. 
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3 x? 
AS 
Solución. 44 = 4 (3: %)-2 ( At OE Ay según 111 
dx dx dx 


ia 2%, Según IV y Vla 
5. y=(x*?—3)”. 
Solución. Ys (x2 34 (523) segun VI 
dx dx 
lo=x2=3 y n=5.] 
=5(12—-3)%2x=l0x(x?— 3)1 


Es posible desarrollar esta función según la fórmula del binomio de Newton 
[| (3), Art. 1] y entonces aplicar II, etc., pero el procedimiento aqui dado 
es preferible. 


6. y=vVa=x*. 
Solución. dy AL (a? — x?) m1 A a (a?— x2) según VI 
dx dx 2 dx 
[luv=a—x? y n=%4.] 


1 » 1 x 
= fo 0) 7% (4 e = — —__— 
2 VW a—x? 


7. y=(3x242)41+F+7 22. 


Solución. 4 (34D L (1450 (145 a+) 


según V 
lu=3x242 y u= (143 x?)%.] 


(3242) 750 +51) 42 U+Sx2) + 
+ (14512%6x según VI, etc. 
(3 x24+2) (14 5x2) 5x+6x(145 x2) % 


5x(3 x? 12 "= 45 x3+16 x 
ET AS AE 
al + x0 
B, 8 
E Yu? x? 
a PP Flat 4 0) — (a) (at 12) 


Solución. e = 23 
según VII 
_ 2x(a? — 2) + x (0? + x2) 


(a? — x?) Y 
[Multiplicando numerador y denominador por (a? — x>%)%,] 
y 


la? — xa) A 
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Comprobar cada una de las siguientes derivadas. 


9. 


10. 


11, 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


LA (3x1t-21x2+8)=12x8—4x. 
dx 


Y (443x-2x9)=3-6x?. 
dx 


E (até 019) =5 art — 15 br. 


d fz? .27 


O EA E 
ENT 
d — Il do 
E ná 
E 4 ES 
dxXx x?) x2 


4 (/%- 3 5) ia 0 ¿A 
di 3 


E Q xA +4 xA) 
dx 


E E 


dx x 
VE 3 
ya ES 
2. Vx 
a+ bt+ct? 
A 

Vi 
y= Va +. 
ax 

r=wW 1-20. 


f(t) = Q— 3 12)2. 
F(x) = V4-9x. 


1 
eS —— * 
Va—x? 


(0) = 0-50)%, 


y=(e- Ey 


A a 


a b 


e 
21V1 2V 1 


a 


a 
x* 2V ax 2xV ax. 


FU) =-181(Q2 -— 3 12)2. 


F'(x) = — 


(4 


3 


91) % 


30 t 
ná 


28. 


29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


36. 


37. 


41. 
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E Y 
y=(«+2)' 
y =xV a+ bx. 
s=iVa+r. 

a AR 
y a+x 

4 

E 28 
Va? 
> e 
x 
3] 
Vu xy? 


e JAR 
y a == 
o E 2+31 
. 2-31 
y= V?2px. 
yaya 

« 

yd YA 


ds a +21? 

UH SEE 

1 APREE y 
dx (a + x)? 
dy _ 4 ax 

dx (a? —= x?)* 
AA 
ax Va 
LP A 
dx (ad = MES 


dr 60—1002 
40. YA 


E A 
ió (+ ex) 1 T= 2x2 
dy 2a?x 

e (2x2) Vat xi 
ds 4 

ll 0439% 0-34 
dy. P 

dx 7) 

dy ¿DR 

dx 


2y 
3 
a — PL, 
dx E 


Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones: 


42. 


43, 


44. 


45. 


46. 


1(x)=W21x+VW3x. 


_ lx 
TFT 
po 
AERARÁ 
Va— bx 
Vas br 
RA a 
t 
_Va+b0 
= — 


47. y=xiV5-=2x. 

48. y=xWV2+3x. 
1 

49. ema faii, 


50. y=(x+2).V x2+2. 


VIF2x 


Li e 
ASES 


45 
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En cada uno de los siguientes ejercicios, hallar el valor de Es para el valor 
e 


dado de x. 


52. y= (x* =x)% x=3, Sol. 540. 
53. y=WVx+Vx; x=0% Ya. 
Be y AAPP ASA: rm. se. 
55. y=VW 9I+4x% x=2. %. 
1 
E pa od , 
Y 25 — y? 25 
VIO+3x 
O o ME — o. 
58. y=xW8-=x; x=2. 0. 
59. y=xiV 1+x8 x=2. 20. 
60. y= (4= x2)% x=3. 63. y=xVW3+2lx; x=3. 
A LAR a a AER LS 
Gl, y“ 7 q 1 y = 2. d. y = HE. > 1. 
MIES . E] 
62. = —__—_—_—__—_—i NESG> 65, = al Si => 
Y 2 x+! , 2 Eo? IU — 1? k : 


30. Derivada de una función de función. A veces acontece que y 
no se define directamente como función de x, sino que se da como 
función de otra variable y que se define como función de x. En este 
caso, y es función de x= por intermedio de +, y se llama función de 
fionción 


Por ejemplo, si y = 
y v=1—a", 


entonces y es una función de función. Eliminando v podemos expre— 
sar y directamente como función de x, pero, en general, este método 
: di 
no es el mejor cuando deseamos hallar a 
Si y=/f(0) y v= (1), decimos que y es función de zx por 
intermedio de v. Ióntonces, si damos a x un incremento Az, obten 
dremos para v un incremento Av y para y un incremento correspon— 
diente Ay. Teniendo esto en cuenta, apliquemos la regla general de 
derivación simultáneamente a las dos funciones 


y=J() y :=$(2). 
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Primer Paso.  y+Ay=/(v+Av) v+Av=9 (+ Ax). 
SEGUNDO Paso. y+Ay=/(v+Av) v+Av=9$ (2+Azx) 
y =f(u) v  =Q(1) 
Ay=f(0+A0)—f (0) Av=9(2+Ax)—4 (2) 
. Ay_flu+Av)-f(0) Av _(2+Az)—p$(x) 
TERCER PASO. 7. No a pe > 


Los miembros de la izquierda expresan la razón del incremento de 
cada función al incremento de la variable correspondiente, y los 
miembros de la derecha expresan las mismas razones en otra forma. 
Antes de pasar al límite, formemos el producto de las dos razones, 
tomando las formas de la izquierda. Resulta : 

Ay Av Ay 


Av" Ax? We es igual a Te 


En símbolos ? ==. — 


Crarro raso. Cuando Ar—=>0, igualmente Av>0. Pasando al 
límite, se obtiene : 


d dy dv p á 
(4) Se = A Según (2), Art. 16 


Esta igualdad puede también escribirse en la forma : 
Yo). y 
(8) L= 70-442). 


Si y=1f(w) y v=9(3), lu derivada de y con respecto a x es ¿igual 
al producto de la derivada de y con respecto a y por la derivada de v con 
respecto A X. 


39. Relación entre las derivadas de las funciones inversas. Seu 
una función y dada como función de x según la ecuación 


y=/$(x). 


A menudo es posible, en el caso de las funciones que se consideran 
en este libro, resolver la ecuación con respecto a x y hallar 


2=+$(y); 


es decir, podemos también considerar y como la variable indepen 
dienta y x como la dependiente. En este caso se dice que / (2) y $ (y) 
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son funciones inversas. Cuando deseamos distinguir la una de la otra, 
es usual llamar función directa la que se dió al principio, y función 
inversa a la segunda. Así, en los ejemplos que siguen , si los segundos 
miembros en la primera columna se toman como las funciones directas , 
entonces los miembros correspondientes en la segunda serán respecli- 
vamente las funciones inversas . 


y=R*?+1, == vV y—l, 
y=0wu*, x= log. y 
Y = sen <, T = Arc sen y. 


Ahora derivemos las funciones inversas y = f(x) y u= $(y) si- 
multáneamente según la regla general . 


Primer paso. y +FAy=f(x Ax) + Ar=4 (y+ Ay). 


Secun»o raso. y FAy=/(c+ Ax) 2+Ar=4 (y + Ay) 
Y = f(x) zx =+% (y) 


Ay=J(14+Ax)-f(2) Azr=9(y+Ay)- (y). 
Ay_J(24+A2)-f(1) Ar (y+Ay)— 2] 


TPrencrer PASO. _— — = 
Az E Ay 


Multiplicando estas razones, lomando las formas de la izquierda, 
lenemos : 


Ay bz, 

Ax Ay ; 

o sen py -L, 
id z Agr 


Cuarto Paso. Cuando Az=(0, entonces, en general, también 
Ay=>0. Pasando al límite, 


(C) To según (3), Art. 16 
> 
(D) f(x) = TN 


La derivada de la función inversa es igual al recóproco de la derivada 
de la función directa. 
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40. Funciones implicitas. Cuando se da una relación entre z y y 
por medio de una ecuación no resuelta para y, entonces y se llama 
función implícita de x. Por ejemplo, la ecuación 


(1) 4—4y=0 


define y como función implícita de w. Es claro que por medio de esla 
ecuación z se define igualmente como función implícita de y. 

A veces es posible resolver la ecuación que define una función implí- 
cita con respecto a una de las variables, obteniendo así una función 
explícita. Así, por ejemplo , la ecuación (1) puede resolverse con res- 
pecto a y, obteniéndose 


1 
y a, 


donde aparece y como función explícita de x. En un caso dado, 
sin embargo, puede ocurrir que semejante resolución sea imposible , o 
demasiado complicada para una aplicación cómoda. 


41. Derivación de funciones implicitas. Cuando y se define como 
función implícita de x, puede no ser conveniente (como hemos dicho 
en el artículo anterior) el resolver la ecuación para obtener y como 
función explícita de x=, o z como función explícita de y. 

Entonces para calcular la derivada seguimos la siguiente regla : 


Derivar la ecuación, término a término, considerando y como función 
de x, y de la ecuación resultante despejar E, 

La justificación de este método se dará en el Artículo 231. En la 
derivada pueden sustituirse solamente los valores correspondientes 
de x y y que satisfacen a la ecuación dada, 

A dy . 

Apliquemos esta regla en hallar de *» la función 

ar +2 04y — yx = 10. 
'Tendremos : 


A A A AA 
de (as) E (2 aty) de Y 2) = 77 (10); 


pb a Y y a a Y jo Y : 
6 az +27 +6vy 7) 11 O; 


(2 4 —7 24) Y = y 600 —6 Ty; 
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, dy 
y despejando de? resulta : 


dy _ y —6a% —62%y 
O E E 


El estudiante debe notar que, en general, el resultado contendrá 
tanto « T como a y. 


PROBLEMAS 
Hallar z para cada una de las funciones siguientes: 
x 


l. y=u5 u=1+2Vx. Sol. dy Ou 


dx Vx 
57 dy 1 
2. y=VWlu-=u, u=xi—x. 2 ( 20) 0er. 
de Vu 
3 A dy _ 4 ab he 
y a+u' br+x' dx  (la+u)? (b+ x)? 
_——= ——= dl x(2 u?— a?) 
4. y= aVii—ut, u=Yv lx, amd He AAA 
IX Y a? — 42) (1 — x?) 
EN d 1 
S. Wine 15 5y4+3 y. Ci A 
j UEr Wa dx 1+y*+ y! 
MO 7 E dy _Sy% 
6. x=Vy+V y. e PE 
Y. y=l2 px. 13. 14+3xy+y =e%. 
8. x2+y=er?. 1d. x+2WVay+ry=«. 
9. b2x2 +4 ay? = ub?. 15. x24+uvV xy+ y? = b?. 
10. ViFVy=vV au. 16. x1+4x%y+y*=20. 
11. ye +y? Po. EA 17. ax —-3b?txy+cy?=1. 


3 3=0. 18. Y X =06. 
18 % 3axy+y 0 NENE 


Hallar la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto dado. 

19. x2+xy+2y?=28; (2, 3). Sol. —Y. 
20. x3-3xy+y3=1l; (Q, —I). 4. 
21. V2ix+vV3y=5: (2, 3). 

22. x—2W xy -y!=52; (8, 2). 

23. x3—axy+3 ay =3 a%; (a, a). 

24. x2=xVWVxy—2y2=06; (4 1). 


REGLAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 51 


2 


25. Demostrar que las parabolas y 
tan en ángulo recto. 


=1 px+p? y y?= p?-—2 px se cor- 


26. Demostrar que las circunferencias x? + y?-—ll1x-—6y4+25=0 y 
x+y+2x+uya=l10 son tangentes en el punto (2, 1). 


27. ¿Bajo qué angulo corta la recta y =2 x ala curva x0—xy-p2 y? = 28? 


28. Si Fíx) y (y) son funciones inversas, demostrar que la gráfica de 
$(x) puede dibujarse construyendo la gráfica de —/(x) y haciendo girar ésta 
a la izquierda 90” alrededor del origen. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. El vértice de la parábola y? = 2 px esel centro de una elipse. El foco 
de la parábola es un extremo de uno de los ejes principales de la elipse, y la 
parábola y la elipse se cortan en ángulo recto, Hallar la ecuación de la elipse. 


Sol. 4 x24+2 y? = p?. 


2. Se traza un circulo de centro (2 «a. 0) con un radio tal que el circulo 
corta en ángulo recto a la elipse b2x? + a?y? = a?b*, Hallar el radio. 


3 
Sul. r==130+06?), 
4 
3. Se une un punto cualquiera P de una elipse con los focos. Demostrar 
que estás rectas forman con Ja normal a la curva en P ángulos agudos iguales. 
4. Demostrar que la recta Bx + Ay = AB es tangente a la elipse 


ht? d a*y? = a?tb?, 


únicamente si se verifica que Bu? 4 A?h?= A?2p?. 


5, Hallar la ecuación de la tangente a la curva xy =un+n en un punto 
cualquiera. Demostrar que la parte de tangente comprendida entre los ejes queda 


dividida en la razón L por el punto de contacto. 
n 
Sol. myilx — x1) + nxi(y —y1) = 0. 


6. Sik esla pendien-e de una tangente a la hipérbola b?x? — a?y? = u*b?, 
demostrar que su ecuación es y = kx => V ak? —b2, y queel lugar geométrico 
de los puntos de intersección de las tangentes perpendiculares está dado por la 
ecuación x? + y? = a? — b?. 


CAPITULO Y 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 


42. Dirección de una curva. Se ha demostrado en el Artículo 28 
que si 
y =/f(x) 


es la ecuación de una curva (fig. 8), entonces 


d, 
_ = pendiente de la tangente a la curva en P (x, y). 


Fig, 9 


La dirección de una curva en cualquier punto se define como la 
dirección de la tangente a la curva en este punto. Sea 7 = inclinación 
de la tangente. Entonces la pendiente = tg 7, y 


dy 


q tg 7 = pendiente de la curva en cualquier punto P (x, y). 


En los puntos como D, F, H, donde la dirección de la curva es 
paralela al eje de las x y la langente es horizontal, se tiene 
dy 


7=(); luego qn =0- 
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En los puntos como A, B, G, donde la dirección de la curva es 
perpendicular al eje de las x y la tangente es vertical , se tiene 


7=90”; luego Y se hace infinita. 


EJEMPLO 1. Dada la curva y =>—x2+2 (fig, 9), hallar: 
a) Lainclinación 7 cuando xy = 
b) Elángulo 7 cuando x= 3. 
c) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a OX. 
4) T,os puntos donde 7 = 45”, 


ce) Los puntos donde la dirección de la curva és paralela a la recta 


2x-—3y=060 (recta AB). 
Solución. Derivando, da =x21—2x=(g7. 
x 


a) Cuando x=1l, tg7=]-—2=-—l; luego 7 = 135%. 


b) Cuando x=3, tg7r=9—6=3; Juego 7 =71* 34". 
c) Cuando 7=(), tg7 =0; luego 12?-2x=0. Resolviendo esta 
ecuación, obtenemos x =0U ó 2. Sustituyendo estos valores en la ecuación 


de la curva, hallamos y =2 cuando x=0, y = 5 cuando x= 2, Por tanto, 


d 2 ñ . 
las tangentes en C(0, 2) y p(2. 5) son paralelas al eje OX, 


d) Cuando 7=45%, 1g 7 =1|. Juego x?-2x=1. Resolviendo esta 


ecuación, obtenemos x= 1=V1=2,41 y —0,4l, que corresponden a los dos 
puntos donde la pendiente de la curva (o de la tangente) es la unidad. 


e) Pendiente de la recta dada =5 luego x*-—2x-= + Resolviendo, 


obtenemos x =l 23 = 2,29 y —0,29, que son las abscisas de los puntos F y E 
donde la dirección de la curva dada (o de la tangente) es paralela a la recta AB. 


Puesto que una curva tiene en cualquier punto la misma dirección 
que su tangente en este punto, el ángulo de dos curvas en un punto 
común será el ángulo formado por las tangentes en dicho punto. 


EJEMPLO 2. Hallar el ángulo de intersección de las circunferencias 


(A) Aai+ytix=l, 
(B) 14 y?-2 y =09. 


Solución. Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones hallamos 
que los puntos de intersección son (3, 2) y (1, —2). 


Sea mi = pendiente de la tangente al circulo A en (x, y), 


y ma = pendiente de la tangente al circulo B en (x, y), 
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Entonces de (A) resulta m= ay a =S, según el Artículo 41 
Xx y 
y de (B) ma = AS Según el Artículo 41 
dx l— y 
Sustituyendo x=3, y=1, tenemos; 
mi = —l¿= pendiente de la tangente a (A) en (3, 2). 
ma = — 3 = pendiente de la tangente a (B) en (3, 2). 


La fórmula para hallar el ángulo 4 entre dos rectas cuyas pendientes son m:; y ma 
es, según (2) del Articulo 3, 


tg fa 20 TEE, 
l|+ mima 
, =Y E 
Sustituyendo, tg f = Hs A E EN 
I+4% 
Este es tambien el anguio de las dos circunferencias en el punto (1. —2). 


Fig. 10 Fig. 11 


43. Ecuaciones de la tangente y la normal; longitudes de la sub- 
tangente y la subnormal. La ecuación de la recta que pasa por el 
punto (+, y) y tiene de pendiente »m es, según (3) del Artículo 3, 


Yy=—Yy =m[(x—21). 


Si esta recta es tangente a la curva AB (fig. 11) en el punto 
Pi(x1 y1), entonces m es igual a la pendiente de la curva en (21, yr). 
Si representamos este valor de m porm: , la ecuación de la tangente TP, 
siendo Pi(x1, 71) el punto de contacto, será 


(1) Y—Y = mi(x = x,). 


Siendo la normal perpendicular a la tangente, su pendiente es, 
según (2) del Artículo 3, el valor negativamente recíproco de mi. Y 
puesto que también pasa por el punto de contacto Pi(x1, ys), tene- 
mos, como ecuación de la normal PiN : 


(2) Yy—Y= —H(x 10). 
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La porción de tangente comprendida entre el punto de contacto 
y OX (fig. 11) se llama longitud de la tangente (= TP¡), y su pro 
yección sobre el eje de las z se llama longitud de la sublangente 
(= TM). Asimismo tenemos la longitud de la normal (= PiN) y la 
longitud de la subnormal (= MN). 


En el triángulo TP1M, tg = =m = PE - luego : 
TM 
(3) TM * = LEE longitud de la subtangente. 
mai mi 


En el triángulo MPN , 'a T=m = q ; luego: 
(4) MN *=mMP, = my = longitud de la subnormal. 


La lougilud de la tangente (TP) y la longitud de la normal (P1N) 
pueden calcularse observando en la figura 11 que una y otra son hipo- 
tenusas de triángulos rectángulos cuyos catelos son conocidos. 

Cuando se ha determinado la longitud de la subtangente o de la 
subnormal en un punto de una curva, la tangente y la normal se 
construyen fácilmente - 


PROBLEMAS 


1. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de la 
subrtangente, subnormal, tangente y normal en el punio (a. a) de la cisoide 


ge 5 (fig: 12). 
. 


Si z 
Solución. dy Fama? 
dx y(2a=x)* 
Sustituyendo x=0. y =4. tenemos 
A 
mi = A == pendiente de la 
at2u— a)? tangente. 


Sustituyendoen (1). se obtiene 


y=2x-—u, ecuación de la tangente. 


Sustituyendo en (2), se obtiene 


ly+x=3a, ecuación de la normal. Fig. 12 


Sustituyendo en (3), resulta TM = 5 = longitud de la subtangente. 


Sustituyendo en (4). resulta MN =2 4 = longitud de la subnormal. 


* Si la subtangente se extiende a la derecha de T, la consideramos como 


positiva: si a la izquierda, negativa. Si la subnormal se extiende a la derecha 
de M, la consideramos como positiva: sia la izquierda, negativa. 
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Asimismo, PT =wVW (TM)! + (MP)? = [to =2 Y 3 = longitud de 

4 2 la tangente 

y PN = VW (MN)?2+ (MP)? =V 4a7+ a? =avV 5 = longitud 
de la normal 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las curvas siguientes en 
el punto dado, 


2, y=x*—3x; (2,2). Sol. 9x —y—16=0, x +9y-—20 =0. 
3. y= (2, 5). 7x=y—=9=0, x+7y-37 =0. 
a 


4. 2x1 xy+ y? =!l6: (3, 2. 
5. Y +2y-4x+4=0; (l. —2). 


6. Obtener las ecuaciones de la tangente y de la normal en (xj. y1) a la 
elipse hb?x* 4 a? y? = a?b?. 


Sol. bixix+u?yu =ab? ayix— bixiy = xiyi (ua? — b?), 


7. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal. y las longitudes 
de la subtangente y la subnormal, en el punto (x1, y1) de la circunferencia 
x? + yl = 02. 


Sol. ux+yy=r5. xy—yx=0 —Y., —x. 
Xx1 


8. Demostrar que la subrangente de lá parábola y? = 2 px es bisecada por 
el vértice, y que la subnormal es constante e iguala p. 


Obtener las ecuaciones de la tangente y la normal, y las longitudes de la sub- 
tangente y la subnormal de cada una de las siguientes curvas en los puntos indi- 
cados. 


9. ay=x?; (a, a). Sol. Lx—y=4a x+2y=340, 


10. x?-4y2=9: (5, 2). 5x—-8y=9 8x+3y=%0, 16, >. 
11. 912 +4y?=72; (2, 3). 
12. xy+y?+2=0; (3, —2). 


13, Calcular el área del triángulo que forman el eje de las x, y la tangente 
y la normal a la curva y =6 x — x? en el punto (5. 5). Sol. 2%. 


14. Hallar el área del triángulo que forman el eje de las y, y la tangente y 
la normal a la curva y? = 9 — x en el punto (5, 2). 


Hallar los ángulos de intersección de cada uno de los siguientes pares de curvas. 


15. y =x+1l, x24+ y =13. Sol. 109% 39”. 


16, y=6-=x?% 7 x2+4 y? = 32. 
Sol. En (+2, 2), 554; en (=1, 5), 858, 


17, y=x?. y9-3y=2z. 
18. xx 44 y? =6l, 2 x? — y? =4). 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 57 


Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales de 
cada una de las siguientes curvas. 


19. y=3x-—2x2 Sol. Horizontal. (5%. 25%), 
20. 3y-6y=x=0. Vertical, (—3, 1). 
21. 12+6 xy +25 y? = 16, Horizontal, (3, —1), (3,4). 


Vertical, (5, —34), (—5, 3). 
22. x?—8 xy +25 y? = 81. 


23. x?*—24 xy + 169 y? = 25. 
24. 1609 x2 +10 xy + y? = 144. 


25. Demostrar que la hipérbola x?-— y?= 3 y la elipse 4 x? + 9y? = 72 
se cortan en angulos rectos. 


26. Demostrar que el circulo x2+y*= 8 aux y la cisoide (2 ua —ax)y? = y* 


a) son perpendiculares en el origen; 


b) se cortan en ángulo de 457 en otros dos puntos. (Véase la figura en el 
Capitulo XXVI.) 


27. Demostrar que las tangentes a la hoja de Descartes x% + y? = 3 axy en 
los puntos de intersección con la parábola y? = ux son paralelas al eje de las y. 
(Véase la figura en el Capitulo XXVI.) 


28. Hallar la ecuación de la normal a la parábola y =5% x + x? que forma 
un ángulo de 45% con el eje de las xy. 


29. Hallar las ecuaciones de las tangentes al circulo x? + y? = 58 que son 
paralelas a la recra 3 x —=7 y = 19. 


30. Hallar las ecuaciones de las normales a la hípérbola 4 x? — y? = 36, 
paralelas a la recta 2 x +5 y = 4. 


31. Hallar las ecuaciones de las dos tangentes a la elipse 4 x? + y? =72 que 
pasan por el punto (4, 4). Sol. 2x+y=MR, 14x+y=60. 


32. Demostrar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersección 
con los ejes coordenados de la tangente en un punto cualquiera a la parábola 
xA+y%4=u% es constante e igual a a, (Véase la figura en el Capitulo XXVI.) 


33. Demostrar que en la hipocicloide x% +4 y% = a la porción de la tan- 
gente en un punto cualquiera limitada por los ejes coordenados, es constante e 
iguala a. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 


34. La ecuación de la trayectoría de una pelota es y =x — siendo la 


x? 
100 * 
unidad de distancia un metro, el eje de las x horizontal y el origen el punto 
desde el cual se lanza la pelota. a) ¿Con qué ángulo se lanza la pelota? 
b) ¿Con qué ángulo dará la pelota contra una pared vertical, situada a 75 m del 
punto de partida? c<) Si la pelota caeen una azotea horizontal de ló m de alto, 
¿con que angulo dará en la azotea? d) Si la pelota se ha lanzado desde la 
azotea de un edificio de 24 m de alto, con qué ángulo dará en el suelo? e) Si 
se ha lanzado desde la cumbre de una cuesta, inclinada hacia abajo en ángulo 
de 45”, ¿con qué ángulo dará en el suelo? 
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35. El cable de un puente colgante (fig. 13) tiene la forma de una parábola 
y está amarrado a dos columnas que distan 60 m la una de la otra. El punto más 
bajo del cable es 12 m debajo de los puntos 
de suspensión. Hallar el ángulo entre el 
cable y las columnas. 


+ 
E 
po 

*————- 60 ————.) 


Fig. 13 


44. Valores máximo y minimo de 
una función; introducción. Entre los Fig. 14 
valores de una función puede haber 
uno que sea más grande (máximo) o más pequeño (mínimo) que los 
demás. * En muchísimos problemas prácticos importa saber a qué valor 
de la variable corresponde tal valor de la función . 

Supongamos , por ejemplo , que se desea hallar las dimensiones del 
rectángulo de área máxima que puede inscribirse en un círculo de 
5 em de radio. Consideremos el círculo de la figura 14. Inscribamos 
un rectángulo cualquiera, como BCDE. 

Sea CD= x; entonces DE = Y 100 —a2?, y evidentemente, el 
área del rectángulo es 


(1) A =xwvV 100 — 2?. 


Debe existir un rectángulo de área máxima ; en efecto, si la base 
CD (= 2) se aumenta hasta 10 em (el diámetro), entonces la altu— 


ra DE = V 100 — 2% disminuirá hasta cero, y el área llegará a ser 
cero. Si ahora se disminuye la base hasta cero, entonces la altura 
aumentará hasta 10 cm y otra vez el árca llegará a ser cero. Luego 
es evidente, por intuición, que existe un rectángulo que es el mayor 
de todos. Estudiando la figura con atención podríamos sospechar que 
cuando el rectángulo se convierte en un cuadrado es cuando tiene 
mayor área , pero esto sería una simple conjetura. Evidentemente es 
mejor construir la gráfica de la función (1) y observar cómo se com- 
porta. Para ayudarnos a trazar la gráfica observemos : 


a) que por la naturaleza del problema es evidente que Y y A deben 
ser positivos, y 
b) que los valores de x varían de cero a 10. 


* Más adelante, en el Artículo 48, estudiaremos una ampliación del concepto 


de máximos y mínimos, de los cuales una función puede presentar varios de ellos. 
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Construyamos ahora una tabla de valores y tracemos la gráfica, 
tal como se indica en la figura 15. 


Xx A de 

a AA 15 
0 Ú 
9,0 Y do 
2 19,6 EN | 
y 28.6 | 10 
4 6.6 25 3 
$ 43.0 20 
b 48,0 | | 
| 49.7 | | 
6 48.0 ! NN 
y 39,6 | me 
10 0.0 | 2 205 er. 


+ 
pa 


¿Qué nos enseña la gráfica? 


a) Si se ha trazado con todo cuidado, podemos hallar con bas- 
tante exactitud el área del rectángulo que corresponde a todo valor 
de zx midiendo la longitud de la ordenada correspondiente. Ási, 


cuando rz=0M=3 em, 
A=MP=286em", 
y cuando z= ON =4,5 em, 


A = NQ = 398 en? uproximadamente (hallado por 
medición), 


b) Hay una tangente horizontal (RS). La ordenada TH de su 
punto de contacto es mayor que toda otra ordenada. Por esto obser 
vamos: Uno de los rectángulos inscritos tiene, evidentemenie, una área 
mayor que cualquiera de los otros, En otros términos , podemos deducir 
de esto que la función definida por (1) tiene un valor máximo. No 
podemos por medición hallar con exactitud este valor (= HT), ni el 
valor de x correspondiente (= 0/7), pero mediante el Cálculo dife- 
rencial es facilísimo hacerlo. En efecto, hemos observado que en T la 
tangente era horizontal ; luego la pendiente será cero en este punto 
(Art. 42). Por tanto, para hallar la abscisa de T, hallaremos a partir 
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de (1) la derivada de A con respecto a x, la igualaremos a cero y 
resolveremos la ecuación en x así obtenida. Tendremos : 


(1) A=2vV 100—2*, 
dA _100—2%% 100-242 _ 


de yV100—24” V100—a? 
Resolviendo la ecuación se obtiene 
a=5V2. 
Sustituyendo , obtenemos DE =vV 100—2=5vV 2. 


Luego el rectángulo de área máxima inscrito en el círculo de radio 
5 em, es un cuadrado de área 


A=CDxDE=5V2x5vV 2=50cm?. 


Por tanto, la longitud de HT es 50. 

Tomemos otro ejemplo. Se ha de construir una caja de madera de 
base cuadrada de 108 dm* de capacidad. La parte de arriba debe ser 
abierta. ¿Qué dimensiones debe tener la 
caja para que la cantidad de material em- 
pleada en su construcción sea mínima?, 
es decir, ¿qué dimensiones exigirán el me- 
nor costo? 


Sean zx = longitud del lado de la base 
en decímetros, 


y y = altura de la caja. 


Fig. 16 


Vemos que hay dos variables, pero 
puede hallarse y en función de x, puesto que el volumen de la caja es 
dado. Así, 


Volumen = 2*y = 108; FA y=%. 
Ahora podemos expresar en función de x el número (= M) de 
decímetros cuadrados de madera que entran en la construcción de la 
caja como sigue: El área de la base = 1? dm? ; el área de las cuatro 


caras laterales = 4 xy = +2 dm?. Luego: 


(2) Mor, 
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es la fórmula que da el número de decímetros cuadrados que se nece— 
sitan para construir una caja cualquiera semejante a la deseada y con 
capacidad de 108 dm?. Trácese una gráfica de (2), como se indica en 
la figura 17. 


433 
220 
153 
124 
111 
108 
111 
118 
129 
143 


CN 


Nord a AA 


A AS A 


de dei le 
A AAA 


ES 


¿Qué nos enseña la gráfica? 


a) Si se ha trazado esmeradamente, podemos medir la ordenada 
que corresponde a cualquier longitud (=xw) del lado de la base 
cuadrada y así determinar el número necesario de decímetros cua— 
drados de madera . 

b) Hay una tangente horizontal (RS). La ordenada de su punto 
de contacto T es menor que toda otra ordenada. Poresto observamos : 
Una de las cajas necesita evidentemente menos madera que cualquiera de 
las otras. En otros términos, podemos inferir que la función definida 
por (2) tiene un valor mínimo. Hallemos este punto de la gráfica con 
exactitud, empleando el Cálculo diferencial. Derivando (2) para 
obtener la pendiente en un punto cualquiera , tenemos 


dM _ 


432 
de 21 a 


En el punto más bajo, T', la pendiente será cero. Luego 
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Resolviendo esta ecuación se obtiene que para x= 6 se necesitará la 
menor cantidad de madera . 
Sustituyendo en (2), vemos que esta cantidad es 


M = 108 dm? = 1,08 m?, 


La existencia de un valor de M menor que todos los demás, se 
deduce también del siguiente razonamiento. Hagamos variar la base 
desde un cuadrado muy pequeño a uno muy grande. Es fácil ver que 
al dividir por 10 el lado de la base hay que multiplicar por 100 la altura 
de la caja para obtener el mismo volumen, y, por consiguiente, 
el área de las caras laterales se hará muy grande y se necesitará mucho 
material para la construcción. Recíprocamente, si se disminuye la 
altura, es decir, si se aumenta el lado de la base, el área llega a ser 
muy grande y el material empleado también muy grande, Luego, 
tanto si = es muy grande como si es muy pequeño , el valor de M será 
mucho mayor que para un valor mediano de z. De ahí se sigue que 
la gráfica debe tener un punto, el más bajo de todos, que corresponda 
a las dimensiones que necesitan la menor cantidad de madera y que, 
por esto, exigen el menor costo. 

Ahora pasemos a tratar detalladamente el tema de máximos y 
IMITIIMs. 


45. Funciones crecientes y decrecientes. + Una función y = f(x) 
se lama función creciente si y aumenta (algebraicamente) cuando x 
aumenta. Una función y = f(x) se llama función decreciente si y dis- 
minuye (algebraicamente) cuando x aumenta. 

La gráfica de una función indica 
claramente si es creciente o decreciente. 
Por ejemplo, consideremos la gráfica de 
la figura 18. 

Al variar un punto a lo largo de la 
curva de izquierda 4 derecha, la curva 
“sube”*; es decir, a medida que la x 
del punto aumenta, la función (= y) 

Fig. 18 aumenta. Pvidentemente, Ay y Az 
tienen un mismo signo. 

Por otra parte, en la gráfica de la figura 19, si el punto se mueve 
a lo largo dle la curva de izquierda a derecha, la curva “haja'”; es 


* Las demostraciones que se dan aqui se apoyan principalmente en intuición 


geométrica. El tema de máximos y minimos se tratara analiíticamente en el 
Artículo 125. 
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decir, a medida que la x del punto aumenta, la función (= y) dis- 
minuye siempre. Claramente, en este caso Ay y Ax tienen signos 
opuestos. 

El hecho de que una función puede ser unas veces creciente y otras 
decreciente, puede verse en la gráfica (fig. 20) de la curva 


(1) y=2%—9:2x2'+12x-—3. 


Si un punto se mueve a lo largo de la curva de izquierda a derecha , 


Fig. 19 Fig. 20 


la curva sube hasta llegar al punto A, baja desde A hasta B y sube 
a la derecha de B. Luego : 


a) desde x= — % hasta x = 1 la función es creciente; 
b) desde x= 1 hasta x= 2 la función es decreciente; 
e) desde x= 2 hasta x= + % la función es creciente. 


En cualquier punto (como C) donde la función es creciente, la 
tangente forma un ángulo agudo con el eje de las x. La pendiente es 
positiva. Por otra parte, en un punto (como D) donde la función 
es decreciente, la tangente forma un ángulo obtuso con el eje de las x, 
y la pendiente es negativa. De aquí resulta el siguiente criterio para 
averiguar el carácter creciente o decreciente en un punto : 


Una función es creciente cuando su derivada es posiliva; es decreciente 
cuando su derivada es negativa. 
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Por ejemplo, derivando (1), tenemos 
(2) Ufa) =6 77187412 =6(0—1) (22). 


Cuando <1,/'(2) es positiva, y f(1) es creciente. 
Cuando 1<1<2, f'(2) es negativa, y J(u) es decreciente 


Cuando z > 2, /'(x) es positiva, y f(x) es creciente. 


Estos resultados concuerdan con las conclusiones deducidas con 
ayuda de la gráfica (fig. 21). 


46. Máximos y mínimos de una función; definiciones. Un valor 
de una función es un máximo si es mayor que cualquiera de los valores 
que le anteceden o le siguen inmediatamente. Un valor de una función 
es un mínimo si es menor que uno cualquiera de los valores que le 
anteceden o le siguen inmediatamente. 

Por ejemplo, en la figura 21, es evidente que la función tiene un 
valor máximo MA (=y=2) cuando 2=1, y un valor mínimo 
NB (=y=1) cuando x= 2. 

El estudiante observará que un máximo, así definido, nov es, nece— 
sariamenle, el mayor valor posible de una función, ni un mínimo tiene 
que ser el menor de lodos, * En efecto, 
en la figura 21 se ve que la función (= y) 
tiene valores a la derecha de B que son 
mayores que el máximo MA, y valores 
a la izquierda de A que son menores que 
el mínimo NB. 

Si f(2) es una función creciente de z 
cuando zx es ligeramente menor que q, 
pero es una función decreciente de z 
cuando z es ligeramente mayor que q, 
es decir, si /'(x) cambia de signo pa- 
sando de + a — al aumentar z a través 
de a, entonces f(x) tiene un máximo 
cuando x= «a. Luego, si f'(x) es con— 
tinua , debe anularse cuando x= 4. 

Así, en el ejemplo anterior (fig. 21) en C, f'(2) es positiva; 
enA,/'(2) =0; en D, f' (2) es negativa. 


Fig. 21 


* NN, del T. Por esto algunos autores les llaman relativos a estos máxi- 
mos y mínimos. 
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Por otra parte, si f(x) es una función decreciente cuando zx es 
ligeramente menor que a, pero es una función creciente cuando z 
es ligeramente mayor que a; es decir, si f' (1) cambia de signo pasando 
de — a + al aumentar z a través de a, entonces f(x) tiene un 
mínimo cuando x=a. Luego, si f'(2) es continua debe anularse 
cuando x= 4. 

Así, en la figura 21, en D, /'(2) es negativa; en B, f'(a) =0; 
en E, f'(x) es positiva. 

Podemos formular, pues, las condiciones generales siguientes para 
máximos y mínimos de f(x): 


f(x) es un máximo si f'(x) = 0 y f'(x) cambia de signo pasando 
de — a ==» 


F(x) es un mínimo si f'(x) =0 y f'(x) cambia de signo pasando 
de — a+. 


Los valores de la variable independiente que satisfacen la ecuación 
f(x) = 0 se llaman valores críticos; así, según (2) del Artículo 45, 
a=1 y =2 son los valores eríticos de la variable para la función 
cuya gráfica es la figura 21. Los valores críticos determinan puntos de 
cumbio donde la tangente es paralela a OX. 

Para determinar el signo de la primera derivada * en puntos vecinos 
a un punto de cambio, basta sustituir en ella en primer lugar un valor 
de la variable ligeramente menor que el valor crítico correspondiente , 
y después un valor ligeramente mayor. 

Si el primer signo es + y el segundo — , entonces la función tiene 
un máximo para el valor erítico que se considera. Si el primer signo es 
— y el segundo +, entonces la función tiene un mínimo. Si el signo 
es el mismo en ambos casos, entonces la función no tiene ni máximo 
ni mínimo para el valor crítico que se considera, 

Consideremos, por ejemplo, la función (1) del Artículo 45. 


(1) y=f(2)=2 4 —92324+12 7-3. 
Según vimos, 
(2) f' (1) = 6(x—1) (2-2). 


Resolviendo la ecuación f'(x) = 0, hallamos los valores críticos 
=1,=2. Consideremos primero el valor = 1. Sustituiremos 
en el segundo miembro de (2) valores de x cercanos a este valor 


Pe 


Por lo que veremos en el capitulo siguiente, a la derivada FM (x) de ura 
función [(x) se le llama también primera derivada. 
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erítico y observaremos los signos de los factores. (Compárese con lo 
visto en el Artículo 45.) 


Cuando < 1, f'(2)= —) (-)=+. 
Cuando 2>1, f'(2) = (+) P)=-—. 


Luego f (2) tiene un máximo cuando == 1. Por la 
tabla adjunta vemos que este valor es y = f(1) = 2. 

Veamos ahora lo que ocurre para x= = 2. Procede— 
remos como antes, tomando en este caso valores de x próximos al 
valor crítico 2, 


Cuando 2<2, f' (2) 
Cuando 2>2, f'(2) 


A: 
(+4 (+) =+. 


Luego f(x) tiene un mínimo cuando x= 2. Según la tabla anterior, 
este valor es y = f(2) = 1. 

Estos resultados se resumen en la siguiente regla, que sirve de guín 
en las aplicaciones . 


47. Primer método para calcular los máximos y mínimos de una 
función. Regla guía en las aplicaciones. 


Primer paso. Se halla la primera derivada de la función. 

SEGUNDO PASO. Se ¿guala la primera derivada a cero, y se hallan 
las raíces reales de la ecuación resultante. Estas raíces son los valores 
críticos de la variable, 

TERCER PASO. Se consideran los valores críticos uno por uno, y se 
calculan los signos de la primera derivada, en primer lugar para un valor 
un poco menor * que el valor crílico y después para un valor un poco 
mayor que él. Si el signo de la derivada es primeramente + y des- 
pués —, la función tiene un máximo para este valor crítico de la variable; 
en el caso contrario, tiene un mínimo. Si el signo no cambia, la función 
no tiene ni máximo ni minimo para el valor crítico considerado . 

En el tercer paso, a menudo conviene descomponer f'(x) en facto— 
res, como se hizo en el Artículo 46. 


EJEMPLO l. En el primer problema que se resolvió en el Artículo 44 
vimos, por medio de la gráfica de la función 


A=xvW 100=x?, 


En este caso, cuando decimos ''un poco menor'' queremos indicar cual- 
quier valor entre la raíz (valor crítico) que se considera y la raiz inferior a ella 
más próxima; y ''un poco mayor'' significa rualquier valor entre la raíz que 
se considera y la próxima mayor. 


e s 
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que el rectángulo de área máxima inscrito en un círculo de 5 cm de radio tiene 
una área = 50 cm?. Ahora podemos obtener el mismo resultado analiticamente, 
aplicando la regla que acabamos de dar. 


Solución. f(x) = x VW 100— x?2. 
100 — 2 xy? 
Pri e Ú ue- 
rimer paso PF (x) VTA 


Segundo paso. Resolviendo la ecuación f'(x)= 0, tenemos: 
x=3vV2=7,07, 


que es el valor crítico. Se toma solamente el signo positivo del radical, pues- 
to que el signo negativo carece de sentido por la naturaleza del problema. 


Tercer paso. Cuando x < 5v4/ 7, entonces 2 x2<100, y f'(x) es +. 

Cuando x>5vV2, entonces 2 x2>100, y f'(x) es —. 

Puesto que el signo de la derivada cambia de + a —, la función tiene un 
valor máximo f (5 VZ2) =5V1.541=50. 


EJEMPLO 2. Calcular los máximos y mínimos de la función 


(x— 1)? (x + 1)%, 


Fig. 22 


Solución. fix) = (x —1)? (x+1)% 


Primer paso. f(x)» =71(x—1) (lx+1)3+3(x—1)? (x + 1)? 
= (x—1) (x+1)1 (5x — 1). 


Segundo puso. (x —1) (x +1)? (5 x —1) =0. 
Luego x=1, —1, %í. son los valores criticos. 


Sr — 1). (x 419% (- — 34): 


Tercer paso. f'(x) 


Examinemos primero el valor crítico x =1] (C en la figura 22). 
Cuando x< 1, f'(x) = 5(—) (+)? (+) 
Cuando x>1, F(x) =3(+) (+)? (+) = 
Luego, cuando x =1 la función tiene un valor minimo 
F(1)=0 (= la ordenada de C). 


e 
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: 5 «li ] se 
Examinemos ahora el valor critico x = 5 (B en la figura), 


Cuando x < Y, Fix) =5(-) (+)? (-) =+. 
Cuando x > Y, Fix) =%1-) (+)? (+) ==. 


05 : “Ey | 
Luego, cuando x = la función tiene un valor máximo 5 =1,)1 


e 
5 


(= la ordenada de B), 
Examinemos, por último, el valor crítico x = —1 (A en la figura). 
Cuando x<—1, f'(x) =5(-) (-)? (-) =+. 


Cuando xX >—1, f'(x) = 5(—) (+)? (-) = +- 


Luego, cuando x =—1 la función no tiene ni máximo ni minimo. 


48. Máximos o mínimos cuando /'(x) se vuelve infinita y f(x) 
es continua. Consideremos la gráfica de la figura 23. En BoG, f(x) 


Fig. 23 


es continua y tiene un valor máximo, pero f'(x) se vuelve infinita, 
puesto que la tangente en BB es paralela al eje de las y. En E, f(x) 
tiene un valor mínimo y otra vez f'(x%) se vuelve infinita. Por tanto, 
en nuestra discusión de todos los valores máximos y mínimos posibles 
de /(x), debemos incluir también como valores críticos los valores de x 
para los que f'(x) se vuelve infinita, o lo que es lo mismo, los valo— 
res de x que satisfacen la ecuación 


(1) E 
S'(z) 
Por consiguiente , el segundo paso de la regla dada en el Artículo 47 
deberá modificarse teniendo en cuenta lo (que representa la ecua- 
ción (1). Los otros pasos no se alteran . 
En la figura 23 obsérvese que f'(x) se vuelve también infinita 
en Á, pero la función no tiene en Á ni un máximo ni un mínimo. 


= 00. 


EJEMPLO. Determinar los máximos y minimos de la función 


a — blx — e) %. 
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Solución. Fix) =a —=bix—c)%. $ » 
AN 2h 
Ax) m3 nm 
ls 
1'(x) 2b 


Puesto que x =c es un valor crítico para el AZ 
Fig. 24 


1 
Fx) 
f(x) no es infinita, veamos si cuando x =c la función tiene un máximo O 
un minimo. 


que =(, (y F'(x) = 00), pero para el que 


Cuando x<c, f'(x) =+. 
Cuando x>«. f(x) =-. 


Luego, cuando x =c« = OM, (fig. 24) la función tiene el valor máximo 


(1) =a = MP, 


PROBLEMAS 


Calcular los máximos y minimos de cada una de las funciones siguientes: 


1. x*-6x?*+9 y. Sol, Mix. = 4 para x = 1. 
Min. = 0 para x = 3. 
2. 1I4+12x-3x2-2 x. Máx. = 17 para x =]. 
Min. = — 10 para x = — 2. 
3. 243x412 x-4, No tiene ní máximos ni minimos 
4. x1+2x?2-—15 x — 2. 
5. 2x2? —ut, Min. =0 para x =0). 
Máx. =1l parax==|l 
B. i—¿dx. Min.= 13 parax=1, 
Te xxl. 
8. 3 x*—-4 x?*-12 x?. Min. =—353 para x =— 1. 


Mix. =0 para x =0. 
Min. = — 32 para x = 2. 


9. x5=3 x4, Max. =0 para x =0. 
Min. = — 2560 para x = 4. 
10. 3 175 — 20 20. 


11. +4, Min. =3 a% para x =d. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18, 
19, 
20. 
21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Q+x)2 (1 =x)?. 
AE 1=0% 
b+c(x -aJ%. 
a—blx 00%. 
Q+x)A4 (1 -x)%. 


xla + x)? (a — x) 8. 


Qx—a)% (x—a)%. 


x+2 
xX+2x+4 


x2+x+4 
x+l 


Aa+x+4 

2+2x+44 

(x— 4 (b—x) 
x> . 


2 2 
e E, 
x a—=x 


Sol. 


Min. =2 a? para x= =a0. 


Min. =— % para x= —a. 
Máx. = lá para x =a. 


Min. = b para x=. 
No tiene ni máximo ni minimo. 


Min. =0 para x =1. 
Máx. =W4=1,6 parax=-—1l. 


Máx. =0 para x = — a. 
Min. = — 27%4a% parax= —Y a. 
Máx. = 9%29 a? parax = ha. 


la fun- 
máximo ni 


Para el valor crítico x = a, 
ción no tiene ni 
mínimo. 

Máx. =YV a para x=% a. 

Mín. =0 para x =a. 

Para el valor crítico x = 4 a, la 


función no tiene ni máximo ni 
mínimo. 


Máx. = Y para x =0. 


Mín. =— Y para x= — 4. 

Máx. =-—5 para x =-— 3. 

Min. =3 para x= 1. 

Máx. = % para x= —2. 

Mín. = % para x =2. 

Máx. = LR para xr 

Mí E Ca 20 E ara = a ¿ 
ín _ para x +5 

Máx. = lab)? para x= EN 

a u—b 
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30. Lao? Sol. Min: =*“%202 parar =2, 
a=2x + 

s Axl 

“y x*=x+l 


49. Problemas sobre máximos y minimos. Ln muchos problemas 
debemos primeramente hallar, a partir de los datos, la expresión mate— 
mática de la función cuyos valores máximos o mínimos se desean , tal 
como hemos hecho en los dos ejemplos resueltos en el Artículo 44. 
Esto es a veces bastante difícil. Ninguna regla es aplicable en todos 
los casos, pero en muchos problemas podemos guiarnos por las si- 
guientes 


Instrucciones generales. 


u) Determinar la función cuyo máximo o minimo se desea obtener. 

b) Sí la expresión resultante contiene más de una variable, las 
condiciones del problema proporcionarán suficientes relaciones entre las 
variables para que la función pueda expresarse en términos de una sola 
variable. 

e) Ala función resultante se le aplica la regla que se dió en el Ar- 
lículo 47 para el cálculo de máximos y minimos. 

d) En los problemos prácticos, muchas veces se ve con facilidad cuál 
de los valores críticos dará un máximo y cuál un mínimo; en consecuencia, 
no siempre es necesario aplicar el tercer paso. 

e) Conviene construir la gráfica de la función para comprobar el 
resultado obtenido. 


El cálculo de máximos y mínimos puede a menudo simplificarse con 
la ayuda de los siguientes principios, que se deducen inmediatamente 
de lo anteriormente expuesto . 


a) Los máximos y mínimos de una función contínua se presentan 
alternativamente. 

b) Cuando e es una constante positiva, ef(x) es un máximo o un 
mánimo para los valores de x que hacen a f(x) máxima vu mínima, y no 
para otros. 


Por tanto, al determinar los valores críticos de x y al aplicar la 
regla para ver si se trata de máximos o mínimos, pueden omitirse los 
factores constantes. 


Cuando e es negativa, cf(x) es un máximo cuando f(x) es mínima, 
y recíprocamente. 
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ec) Si e es constante, 1(x) y c+ f(x) tienen valores máximos y 
mínimos para los mismos valores de x. 


Por tanto, ul hallar valores críticos de x< y al aplicar la regla 
pueden omitirse los términos constantes . 


PROBLEMAS 


1. De una pieza cuadrada de hojalata de lado « ((ig, 25), se desea construir 
una caja, abierta por arriba, del mayor volumen posible. cortando de las esqui- 
nas cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para formar las caras 
laterales. ¿Cuál debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados? 


Solución. Sea x= lado del cuadrado pequeño = prolundidad de la caja- 
entonces, A 
u—2 x= lado del cuadrado que lorma el fondo de la caja, 


y V= (a—2 x)?%x esel volumen de la caja. 


Queremos calcular el valor de x para el cual esta función V es un máximo. 
Aplicando la regla (Art. 47), tendremos; 


, / 
Primer paso. dv - (la=2 x)? -4 xlu—2x) =4 -—Sux+i sx? 
dx 
Segundo paso. Resolviendo la ecuación a? — Bux +12 x?=0, se obtie- 
nen los valores criticos x = 7 y + 


Se ve, por la figura 25, que x = $7 da un minimo. puesto que en ese caso 


toda la hojalata se quitaria y no quedaría material para construir la caja. 


Aplicando la regla, se balla que x . da el volumen máximo la Luego 


el lado del cuadrado que se ha de cortar es un sexto del lado del cuadrado dado. 
En este problema y los siguientes, se recomienda al estudiante el trazado de la 


gráfica, 
Y 
E 


Fig. 25 Fig. 26 


2. Suponiendo que la resistencia de una viga de sección transversal rectan- 
gular es directamente proporcional a la anchura y al cuadrado de la profundidad. 
¿cuáles son las dimensiones de la viga de mayor resistencia que puede aserrarse 
de un tronco redondo de diametro d? 
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Solución, Six = laanchura y y = la profundidad, entonces la viga len- 
dra resistencia máxima cuando la función «<y* es máxima. De la figura 26 se 
deduce y? =d*— x*%; Juego debemos trabajar con la función 


Fix) = x (ud? = x?). 
Primer paso. Fiz) =-=2 xx? +d82x%=de— 3 x?. 
d , 
Segundo puso. d*—3 x?=0, x 7 = valor critico que rortes- 


ponde a un máximo. 


Por tanto, si la viga se corta de manera «ue 


profundidad Na del diámetro del sronco., 


y anchura = Vi del diametro del tronco, 


la viga tendra máxima resistencia. 


3. ¿Cuilesel ancho del rectángulo de área máxima que puede inscribirse en 
un segmento dado OAA? (fig. 27) de una parábola? 


SUGESTION. Si OC=h, entonces BC=h=x y PP! =21 y: por tanto. 
el area del rectángulo PDD'P' es 
2(h — x)y. 


Pero P es un punto de la parábola y? =2 px; por consiguiente. la función por 
estudiar es 


Fix) =2Uh=x1V 72 px. Sol. Ancho = 3% bh. 


. 
SE 


Jn 


D 
Fig. 27 Fig. 28 
4. Hallar la altura del cono de volumen máximo que puede inscribirse en 
una esfera de radio r. 
SUGESTION. Volumen del cono= Y xx*?y (fig. 28). Pero 
x11=BCXCD=y(Qrzmy): 
luego la función por tratar es 
(y) = 700 r—y). 
Sal. Altura del cono = % r. 
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5. Hallar la altura del cilindro de volumen máximo que puede inscribirse 
en un cono circular recto dado, 

SUGESTION. Sea AC=r y BC = h (figu- 
ra 29). Volumen del cilindro = a1x?y. 

Pero de los triangulos semejantes ABC y 
DBG, se deduce 


rix=hth=—y,. « y 


Por tanto, la función por estudiar es 
2 
(y) = [y(h — y)?. 
h* 
Sol. Altura = Y h. 


6. Si tres lados de un trapecio miden cada uno 
10 cm, ¿cuánto debe medir el cuarto lado para que 
Pig. 29 el área sea máxima?! Sol. 20 cm. 


7. Se desea construir una valla alrededor de un campo rectangular, y divi- 
dirlo en dos parcelas por otra valla paralela a uno de los lados. Siel área del 
campo es dada, hallar la razón de los lados para que la longitud total de las vallas 


sea la mínima. Sol. %. 


8. Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, 
y ba de tener un área de 10800 merros cuadrados. Siel vecino paga la mitad de 
la cerca medianera, ¿cuáles deben ser las dimensiones de la huerta para que 
el costo de cercarla sea para el dueño de la huerta el minimo? 
Sol. 9m X 120 m. 
9. Un fabricante de radios averigua que puede vender x instrumentos por 
semana a p pesos cada uno, siendo 5 x =375—3 p. El costo de la producción 
es ($00 +15 x + 2% x?) pesos. Demostrar que se obtiene la máxima ganancia 
cuando la producción es alrededor de 30 instrumentos por semana. 


10. Sienel problema anterior se supone que la relación entre x y p es 


a == E 
x= 100 NE 


demostrar que la producción que corresponde a una ganancia máxima es la de 
unos 25 instrumentos por semana, 
11. Sienel problema 9 se supone que la relación entre x y p es 
x? =2500— 20 p, 
¿cuántos instrumentos deben producirse cada semana para obtener la máxima 
ganancia? 


12. El costo total de producir x artículos por semana es (ax? + bx + «) 
pesos, y el precio (p pesos) al que cada uno puede venderse es p = Pf — u.x?, 
Demostrar que la producción total para la ganancia máxima es 

Va+3 0(B=b)—a 
e _—_ e Y X NS  l 
3a 


NOTA. Enlas aplicaciones a la Economía, los números a, b, e, U« y B son 
positivos. Lo mismo ocurre en el problema 14. 
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13, En el problema 9, supóngase que el gobierno imponga un impuesto 
de t pesos por instrumento. El fabricante agrega el impuesto a sus gastos de 
costo y determina la producción total y el precio en las nuevas circunstancias. 


u) Demostrar que el precio aumenta un poco menos que la mitad del im- 
puesto. 

b) Expresar los ingresos debidos al impuesto en función de 1, y determinar 
para qué valor del impuesto la ganancia es máxima, 

c) Demostrar que cuando se establece el impuesto determinado en (b), cel 
precio se aumenta alrededor de un 33 por ciento. 


14, El costo total de producción de x articulos por semana es 
(ax? + bx +0) pesos, 


a lo cual se agrega un impuesto de : pesos porarticulo, decretado por el gobierno, 
y el precio (p pesos) a que cada articulo puede venderse es £— a x. Demostrar 
que el máximo retorno del impuesto se consigue cuando r = Ya (B—-b) y que 
el aumento del precio de venta sobre el costo es siempre menor que el impuesto. 
Nota: En aplicaciones a economía, a, b, €, y, Bf son números positivos. 
15. Una planta productora de acero puede producir por dia x Tm de acero 
de segunda clase, y y Tm, por día, de acero de primera clase, siendo 
435 x 
y= ——. 
10 — x 
de primera, demostrar que el máximo beneficio se obtiene produciendo alrededor 
de 5,5 toneladas diarias de acero de segunda clase. 


Si el precio corriente del acero de segunda clase es la mitad del 


16. Una compañia de teléfonos halla que obtiene una ganancia líquida de 15 
pesos por aparato si la central tiene ¡000 abonados o menos. Si hay más de 1000 
abonados, dicha ganancia por aparato instalado disminuye un centavo por cada 
abonado que sobrepasa ese número. ¿Cuántos abonados darian la máxima ganancia 


anida? 
iii Sol. 1250. 


17. El costo de fabricar cierto artículo es p pesos, y el número que pueden 
venderse varía inversamente con la potencia enósima del precio de venta. Calcu- 
lar el precio de venta que dará la mayor ganancia líquida. 


18. HMaiilar el diámetro de un bote cilindrico de hojalata de un litro de 
capacidad, para que en su construcción entre la menor cantidad de hojalata, 
a) siel bote es abierto por arriba; b) siel bote está tapado. 


Bla 3 
Sol. a) ¿e dm; b) Je dm. 


19. El área lateral de un cilindro circular recto es 4x1 metros cuadrados. Del 
cilindro se corta un hemisferio cuyo diámetro es igual al diámetro del cilindro. 
Calcular las dimensiones del cilindro para que el volumen que queda sea un má- 
ximo o un mínimo. Determinar si es máximo o mínimo. 

Sal. Radio = 1m, altura =2m; máximo. 


20, Hallar el área del mayor rectángulo, con lados paralelos a los ejes coor- 
denados, que puede incribirse en la figura limitada por las dos parábolas 
3y=MN=x? y 6 y = x?— 12. Sol. 16. 
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21. Dos vértices de un rectángulo están sobre el eje de las x. Los otros dos 
vértices están sobre las rectas cuyas ecuaciones son y =2x y 3 x +y=30. 
¿Para qué valor de y será máxima el árca del rectángulo” Sol. y=6. 


22. Una base de un trapecio isósceles es un diámetro de un círculo de 
radio 4. y los extremos de la otra base están sobre la circunferencia. Hallar la 
longitud de la otra base para que el área sea máxima. Sol. u. 


23. Un rectángulo está inscrito en un segmento de parábola y un lado del 
rectángulo está en la base del segmento. Demostrar que la razón del area del rec- 


tangulo maximo al área del segmento es 219 
WV 3 
24. La resistencia de una viga rectangular es proporcional aj producto del 
ancho por el cuadrado de su espesor. Calcular las dimensiones de la viga más 
resistente que puede cortarse de un tronco cuya sección transversal es una clipse 
de semiejes a (mayor) y b (menor). 


Soul. Anchura = 2 Ne espesor = 2 u 5 


25. La rigidez de una viga rectangular es proporcional al producto de la 
anchura por el cubo del espesor. Calcular las dimensiones de la viga más rigida 


que pueda cortarse de una troza cilindrica de radio a. Sol. aXav 3. 
2 2 
26, La ecuación de la trayectoria de una pelota es y = mx — E. 


tomándose el origen en el punto desde el cual se lanza la pelota, y siendo m la 
pendiente de la curva en el origen; au) ¿Para qué valor de m caerá la pelota, 
un el mismo nivel horizontal. a la mayor distancia? b) ¿Para qué valor de m 
dará a la mayor altura en una pared vertical a la distancia de 75 metros? 

Sol. u) lt: 5) 4. 


27. Una ventana tiene la forma de un rectángulo coronado de un triangulo 
rectangulo isósceles. Demostrar que si el perímetro es p metros, la mayor can- 
tidad de luz entrará cuando los lados del rectangulo sean iguales a los catetos del 
triángulo. 


28. Dada la suma de las áreas de una esfera y un cubo, demostrar que la 


suma de sus volúmenes será mínima cuando el diámetro de la esfera es igual a 
la arista del cubo. ¿Cuándo será máxima la suma de los volúmenes? 


29. Hallar las dimensiones del mayor rectángulo que pueda inscribirse en la 


2 dial 
elipse + 1 Sol. aW1XbvY 2. 
.o 
30. Hallar el área del mayor rectángulo que pueda construirse con su base en 
el eje de las x y con dos vértices en la curva llamada bruja de Agnesi cuya ecua- 
3 z 
Há (véase la gráfica de la curva en el Capitulo XXVI). 


Sul. 4u 


ción es y = 


31. Hallar la razón del área de la menor elipse que puede circunscribirse a un 
rectángulo al área del rectángulo. El area de una elipse es ab, siendo u y db los 
semiejes. Sol. Va. 
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32. Los dos vértices inferiores de un trapecio isósceles son los puntos cuyas 
coordenadas son (—6. 0) y (6, 0). Los dos vértices superiores están en la 


curva x2 +4 y = 3060. Hallar el área del mayor trapecio que puede trazarse de 
esta manera. Sol. 04. 


33. Los radios de dos esferas son « y b y la distancia entre los centros es í, 
¿Desde qué punto /? en la recta de los centros AB es visible la mayor área de 
superficie esférica? (El área de una zona esférica O casquete esférico de altura )» 
es 2 arh, siendo r el radio de la esfera.) 

ps 
SA AE 


3 - z unidades de superficie. 
ar + b 


34. Hallar las dimensiones del mayor paralelepipedo rectangular con base 
cuadrada que puede cortarse de una esfera sólida de radio r- 


Sol. h =3 rv 3. 


35. Dada una esfera de 6 cm de radio. calcular la altura de cada uno de los 
solidos siguientes: 
a) cilindro circular recto inscrito de yolumen máximo; 
b) cilindro circular recto inscrito de superficie total máxima: 
E) cono recto circunscrito de volumen minimo. 


Sol. 4) 4V3cm:; b) 0,lcm; cc) 24 cm, 


36. Demostrar que una tienda de campaña de forma cónica de capacidad dada, 
exigira la menor cantidad de lona cuando la altura es Y 7 veces el radio de la 
hase. Demostrar también que si se extiende la lona en un plano. se obtiene un 
sector circular de 2072 51%, ¿Cuánta lona se necesitaria para una tienda de 3 m 


de alto? Sol. 24,5m2, 


37. Dado un punto del eje de la parábola y? =2 px a una distancia yu del 
vértice, calcular la abscisa del punto de la curva más cercano al punto dado. 


Sol. x=a—p. 


38. Hallar el punto de la curva 2 y = x?* más cercano al punto (4, 1). 


Sol. (2, 2). 


39. Si PO es el segmento de recta más largo que se puede trazar de P (a. b) 


alacurva y =F(x), o el miscorto, demostrar que PQ es perpendicular a la 
tangente a la curva en Q. 


40. Una fórmula para e! rendimiento de un tornillo es 


siendo 4 el ángulo de rozamiento y A el paso del tornillo. Hallar A para ren- 


dimiento máximo. Sol h=setrcd— 180 
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41. La distancia entre dos focos calorificos A y B (fig. 30) cuyas inten- 
sidades respectivas son a y b. es l. La intensidad total de calor en un punto P, 
entre A y B, se da por la fórmula 


I= 4 b 


x? (UU —x)2 


Fig. 30 


posición tendrá P la temperatura más baja? 


siendo x la distancia entre P y A. ¿Para qué 


151 
EN 
ali + b5 
42. La base inferior de un trapecio isósceles es el eje mayor de una elipse; 
los extremos de la base superior son puntos de la elipse. Demostrar que en el 
trapecio de este tipo de área maxima la longitud de la base superior es la mitad 
de la inferior. 


438, Enla elipse b?x? + a?*y? = a?b? se ha de inscribir un triángulo isósceles 
cuyo vértice sea el punto (0, b). Hallar la ecuación de la base correspondiente 
al triángulo de área máxima. Sol. 2y+b=0,. 


44, Hallar la base y la altura del triángulo isósceles de área mínima circuns- 
erito a la elipse b?x? + gy? = a?b?, y enya base es paralela al eje de las x. 


Sol. Altura =3 hb, base =2aYV 3. 


45. Sea P(a, b) un punto en el primer cuadrante de un sistema de ejes rec- 
tangulares. Trácese por P una recta que corte las partes positivas de los ejes 
en A y B. Calcular la longitud de OA y de OB en cada uno de los siguientes 


casos: ¿ q 
a) cuando el áreas OAB es minima; 


b) cuando la longitud AB es minima; 

c) cuando la suma de OA y OB es minima; 

dd) cuando la distancia (perpendicular) de O a AB es máxima. 
Sol. 4) 2a, 2 hb; hb) a Fab, barba; 


c) a+ V ab. b+V ab; d) Eidos ld = 
a , 


50. La derivada como rapidez de variación. * En el Artículo 23 
la relación funcional 


(1) y=x 
dió como razón de los incrementos correspondientes 
Ay _ 
(2) E 21+ Ar. 


Cuando z=4 y Az= 0,5, la ecuación (2) se convierte en 


(3) 2 =8,5. 


* Llamada también razón de cambio o rupidez de cambio. 
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Luego decimos que la rapidez media de variación de y con respecto 
4 es igual a 8,5 cuando x aumenta desde =4 hasta x = 4,5. 
En general, la razón 
(4) Y = rapidez media de variación de y con respecto a x cuando x 
varía desde x hasta x + Áx, 


Caso de rapidez constanle de variación. En el caso 


(4) y=ax+b, 
lenemos, Y = 4. 


Es decir, la rapidez media de variación de y con respecto a x= es igual 
a a, la pendiente de la recta (4), y es constante. En este caso, y 
solamente en este caso, el cambio en y (Ay), cuando x aumenta 
desae un valor cualquiera x hasta + Ax, es igual a Az multiplicado 
por la rapidez de variación a, 


Rapidez instantánea de variación. Bi el intervalo de xa x+ Ar 
disminuye , es decir, si Az=>0, entonces la rapidez media de la varia- 
ción de y con respecto a = se convierte, en el límite, en la rapidez 
instantánea de variación de y con respecto a x. Por consiguiente , según 
el Artículo 24, 


d a E ss 
(B) 2 = rapidez instantánea de la variación de y con respecto a x 
un 
para un valor definido de x, 


Por ejemplo, de (1) se deduce, 


ñ dy _ 
(5) eS 27. 
Cuando x= 4, la rapidez instantánea de variación de y es 8 uni- 
dades por unidad de variación de x. Es frecuente que en la igual- 
dad (B) se prescinda de la palabra *“ instantánea *”. 
Interprelación geométrica. Trace 
mos la gráfica (fig. 31) de la función 


(6) y =/J(x). 


Cuando x aumenta de UM a UN, en- 
tonces y aumenta de MP a NQ. La 
rapidez media de la variación de y con 
respecto a zx es igual a la pendiente 
de la recta secante PQ. La rapidez 
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instantánea cuando <= OM es igual u la pendiente de la tan- 
gente PT. 


Luego la rapidez instantánea de variación de y en P(x, y) es igual 
a la rapídez constante de variación de y a lo largo de la tangente en P. 


Cuando x= Zo, la rapidez instantánea de variación de y, o sen 
de f(x), en (6), es /'(x0). Si x= aumenta ahora de zu a 29 + Ax, 
el cambio exacto en y no es igual a f'(z0)Az, a no ser f'(x) constante, 
como en (4). Sin embargo, veremos más tarde que este producto es, 
aproximadamente , igual a Ay cuando Az es suficientemente pequeño 


51. Velocidad en un movimiento rectilineo. Cuando la variable 
independiente es el tiempo, se presentan aplicaciones importantes, 
Entonces la rapidez de variación con respecto al tiempo se llama 
simplemente velocidad. La velocidad en un movimiento rectilíneo su— 
ministra un ejemplo sencillo. Consideremos el movimiento de un 
punto P (fig. 32) sobre la recta AB. Bea s la distancia medida de 

s as 


KA =-_z--_-==zE === _——  Q— 
na 0 p p A 


Fig. 32 


un punto fijo, como O, a una posición cunlquiera de P, y sea ( el 
liempo correspondiente (ranseurrido. A cada valor de £ corresponde 
una posición de P y, por consiguiente, una distancia (o espacio) s. 
Luego s será una función de £, y podemos escribir 


s= (1). 


Ahora, demos a l un incremento At; entonces s tomará un incre— 
mento As, y tendremos : 


(1) pe velocidad media 
At 
de P cuando el punto se mueve de P a P”, en el intervalo At de 
tiempo. Si P se mueve con movimiento uniforme, es decir, con 
velocidad constante, dicha razón tendrá un mismo valor para todo 
intervalo de tiempo, y es la velocidad en cada instante. 

Para el caso general de cualquiera clase de movimiento , sea uni- 
forme o no , definimos la velocidad ( rapidez de variación de s con respecto 
al tiempo) en un instante cualquiera como el límite de la velocidad media 
cuando Af tiende a cero; es decir, 


(Cc) v=—=., 
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La velocidad en un instante cualquiera es, pues, la derivada del espacio 
con respecto al tiempo. 


Cuando » es positiva, el espacio s es una función creciente de £, 
y el punto P se mueve en el sentido AB. Cuando v es negativa, s es 
una función decreciente de 1, y P se mueve en el sentido BA (Ar- 
tículo 45). 

Para ver que esta definición concuerda con el concepto físico de 
velocidad que ya tenemos, vamos a caleular la velocidad de un cuerpo 
que cae, al cabo de dos segundos. 

Se ha averiguado experimentalmente, que si un cuerpo cae libre- 
mente en el vacío partiendo del reposo a la superficie de la Tierra, 
obedece, aproximadamente, a la ley dada por la fórmula : 


(2) s=49%, 


siendo s = el espacio recorrido en metros, £= el tiempo en segundos . 
Aplicando la regla general (Art. 27) a (2), tendremos ; 


PRIMER PASO. 
s+As=4 9(1 + Al)? =4,/9/+9,81-At+4,9(A1), 
SEGUNDO PASO. 
As =9,8t- At + 4,9 (At). 


TERCER PASO. 
As 


ÓN 9,8:+ 4,9 Al = velocidad media durante lodo el inter— 


valo At de tiempo. 
Haciendo 1= 2, 


(3) E 19,6+ 4,9 Al = velocidad media durante todo el inter— 


e valo At de tiempo durante dos se— 
gundos de caída . 


Nuestra idea física de velocidad nos dice inmediatamente que (3) 
no nos da la velocidad real al fin de dos segundos; en efecto, aun si 
tomamos Át muy pequeño, digamos 0,01 ó 0,001 de segundo , toda- 
vía (3) da solamente la velocidad medía durante el pequeño intervalo 
de tiempo correspondiente. Pero lo que sí queremos expresar con la 
idea de velocidad al fin de dos segundos es el límite de la velocidad 
media cuando At tiende au cero; es decir, la velocidad al fin de dos 
segundos es, según (3), 19,6 metros por segundo. De este modo, 
aún la idea ordinaria de velocidad que obtenemos de la experiencia, 
implica el concepto de un límite; según nuestra notación , 


v= lím (2) = 19,6 m por segundo. 


A —0 Al 
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52. Relación entre la rapidez de variación de variables relacio- 
nadas. En muchos problemas entran variables que son funciones del 
tiempo. Si las condiciones del problema permiten establecer relaciones 
entre las variables , entonces , mediante la derivación , es posible hallar 
una relación entre la rapidez de variación de las variables. 

Como guía para la resolución de problemas de esta clase, puede 
usarse la siguiente regla. 


PrimMER Paso. Construir una figura que sea una interpretación 
del enunciada del problema, y representar por x, y, z, elc. las canti—- 
dades que varían con el tiempo. 


SEGUNDO PASO. Oblener una relación entre las variables implicadas 
que se verifique en un instante cualquiera . 


TERCER PAso. Derivar con respecto al tiempo. 


Cuarto Paso. Hacer una lista de las cantidades dadas y de las 
buscadas. 


Quivro Paso. Sustituir en el resultado de la derivación (lercer 
paso) las cantidades dadas, y resolver con respecto a las que se buscan . 


PROBLEMAS 


1. Un hombre camina 714 Km por hora hacia la base de una torre que tiene 
18 m de alto. ¿Con qué rapidez se acerca a la cima de la torre cuando su distan- 
cia de la base es 24m? 


Solución. Aplicando la regla, tendremos: 


Primer paso. Construyamos la figura 33, Sea x la distancia entre el hombre 
y la base de la torre, y ysu distancia de 
la cima, en un instante cualquiera. 


5 Segundo paso. Enel triángulo rectán- 
Y gulo de la figura se verifica: 
i 
> a y? = x24 324. 
1 
. Tercer paso. Derivando, obtenemos 
Í 
d dx 
A 2y%=2 14%, 0sca, 
7 y dl di 
Eg. 3 (1) IAEA 
dt y di 


Esto significa que en un instante cualquiera se verifica la igualdad: 


rapidez de variacion de y = (5) veces [rapidez de variación de x) 
y 
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Cuarto paso. x= 24 ax 


2 =— 7! Km por hora 
dr 


— 7500 m por hora. 
y=VW xXx +34 dy 
= 30. dt 

Quinto paso. Sustituyendoen (1), 


=? 


dy - 


24 
pot A = 500 
e qe 7500 m por hora 


= —6Km por hora. 


2, Un puntose mueye sobre la parábola 6 y = x?, de manera que cuando 
x=06 la abscisa aumenta con una rapidez de 2 m por segundo. 


¿Con qué 
rapidez aumenta la ordenada en ese instante? 


Solución. Primer paso. Construimos la parábola (fig. 34). 
Segundo paso. Según el problema, 6 y = x?. 


Tercer paso. 


Q) 


Fig, 34 


Esto significa que en un punto cualquiera de la parábola se verifica: 


(rapidez de variación de la ordenada) = (5) (rapidez de variación de la abscisa) 


Cuarto paso. x=0. a = 2 m por segundo. 
t 
2 dy 
y === 6. LL = ? 
> 6 dt 
Qurnto paso. Sustituyendo en (2), tendremos: 
dy _ 


6 
+ X2=4m por segundo, 


Según este resultado, en el punto P(6, 6) la ordenada varía dos veces más 
rápidamente que la abscisa. 

Si en lugar de ese punto consideramos el punto P'(—6, 6) 
d E pa Ez 
SE = —4m por segundo; el signo menos indica que la ordenada disminuye 
cuando la abscis2 aumenta. 


, el resultado es 
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3. Una placa circular de metal se dilata por el calor, de manera que su radio 
aumenta con una rapidez de 0,01 cm por segundo. ¿Con qué rapidez aumenta 


el área cuando el radio es de 2 cm? 
Solución. Sea x = el radio y y = el área. Entonces 
y = xx?. 


(3) dy 
dt 


Es decir, en un instante cualquiera, el área de la placa expresada en centímetros 


cuadrados, aumenta 2x1x veces más rápidamente que lo que el radio aumenta en 
centimetros lineales, 


x=22 KE=epo, YU=? 
dt dí 
Sustituyendo en (3), 


ey =2xX2X0,0l1 =(0,04 1 cm? por segundo. 
L 
H 4 
Ss M F 
Fig. 35 Fig. 36 


4. Una lámpara de arco cuelga a la altura de 4 metros directamente sobre un 
paseo rectilineo y horizontal. Si en este paseo un muchacho de 1,50 m de alto 
anda alejándose de la lámpara a razón de 55 metros por minuto, 


¿a razón de 
cuántos metros por minuto se alarga su sombra? 


Solución. Sea x = distancia del muchacho de un punto directamente debajo 


de la lámpara L, y sea y = longitud de la sombra del muchacho. De la figu- 
ra 36, se deduce, 


Yy:iy+ x=1,50:4, 
OD $ea, u=2x 
Derivando, dy _ 2 dx, 
di $ di 


es decir, la sombra se alarga con una rapidez igual a los % de la rapidez con 
que se mueve el muchacho, osea, a razón de 33 metros por minuto. 


5. Un punto se mueve sobre la parábola y? = 12 x, de manera que la abscisa 


aumenta uniformemente 2 cm porsegundo. ¿En qué punto aumentan la abscisa y 
la ordenada a la misma razón? Sat: (3. 6) 
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6. Hallar los valores de x para los que la rapidez de variación de la función 


xi 12144 x-13 
“Ss cero. Sol. 3 y, 


7. Un lanchón se acerca al muelle mediante un cable amarrado a un anillo 
en el suelo del muelle; el cable se enrolla con un torno situado en la cubierta 
del lanchón, a razón de 2,4 m por minuto. La cubierta está 4,5 m debajo del 
nivel del muelle. ¿Con qué rapidez se mueye el lanchón hacia el muelle cuando 
dista de él 6 metros? Sal. 3 m por minuto. 


8. Un bote está atado a una cuerda que está arrollada alrededor de un torno 
situado 7 m más alto que el nivel del punto en que la cuerda está amarrada al 
bote. El bote se aleja con la velocidad de 3 m por segundo. ¿Con qué rapidez 
se desarrolla el cordel cuando dista 10 m del punto que está directamente debajo 
del torno y al nivel del agua? Sol. 2,46 m por segundo, 


9, Uno de los extremos de una escalera de lÍ m se apoya contra una 
pared vertical levantada en un piso horizontal. Supóngase que se empuje 
el pie de la escalera alejándola de la pared a razón de 0,9 m por minuto. 
u) ¿Con qué velocidad baja la extremidad superior de la escalera cuando su pre 
dista 4 m de la pared? b) ¿Cuándo se moverán con la misma velocidad las des 
extremidades de la escalera? c) ¿Cuándo baja la extremidad superior de la esca- 
lera a razón de 1,2 m por minuto? 

Sol. a) 0,27 m por minuto; b) cuando el pie 
de la escalera dista 7,5W2 m de la pared: 
c) cuando el pie dista 12m de la pared. 


10. Un buque navegaba hacia el Sura una velocidad de 6 millas por hora; 
otro navegaba hacía el Este a una velocidad de 8 millas por hora. A las cuatro 
de la tarde el segundo cruzó la ruta del primero en el punto por el que este habia 
pasado dos horas antes. u) ¿Cómo variaba la distancia entre los buques a las 
tres de la tarde? h) ¿Cómoalas cinco de la tarde? c) ¿Cuándo no variaba 
la distancia entre ellos? 

Sol. a) Disminuia 2,8 millas pur pora: hb) aumen- 
taba 8,73 millas por hora; c) a las 3h 17m de la 
tarde. 


11, El lado de un triángulo equilátero mide «4 cm; si aumenta a razón de 
k cm por hora. ¿a razón de cuántos centimetros cuadrados por hora aumenta 
el área? 


Sol. VBakv 3 cm? por hora. 


12. Las aristas de un tetracdro regular miden l0 cm; si aumentan 0.) cu 
por minuto, calcular la rapidez de aumento del volumen. 


13. Si en un cierto instante las dos dimensiones de un rectángulo son « y h. 
y su rapidez de variación son m y n, respectivamente, demostrar que la rapidez 
de variación del área es an + bm. 


14, En un cierto instante las tres dimensiones de un paralelepipedo rectan- 
gular son 6óm, 8m y lOm, y aumentan, respectivamente, 0,2m, 0,3m y 0,1 m 
porsegundo, ¿Cuáles la rapidez de variación del volumen? 
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15. El período (P segundos) de una oscilación completa de un péndulo 
cuya longitud es / cm viene dado por la fórmula P = 0,241. Hallar la rapi- 
dez de variación del periodo con respecto a la longitud, cuando / = 22,7 cm. 
Por medio de ese resultado calcular el aumento de P correspondiente al aumento 
de | de 22,5 a 22,8 cm. Sol. 0,021 seg. por cm; 0,0063 segundos. 


16. El diámetro y la altura de un cilindro circular recto son, en un cierto 
instante, 10 cm y 20 cm, respectivamente. Si el diámetro aumenta a razón de 
l cm por minuto, ¿qué alteración de la altura mantendrá constante el volumen? 


Sol. Una disminución de 4 cm por minuto, 


17. El radio de la base de cierto cono aumenta a razón de 3 cm por hora y la 
altura disminuye a razón de 4 cm por hora. Calcular cómo varía el área total del 
cono cuando el radio mide 7 cm y la altura 24 cm. 


Sol. Aumenta a razón de 9% a cm? por hora. 


18. En cada uno de los extremos de un cilindro de radio r y altuta h se 
coloca un hemisferio de radio r. Si r aumenta a razón de $0 cm por minuto, 
¿a qué razón debe / disminuir para mantener fijo el volumen del sólido, en el 
instante en que r mide 10m y h mide 2U m? 


19. Desde la boca de un pozo profundo se deja caer una piedra, y despues 
de ( segundos se deja caer otra piedra. Demostrar que la distancia entre las pie- 
dras aumenta a razón de tg cm por segundo. 


20. Un gasómetro contiene 1000 m3 de gas a la presión de 300 g por cm?. 
Si la presión disminuye a razón de 3 g por cm? por hora, ¿con qué rapidez 
aumenta el volumen? (Dése por sentada la ley de Boyle: pu = c.) 


Sol. 10m? por hora. 


21. La ley adiabática para la expansión del aire es PV**=C. Si en un 
tiempo dado se observa que el volumen es de 10 m* y la presión es de 50 Kg por 
centímetro cuadrado, ¿cuál es la alteración de la presión si el volumen dismi- 
nuye un m* por segundo? Sol, Aumenta7 Kg por cm? por segundo. 


22, Siy=4x-— x3* y x aumenta uniformemente a razón de 4 de unidad 
por segundo, ¿cuál es la rapidez de variación de la pendiente de la gráfica en el 
instante en que x = 2? Sol. Disminuye 4 unidades por segundo. 


23. Se echa agua en un recipiente hemisférico de 39 cm de diámetro a razón 
de lócm? por segundo. ¿Con qué rapidez sube el agua, a) cuando ha lle- 
gado a media profundidad; b) en el momento de rebosar? (El volumen de 
un segmento esférico de una base es xrh? — 14 1A?, siendo h la altura del seg- 
mento.) 


24. El gas de un globo esférico se escapa a razón de 1000 cm? por minuto. 
En el instante en que el radio es 253 cm, a) ¿con qué rapidez disminuye el ra- 
dio? b) ¿con qué rapidez disminuye el área de la superficie? 


Sol. b) 80cm? por minuto. 
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25. Si r representa el radio de una esfera, S la superficie y Y el volumen, 
demuéstrese la relación ¿Y LAS, 
di 2 di 


26. Una via de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de 00". Una 
locomotora dista 160 m del crucero, y se aleja de él a la velocidad de 100 Km por 
hora. Un automóvil dista del crucero 160 m, y se acerca a él a la velocidad de 
50 Km por hora. ¿A qué razón se altera la distancia entre los dos? 


Sol. Aumenta25 Km por hora 6 254 3 Km por hora, 


27. La longitud de una artesa horizontal es de 2,5 m; su sección transversal 
es un triangulo rectángulo isósceles. Si se echa agua en la artesa a razón de J¿ mi 
por minuto, ¿con qué rapidez sube la superficie del agua cuando el agua tiene 
YVá m de profundidad? Sol. cm por minuto. 


28. En el problema 27, ¿con qué rapidez debe echarse el agua en la artesa 


para que el nivel suba de 4 cm por minuto, cuando cl agua tiene una prolundi- 
dad de 75 cm? 


29. La longitud de una artesa horizontal es de 4 m; su sección transversal 
es un trapecio; el fondo tiene un metro de ancho; el seno del ángulo entre sus 
caras laterales y el plano horizontal es M4. Se echa agua en la artesa a razón de 
14 m* por minuto. ¿Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando el agua tiene 


00 cm de profundidad? 


30, Enel problema 29, ¿con qué rapidez se saca agua de la artesa si el nivel 
baja 3 cm por minuto cuando el agua tiene un metro de profundidad? 


31, El segmento que la tangente a la rama positiva de la hipérbola xy = 4 
determina sobre el eje de las x aumenta 3 unidades por segundo. Sea la orde- 
nada en el origen OB. Hallar la velocidad de B después de 5 segundos del ins- 
tante en que la rangente pasaba por el origen. 

16 


Sol. — 75 de unidad por segundo. 


32, Un punto P se mueve a lo largo de la parábola y? = x de manera que 
su abscisa aumenta de una manera uniforme k unidades por segundo. La pro- 
yección de P sobre el eje de las x es M. ¿Con qué rapidez aumenta el area del 
triángulo OMP cuando P está en el punto de abscisa x = a? 


Sol. YRYVY a unidades por segundo. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Considérense los paralelepipedos cuyas bases son los rectángulos inscritos 
en el área limitada por la parábola y? = l6x y su lado recto (cuerda trazada 
por el foco, perpendicularmente al eje de simetria), de manera que un lado 
del rectángulo esté sobre el lado recto de la parábola; las alturas de los pozalule- 
pipedos son siempre iguales a la longitud del lado paralelo al eje de las x. 
Hallar el volumen del mayor paralelepipedo. 


Sal. 5 =74.27. 
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2. Una elipse, simétrica con respecto a los ejes coordenados, pasa por el 
punto fijo (h, k). Hallar la ecuación de la elipse de área mínima. 
Sol. Rh2ix? + h?y? = 2 p?k2, 


3. Lacurva x*—3xg+y"=0 tiene en cl primer cuadrante un bucle sime- 
trico con respecto a la recta y =x. Un triángulo isósceles inscrito en el bucle 
tiene su base en la recta x + y =u y su vértice en el origen. Hallar el valor de 
u correspondiente al triángulo de área máxima. 


Sol. 4 (14+V1)=2,30. 


4. P es un punto de la curva y =7 — x?, enel primer cuadrante. Por P se 
traza la tangente a la curva, y sean A y B los puntos en que corta a los ejes 
coordenados. Hallar la posición de P para que AB sea minimo. 

Sol. Ordenada = 4%. 


4. El costo de construcción de un edificio destinado a oficinas es de pesos 
50000 para el primer piso. $ 52500 para el segundo, $ 55000 para el tercero, y 
asi sucesivamente. Otros gastos (terreno, planos, cimentación, etc.) son de 
$ 350000. La renta anual neta es $ 5000 para cada piso. ¿Cuántos pisos darán 
ul más alto tipo de interés de la inversión? Sol. 17 


6. Para cierto artículo, el aumento en el número de kilos consumidos es 
proporcional a la disminución de la contribución sobre cada kilogramo. Si el 
consumo es mm Kg cuando no hay contribución y n Kg cuando la contribución 
es c pesos por kilogramo, hállese la contribución que debe imponerse sobre cada 
kilogramo para obtener el máximo ingreso. 


7. Una cuerda BC de la parábola y = kx? y las tangentes AB y AC en los 
dos extremos de la cuerda, forman un triángulo ABC, Si BC se mantiene 
perpendicular al eje de la parábola y se acerca al vértice con una rapidez de 2 unií- 
dades por segundo, ¿con qué rapidez vacía el área del triángulo cuando la cuerda 
BC dista del vértice 4 unidades? 


8. Un tanque cilíndrico vertical tiene en su base un agujero de 3 cm de 
radio. El radio del tanque es de 30 cm, El agua se escurre del tanque con la 
velocidad dada por la fórmula v? = 2 gh, siendo h la profundidad del agua y g 
la aceleración de la gravedad. ¿Cuál es la rapidez de variación de la velocidad ? 

Sol. Disminuye a razón de pH cm por segundo por segundo, 


100 


9. Unalimpara dista 10 m de una pared, y está colgada a una altura de 3 m 
respecto al eje de un sendero perpendicular a la pared. Un hombre de 1,775 m de 
altura anda por el sendero hacia la pared al paso de un metro por segundo. 
Cuando dista de la pared 3m, ¿qué tan rápidamente sube la sombra de su cabeza 
por la pared? Sol. 25 cm por segundo. 


CAPITULO VI 
DERIVADAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION. APLICACIONES 


53. Definición de las derivadas sucesivas. Hemos visto que, en 
general, la derivada de una función de x es también una función de zx. 
Puede ocurrir que esta nueva función sea también derivable; en este 
caso la derivada de la primera derivada se llama la segunda derivada de 
la función primitiva. Análogamente, la derivada de la segunda deri- 
vada se llama la tercera derivada, y así, sucesivamente, hasta la 
enésima derivada. Así, si 


y=331 

d 

da 27, 
a (MN 32 
dx e) id. 


da fayy]_ 
ala 2)]- 722. Etc. 


Notación. Los símbolos pará las derivadas sucesivas se abreyian 
ordinariamente como sigue : 


d(4]_ty d(dy_dy 
deNdx) " dez? dida) Tam? + 


Si y = f(x), las derivadas sucesivas se representan también por 
la notación 


d d? 
de = Y =/Ux); da = y” = Mx); 


A y" =/"x); cel 5 yan a Mz). 
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En el ejemplo anterior, la notación 


y=3Y, y =122, y =36%*, y"=72x%, y'=72 


es la más cómoda. 


54. Obtención de las derivadas sucesivas en funciones implícitas. 
pa d? ez 
Para mostrar el procedimiento , hallaremos PA de la ecuación de la 


hipérbola 
(1) Da? — ay? = a?b? 


Derivando con respecto a x (Art. 41), 


207—20y%=0, 


dx 
osea, 
dy _ Va 
(2) de ay 


Derivando otra vez, teniendo en cuenta que y es una función de x, 


resulta : 


dy 
2, 2 22 2 
Py a*yd? — b?xa dE 


de? aty 


Reemplazando Y por su valor según (2), tendremos, 


bx 
22) — n?2h2 ds 
dy_ 20% ova (5) _ bre? — at?) 


dal a! y? al y 


Pero, según la ecuación dada, b?x? — ay? = a?b?. 


dy__ 0 
da? Ay 
PROBLEMAS 


Demostrar cada una de las siguientes derivaciones. 


Y, y=3x1-2x8+6x A 
dx? 
d3s _ 35? 

2. s =W a+br. de 


3 a+ bx d?y 4 ab? : 
Y a—= bx" dx2 (a —bx)? 


dá, 


14, 
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A diu a? 
a VETA, a. EG 
du? (a? + ya) % 
2 ¿2 dy > 2a? : 
a+x dx? (a+ a)* 
P. t dis ¿ =U+2) 
VITF1 dE air 
A — 2.0 —|4 
Fx) E 1 > pr (x) =(U=238 
y = 2 d"y == PLA La: 
x +1 dx (x+1)9+! 
pon dy 
x?*+ y en dei yy 
L= d'y_ da 
y 4 ux. dr? e 
B2yi + 6242 = a2b2. rn O Y 
Y pen dx? ay dx? 


ax? 4-2 hxy + by? 
x34 y?=1. 


x14 2 xy? =a!. 


dy _  _h?—ab E 
dx? (hx+by)? 


UY a 
dx? y" 
diy 2 yt xy? 
dx? xEya 


Y1 


En los problemas 15 a 25, obtener los valores de y! y y” para los valores 
dados de las variables. 


15, 


16, 
17. 
18. 
19, 


q Vd + x=4. Sol. y! =0, y. 
y=V 233 xi x=3, y =-—M, y”=— Jos» 
y=r VW xi O; x=4. ya y =*"Has- 
xi=4y=9 x= y=2. A AA 
xt yy 43 = 0; x=2, y=-!, y =0. y" =-— $. 

20. y= (3—x*%)% x=1l. 

21. y=W1+2x; x=4 

22. y=Vxi+p 4: x= 1, 

23. y=xW 3x-2%i x=2, 

24. y 4+2xy=16; x=3, y =2. 

25. xi—xy+y=8; x=2 y=2. 
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2 - . . . . 
Hallar eE en cada unc de los ejercicios siguientes: 
x 


26. yaa Lx 29. y=xWV ax, 
E 

27. y= pera 30. y? —4xy= 16. 

28. y=W 1-=3x. 31. x3—3 axy 4 y? = b*. 


55. Sentido de la concavidad de una curya. Si el punto P(zx, y) 
describe una curva, la pendiente de la tangente en P varía. Cuando 
la tangente queda debajo de la curva (fig. 37), el arco es cóncavo 
hacia arriba ; si la tangente queda arriba de la curva (fig. 38), el arco 
es cóncavo hucia abajo. En la figura 37 la pendiente de la tangente 
aumenta cuando P describe el arco AP'. Luego f'(x) es una función 
creciente de 7, Por otra parte, en la figura 38, cuando P describe el 


Fig. 37 Fig. 38 


arco QB la pendiente disminuye, y /'(x2) es una función decreciente. 
Por tanto, en el primer caso f(x) es positiva y en el segundo caso 
es negativa. De aquí el siguiente criterio para determinar el sentido 
de la concavidad de una curya en un punto : 


La gráfica de y = f(x) es cóncava hacia arriba si la segunda derivada 
de y con respecto a x es positiva; es cóncava hacia abajo sí esta. deri- 
vada es negativa . 


56. Segundo método para determinar máximos y mínimos. In el 
punto A, de la figura 37, el arco es cóncavo hacia arriba y la orde- 
nada tiene un valor mínimo. En este caso, /'(1)=0 y /"(x) es 
positiva. En el punto B de la figura 38, se tiene f'(x) =0 y f"(x) 
negativa. 

Las condiciones suficientes para máximos y mínimos de f(x) corres- 
pondientes a valores críticos de la variable son, pues, las siguientes : 


f(x) es un máximo si f'(x) =0 y f"(x) es negativa. 
fix) es un mínimo si f'(x) =0 y f"(x) es positiva. 
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La regla guía para aplicar este criterio es la siguiente : 


Primer Paso. ¿Hallar la primera derivada de la función . 

SEGUNDO PASO. Ígualar a cero la primera derivada y resolver la 
ecuación; las raíces reales son los valores críticos de la variable . 

Tercer Paso. Hallar la segunda derivada . 

CUARTO PASO. Sustituir en la segunda derivada, en lugar de la 
variable, cada uno de los valores críticos obtenidos. Si el resultado es 
negativo, la función tiene un máximo para este valor crítico; sí el resul- 
lado es positivo, la función liene un mínimo, 


Cuando /“(2) =0, 0 bien no existe, dicho procedimiento no es 
aplicable, aunque todavía puede existir un máximo o un mínimo; en 
este caso se aplica el primer método, dado en el Artículo 47, que es 
el fundamental. Ordinariamente el segundo método es aplicable ; y 
cuando la obtención de la segunda derivada no es demasiado largo , 
este método es, por lo general, el más conveniente. 


EJEMPLO l. Apliquemos esta regla para obtener los máximos y mínimos de 
la función 


pis 
x 
que estudiamos en el Artículo 44. 
Solución, HE) «iZ 
x 
Primer puso. FP (x) = 2. x— aa 
Segundo puso. lx - sn = 
Xx 
x=6, valor critico, 
Tercer paso, Mx) =2+ e 
Cuarto puso. [1M(6) = +. 
Luego F(6) = 108, valor mínimo. 


EJEMPLO 2. Calcular los máximos y minimos de la 
función 1-3 x?-0x +35, utilizando el segundo 
metodo. 


Solución, Fix) =x3- 3 x?-09x+1. 
Primer paso. FP (x) =3x2-—0x—0, 


Segundo paso. 3x*=bx-—9=0(: 


luego los valores críticos son x=-=]ly3. 
Tercer puso. EM(x) =b0b x —0. ñ 
Cuarto puso. (“(=1) = — 12. Pig. 39 
De donde [(—1) = 10 = ordenada de A = máximo, 


M0) =+12, cs FEOS — 22 = ordenada de B = minimo. 


tl 
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PROBLEMAS 


Calcular los máximos y mínimos de cada una de las funciones siguientes: 


1. x1+4+3x2-2. Sol, Máx. =2 para x= —2, 
Min. = — 2 para x =0. 

2. x3i—3 x +4. Máx. =6 para x= —1l. 
Min. =2 para x=1. 

3. 2x1-3 ax24+a?. (a> 0) Máx. =a* para x =0. 
Min. =0 para x = a. 

4. 24 12x+3 x2-2 xy? Máx. =22 para x=2. 
Mín. =-—)5 para x=-—l. 

3 

5. 32 LE, Máx. = % para x= 4. 
Mín. =-— % para x=-—% 

6. 3 xf-4x81-12 1242. Máx. =2 para x =0. 


Mín. =- 3 para x= -—1l. 

Mín. =—30 para x =2. 
Te. xbt4x284 4. Máx. =4 para x =0. 

Mín. =0 para x == V2. 


E == Máx. = 4 para x=a4. 
x?24 a? Mín. =-—14 para x =—a. 
9. x4+9x?2+27 x +9. 
10... 12.5 +9 x1—4 x3, 
11. x?(x — 432. xx 


14. Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada, abierta por 
arriba. Calcular el volumen de la mayor caja que se puede obtener de 1200 cm? 
de material. Sol. 4000 cm”. 


15. Se desea construir un depósito rectangular de base cuadrada, abierto por 
arriba. Debe tener 125 m3 de capacidad. Siel costo de las caras laterales es de 
2 pesos por m?, y el del fondo es de 4 pesos por m?, ¿cuáles deben ser las dimen- 
siones para que el costo sea mínimo? Sol. Un cubo de 5 m de lado. 


16. Un prado rectangular de un jardín ha de tener 72 m? de área. Debe 
rodearse de un paseo de un metro de ancho en los lados y 2 m de ancho en las 
extremidades. Si el área total del prado y del paseo es mínima, ¿cuáles son 
las dimensiones del prado? Sol. 12 metros por 6 metros. 


17. Se desea cercar un terreno rectangular de área dada, uno de cuyos lados 
coincide con la orilla de un río. Si no se necesita cerca del lado del río, demués- 
trese que se necesitará la mínima cantidad de materiales cuando el largo del terreno 
sea dos veces el ancho. 
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18, Se quiere construir una artesa de una larga pieza rectangular de hojalata, 
doblando los dos bordes hacia arriba de manera que la sección transversal sea rec- 
tangular. Si el ancho de la pieza es de 36 cm, ¿cuál debe ser la profundidad de 
la artesa para que conduzca la mayor cantidad de agua? Sol. 9cm. 


19. Una ventana en forma de un rectángulo coronado de un triángulo equi- 
látero tiene 5 m de perímetro. Calcular sus dimensiones para que deje pasar la 
cantidad máxima de luz. 


Sol. El rectángulo debe tener 1,17 m de ancho y 74 cm: de alto. 


20. Una esfera sólida pesa p Kg. ¿Cuáles el peso del mayor cilindro circular 
recto que puede cortarse de la esfera? 


Pp 
Sat. =Kg. 
v 3 

21. El lado (altura oblicua) de un cono circular recto es una constante 
dada a. Calcular la altura correspondiente al cono de volumen máximo. 

174 
vV 3" 

22. Una aceitera tiene la forma de un cilindro coronado de un cono con 
altura igual a 3% del diámetro. Demostrar que para una capacidad dada, se 


necesita la minima cantidad de material si la altura del cilindro es igual a la 
altura del cono. 


Sol. 


23. Dada la parábola y? = 8 x y el punto P(6, 0) en el eje, calcular las 
coordenadas de los puntos de la parábola más cercanos a J”. 


Sol. (Q=4), 


24. La base de un triángulo isósceles dado mide 20 cm y su altura mide 
8cm, ¿Cuáles son las dimensiones del mayor paralelogramo inscrito con un 
ángulo = arc tg *5, y con un lado en la base del triángulo? 


Sol. l0cm por $ cm. 


25. Un minero desea abrir un túnel desde un punto A hasta un punto B 
situado 80 m más bajo que A y 240 m al Este de él. Debajo del nivel de A es 
roca; arriba de este nivel es tierra blanda. Si el costo de la construcción del túnel 
es 30 pesos por metro lineal en tierra y 78 pesos en roca, hállese el costo del 
túnel. Sol. 12960 pesos. 


26. Según una ordenanza, el área del papel de un cartel no debe ser mayor de 
2.25 m?. Se desea que las márgenes sean de 15 cm arriba y abajo y de lO cm a la 
derecha y a la izquierda. ¿Qué dimensiones darán la máxima área impresa? 


Sol. 1,837 m por 1,225 m. 


27. Una corriente eléctrica fluye por una bobina de radio r y ejerce una 
fuerza F sobre un pequeño imán, El eje del imán está en una linea que pasa 
por el centro de la bobina y perpendicular al plano de ésta. La fuerza viene 

Poy 
5 ' 
(e 4x2) % 


de la bobina hasta el imán. Demostrar que F es máxima parax= Ur. 


dada por la fórmula F = siendo x la distancia desde el centro 
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57. Puntos de inflexión. Un punto de infleción en una curva es 
el que separa arcos que tienen su concavidad en sentidos opuestos 
(véase el Art. 55). 

Ién la figura 40, B es un punto de inflexión. Cuando el punto que 
deseribe una curva pasa por un punto de inflexión , la segunda derivada 
cambiará de signo en ese punto, y si es continua debe anularse. 
Luego, necesariamente , se verifica la siguiente igualdad : 


(1) En puntos de inflexión, 7” (x) = 0. 


Resolviendo la ecuación que resulta de (1), se obtienen las abscisas 
de los puntos de inflexión. Para determinar el sentido de la concavidad 
cerca de un punto de inflexión, basta calcular f(x) para un valor 
de z un poco menor que la abscisa en 
ese punto y después para un valor un 
poco mayor que ella . 

Si f(x) cambia de signo, tenemos 
un punto de inflexión , y los signos que 
obtenemos determinan si en la vecindad 
del punto la curva es cóncava hacia arri— 
ba o hacia abajo . 

Fig. 40 El lector debe observar que cerca de 

un punto donde la curva es cóncava 

hacia arriba (como en A) la curva está arriba de la tangente, y en 

un punto donde la curva es cóncava hacia abajo (como en C) la curva 

está debajo de la tangente. En un punto de inflexión (como en B), 
es evidente que la tangente atraviesa la curva. 

A continuación damos una regla para hallar los puntos de inflexión 
de la curva cuya ecuación es y = f (x). La regla comprende también 
instrucciones para examinar el sentido de la concavidad. 


Primer Paso. Se halla 1” (x). 

SEGUNDO PASO. Seiguala a cero 1 (x) , se resuelve la ecuación resul- 
lante y se consideran. las raíces reales de la ecuación . 

Tercer paso. Se calcula f(x), primero para valores de x un 
poco menores y después un poco mayores, que cada una de las raíces 
obtenidas en el segundo paso. Si f(x) cambia de signo, tenemos un 
punto de inflexión. 

Cuando f(x) es positivo, la curva es cóncava hacia arriba Es 


Cuando f(x) es negativo, la curva es cóncava hacia abajo *-*.* 


* Una manera de recordar fácilmente esta regla es tener presente que una 
vasija que tiene la forma de la curva cóncava hacia arriba retendrá (+) agua, y 
que una cóncava bacia abajo derramara (—) agua. 
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A veces conviene descomponer f(x) en factores antes del ter- 
cer paso 


Se supone que f'(2) y f(x) son continuas. La resolución del 
problema 2 que damos a continuación enseña cómo se discute un caso 
donde f'(2) y f(x) son infinitas. 


PROBLEMAS 


Hallar los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad de las siguientes 
curvas; 


1. y=3 xt-4x+1 
Solución. Fix) =3 xt—4x3+1. 
Primer paso. FU(x) =36 x?— 24 x. 
Segundo paso. 36 x?—24 x =0. 

“ x=% y Y =0 son las raices. 
Tercer paso. EM(x) = 36 x(x — %). 


Cuando x<0, f(x) 
Cuando % >x>0, f(x) =-—- 


' 
+ 


Fig, 41 


Luego la curva es cóncava hacia arriba a la izquierda de x =0 (A en la 
figura 41) y cóncava hacia abajo a la derecha de ese punto. 


Cuando ()<x< %, FM (x) =-—. 
Cuando x>%. /“(x) =>+. 


Luego la curva es cóncava hacia abajo a la ¡izquierda de x = 


(B en la fi- 


w9|t 


gura 41) y cóncava hacia artiba a la derecha de ese punto. 
Por tanto. los puntos A(O0, 1) y B(%, 47) son puntos de inflexión 
Evidentemente la curva es cóncava hacia abajo entre A(0, 1) y B(%, 67), 
y cóncava hacia arriba en todos sus puntos situados a la izquierda de Á ya la 
derecha de HB. 
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2, HaJlar los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad de la curva 


(y — 2)? = (x — 4). 


Solución. y his=0%. 
Primer paso. dy - ÚS (x— 4) —3. 
Ax: "3 
el AN A 
lr dd 


Fig. 42 Segundo paso. 


Cuando x =4, tanto la primera de- 
rivada como la segunda se vuelven infinitas. 


2 
Tercer paso. Cuando x< 4, du = +, 
dx? 
d2 
Cuando x>4, LY =—, 
dx? 


Luego. podemos concluir que la tangente en (4, 2) es perpendicular al eje 
de las x; quea la izquierda de (4, 2) la curva es cóncava hacia arriba, y que 
a la derecha de (4, 2) es cóncava hacia abajo. Portanto, (4, 2) es un punto 
de inflexión. 


Si. y=xt Sol. Cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 
4d. y=5%-2x-x. Cóncava hacia abajo en todos sus puntos. 
6. y = x. Cóncava bacia abajo a la izquierda y cón- 


cava hacia arriba a la derecha de (0, 0). 
bb y=x! Cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 


TV. y=2x4-3x*—30x4+25. Coóncava hacia abajo a la izquierda y cón- 
cava hacia arriba a la derecha de x = 4. 


8. y =2 x*— x!. 9, yx L 10. 34 
Xx Xx 


58. Método para construcción de curyas dadas por su ecuación. 
Ll método elemental de construir una curva cuya ecuación se da en 
coordenadas rectangulares, método al que el estudiante está ya acos- 
umbrado , consiste en despejar de la ecuación una de las variables, 
y (o 1), dar valores arbitrarios a zx (o y), calcular los valores corres- 
pondientes de y (o 2), señalar en el papel los puntos respectivos, y 
trazar por ellos una curva suave; el resultado será una aproximación a 
la eurva deseada. Ese procedimiento es en todo caso muy laborioso ; 
y cuando la ecuación de la curva es de grado superior al segundo, 
puede ser que no sea posible despejar de la ecuación el valor de 
y o de 2. Ordinariamente, todo lo que se desea es tener una idea 
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de la forma general de una curva, y el Cálculo diferencial nos suminis- 
tra métodos para poder determinar la forma de una curva con muy 
poco cáleulo numérico. 

La primera derivada nos da la pendiente de la curva en cualquier 
punto; la segunda derivada determina los intervalos dentro de los 
cuales la curva es cóncava hacia arriba o hacia abajo, y los puntos rle 
inflexión que separan estos intervalos; los puntos donde hay máxinio 
son los puntos altos de la curva, y los puntos donde hay mínimo son los 
puntos bajos. Como guía en su trabajo puede el esiudiante seguir la 
regla siguiente : 


Regla para construcción de curvas, empleando coordenadas rectan- 
gulares. 


PrimeR PAasO0. Se halla la primera derivada; se iguala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante al objeto de hallar las abscisas de los puntos 
máximos y mánimos. 

SEGUNDO PASO. Se halla la segunda derivada; se iguala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante a fin de hallar las abscisas de los puntos de 
inflexión . 

TErCcER PASO. Se calculan las ordenadas de los puntos cuyas absci- 
sas se hallaron en los dos primeros pasos. Se determinan tantos otros 
puntos como se necesiten para tener una noción suficientemente clara de la 
curva, Se construye una tabla tal como la que damos en el problema que 
se resuelve a continuación . 

CuaArTO Paso. Se señalan en un papel los puntos que se han. deler- 
minado, y se bosqueja la curva de manera de hacerla corresponder con los 
resullados de la tabla. 


Si el cálculo da valores grandes para las ordenadas, es mejor redu— 
cir la escala en el eje de las y de manera que la forma general de la 
curva se muestre dentro de los límites del papel. Debe emplearse 
papel cuadriculado. Los resultados deben arreglarse en forma de 
tabla, como se hace en los problemas resueltos. Ln esa tabla los 
valores de x= deben ordenarse de modo que sean algebraicamente 
crecientes. 


PROBLEMAS 


Construir las siguientes curvas, empleando la regla anterior. Hallar tam- 
bién las ecuaciones de la tangente y la normal en cada punto de inflexión. 


1. y=x-9x*4+?4x-?7. 
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Solución. Siguiendo la regla dada en la página anterior, tendremos: 


Primer paso. y=3x2-18x+2, 
3x2-18x+24=0, 
x=2, 4. 
Segundo paso. y" =6 x — 18, 
6x-—18=0. 
Tercer paso. x=3. 
xly|y | y! | Observaciones | ¡6 tdo 
o 7 | + | > a 
2 13|0 A ne hacia abajo 
3 |11j — | 0 |ptr. de infl. 
4| 9/0|+ mín. : : 
6l|290| +| + hacia arriba 


Cuarto paso. Marcando los puntos y bosque- 
Fig. 49 jando la curva, obtenemos la figura 43. 

Para hallar las ecuaciones de la tangente y la nor- 
mal a la curva en el punto de inflexión P1(3, 11). aplicaremos las fórmulas 
(1) y (Q) del Articulo 43. Se obtiene 3 x+y=20 para la tangente y 
3 y-x=30 para la normal. 


2, Hy=x* 3x9 + 1L 
Sol. Máx. (—1, 1%); min. (3, —1%); punto de infle- 
xión, (l, 0); tangente, 4x+y-—4=0; normal, 
x—4y-1=0. 
3. 6y=1-24x-15x?-2 x0. 
Sol. Máx. (—1. 2%): min. (—-4, —%); punto de infle- 
xión. (-%, Yz2). 
4. y=x=8x2 
Sol. Máx. (0, 0); min. (+2, —16); puntos de infle- 
xión (=%4vW 3, —*%). 
57 uy=51=sL 
Sol. Máx. (1, 4): mín. (—1, —4): punto de inflexión, 


(0, 0). 
— UR 
6 ¿Abr Tr 
Sol. Máx. (W3,VW 3): mín. (-W3, —vVW 3); pun- 
tos de inflexión (-3, —-%). (0,0), (3, %). 
T. y=x14+06x. 9. Jy=4x0-18x24+15 x. 


B. y=4+3x-—.*e 10. y= (x—a)3+b. 
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11. 12y=(x-1)*-24(x—1)?. 19. aty a 23 E, 


12. y= x?(9-— x?). E 
13. y =2x5-35 x2 20. ay = 04, 
14. y =3x5-5 y3. e 
15 =x5=5 y4 21. y= 84 
¿Yy=x xt, Ha 
16. y =x(x2-4)? 

A a 


4 
17. ay = +2. 
z 


23. x%y= (x? +1)2. 
18. ay=x*+ EA 
x 24. xiy+16 y — x? =0. 


59. Aceleración en un movimiento rectilíneo. En el Artículo 51 
hemos definido la velocidad en un movimiento rectilíneo como la rapi- 
dez de variación de la distancia con respecto al tiempo. Ahora defini- 
mos la aceleración como la rapidez de variación de la velocidad con res- 
pecto al tiempo. Es decir, por definición , 


du 
A ión =4a==— 
(4) Aceleración = a de" 


De (C), del Artículo 51, obtenemos también , por ser v= ss , que 


ds 
(B) a= dE" 


Según los Artículos 45 , 47 y 56, tenemos los siguientes criterios que 
se aplican a un instante i = to. 


Si a>0, v aumenta (algebraicamente). 

Si a< 0, » disminuye (algebraicamente). 

Sia>0yv=0, s tiene un valor mínimo. 

Sia<0 y v=0, s tiene un valor máximo. 

Si a =0 y cambia de signo de + a — (de — a +) cuando t 


pasa por to, entonces v tiene un valor máximo (mínimo) cuando t= to 


En un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado, a es cons- 
tante. Así, en el caso de un cuerpo que cae libremente bajo la acción 
de la gravedad, a = 9,8 m por segundo por segundo. Es decir, 
según (2) del Artículo 51, 
ds du 


du =98t, a=-=95,. 


a 2 = 
g=t9. .. dl 
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PROBLEMAS 


1, Se ha averiguado, experimentalmente, que si un cuerpo cae libremente 
desde el reposo en el vacío, cerca de la superficie de la Tierra, obedece aproxi- 
madamente a la ley s=4,9 12, siendo s el espacio (la altura) en metros, y t 
el tiempo en segundos. Calcular la velocidad y la aceleración, a) en un ins- 


tante cualquiera; b) al final del primer segundo; c) al final del quinto 
segundo. 


Solución. (1) s=4,9 22. 
a) Derivando, ds - 93 1, 
dt 
o sea, según (C) del Art. 51, (2) v=9,8 ¿ m por segundo. 
Derivando ota vez, de =9,8, 
t 


osea, por (A) del artículo anterior, (3) a=9,8m por (seg.)?, 


lo que nos dice que la aceleración de un cuerpo que cae es constante; en OLros 
términos, la velocidad aumenta 9,8 m por segundo en cada segundo que cae. 
b) Para hallar v y a al final del primer segundo, bastará sustituir t = 1 


en (2) y G). 
Tendremos: 
v=09,8m porsegundo, a =9,8 m por (seg.)?. 


c) Para hallar uv y a al final del quinto segundo, sustituiremos : = 5 en 


(2) y G). 
Entonces, uv =49m por segundo, a=9,8 m por (seg.)?. 


Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilíneos, calcular el espacio 
recorrido, la velocidad y la aceleración en el instante indicado. 


2. s=412-61t; t=2. Sol. s=4, v=10, a=8. 

3. s=1R20r1-16 (2; 1=4., s=224, v=-8, u=-—32, 
4d. x=32 1-84; t=2. x=32, v=0, a«= —16. 
5. y=6/12-218; 1=1. y=4, v=6 a=0. 

6. ra t=2. s=% v=%4 a=-— Az. 


YT. x=1612-20:t+4; 1=2. 
100—4t-81% 1=3, 


00 
“e 
ll 


__— 10 
Y. s=VÍt+=——; t=3. 
Vii 


10. s=V31+2; 1=2. 


m 
I 
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En los siguientes problemas, calcular la aceleración en el instante indicado. 
1. v=80-32t1; £=0. Sol. —32. 
13. 


a AR — 
v=s——; t=1. 
12. v=412—I01t; 1=2. 6. +1 
Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilineos, calcular el espa- 
cio recorrido y la aceleración en el instante en que la velocidad se anula por pri- 
mera vez. 


14. s=16 12 — 64 1 + 64. Sol. s$=0, a=32. 
15. s=120 1: —16 e?. 

1 ¿2514 1. 
16. s$=3c4 48. +1 


18. Una pelota que se lanza directamente hacia arriba se mueve según la ley 
s=2 1-50, 


si s se mide en metros y £ en segundos. 

Hallar: a) su posición y velocidad después de dos segundos y después de 
tres segundos; b) hasta qué altura ascenderá; c) a qué distancia se moverá 
en el cuarto segundo. 


19. Si la ecuación de un movimiento rectilíneo es s = Y 1 + 1, demués- 
trese que la aceleración es negativa y proporcional al cubo de la velocidad. 


20. Laaltura (s m) alcanzada en 1 segundos por un cuerpo lanzado ver- 
ticalmente hacia arriba con velocidad de v, m por segundo, está dada por la 
fórmula s = vit — l gr. Obtener una fórmula para la mayor altura que el 


cuerpo alcanza. 


21. En el problema anterior, supóngase ví = 50, g =10. Calcular: 
a) la velocidad al final de cuatro segundos y al final de seis segundos; b) la 
distancia recorrida durante el cuarto segundo y durante el sexto. 


22. Un coche hace un recorrido en lÚ minutos, moviéndose según la ley 


4 RA s de - 
s=100 12 — 5: midiendo f en minutos y s en metros. a) ¿Qué distancia 


recorre el coche? b) ¿Cuáles su velocidad máxima? c) ¿Qué distancia ha 
recorrido el coche cuando alcanza su velocidad máxima? 


Sol. a) 53000m; b) 770m por minuto; c) 2778m 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Construir la curva (4— 2 x +x29)y =2 x — x?, y hallar las ecuacio- 
nes de la tangente y la normal en cada punto de inflexión. 

Sol. Máx. (l, 4%). Punto de inflexión (0, 0): tangen- 
te, x—2y=0; normal, 2x+y=0. Punto de 
inflexión (2, 0): tangente, x+2y-—2=0: nor- 
mal, 2 x —y—4=0. 
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2, Cierta curva (la tractriz) es tal que la longitud de cada tangente desde su 
punto de contacto P(x, y) hasta su intersección A con el eje de las x es la 
constante c(AP = c). Demostrar: 


AR IES y ÓN 
a dx MW 7 gi , dx? (02 mm. y?) 2: 


3. Determinar el valor de k de manera que las normales en los puntos de 
inflexión de la curva y = k(x* —3)* pasen por el origen. 


l 
Sol. R “IYV7 


CAPITULO VIl 
DERIVACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES. APLICACIONES 


Ahora consideraremos funciones como 
sen2x, 3%, log (1 + a?), 


que se llaman funciones trascendentes para distinguirlas de las funciones 
algebraicas que hemos estudiado hasta aquí . 


60. Fórmulas de derivación; lista segunda. Las siguientes fórmu- 
las, que se agrupan aquí para referencia cómoda , se demostrarán en 
este capítulo. Estas y las dadas en el Artículo 29 abarcan todas 


las fórmulas para derivadas que se emplearán en este libro. 


do 
d dx d 
XxX q Un === (In v = log. v) 
d _ logedo 
Xa q 00% y) = > de 
a do 
XI a (a) =a ln az: 
d 14 , Ta 
Xla ELO =-ez 
XI — (u) = pj 4 y ip uu. w_ 
dx dx d. 
d du 
XII qe (sen Y) = cos Vd: 


XIV (cos v) = — sen ¿E á 
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d == 
>.9' qe (48 v) = sec dE 
d , dv 
XVI q (“te v) = — «esc Vd: 
XVII — (seo v) = sec v tg E z 
d dv 
XVII q (esc v) = — esc y ctg VA: 
d dv 
XIX de vers v= sen vk ¿ 
du 
d dx 
XX a AS 
do 
d dx 
XXI E (arc cos v) = — PA 
de 
d Xx 
XXu q (ero tg uv) = Ta 
du 
d dx 
XXII qe (ere ctg y) = — IF 
do 
du dx 
XXIV ql (Areso) = 
de 
d dx 
XxXV qx (arc esc y) = EPs => 
dv 


24 (arc vers v) = EEN 
dx vVav—u" 


61. El número e. Logaritmos naturales. Uno de los límites más 
importantes es 


XXVI 


1 
*= 
(1) ma (1+2x) 2,71828..... 


FUNCIONES TRASCENDENTES 107 


Este límite se representa por e. Demostrar rigurosamente que tal 
límite e existe, queda fuera del propósito de este libro. Por ahora 
nos contentaremos con trazar el lugar geométrico de la ecuación 


(2) y= (1+2) 


1 
y hacer ver, por la gráfica , que cuando 2>0 la función (1 + 2)" (=y) 
toma valores en la vecindad de 2,718... y que e=2,718..., apro— 
ximadamente. 
Por la tabla adjunta vemos que cuando > 0 por la izquierda , 
y disminuye y tiende hacia e como límite, y cuando —>0 por la 
derecha , y aumenta y tiende igualmente hacia e como límite. 


x y x y 
10 1,2710 

5 1,4310 

2 1,7320 

1 2,0000 

0,5 2,2500 || — 0,5 4,0000 
0,1 2,5937 || —0,1 2,8680 
0,01 2,7048 || — 0,01 2,7320 
0,00 


1 | 2,7169 || —0,001| 2,7195 


Fig. 44 


La igualdad (1) la usaremos en el Artículo 63. 

Cuando >+%w, y tiende hacia 1 como límite, y cuando 
x>-—1 por la derecha, y aumenta sin límite. Las rectas y = 1 
y z=-— 1 son asíntotas (fig. 44). 

En el Capítulo XX daremos un método para calcular el valor de e 
con un número cualquiera de cifras decimales. 

Los logaritmos naturales o neperíanos son los que tienen por base 
el número e. Estos logaritmos desempeñan en las Matemáticas un 
papel muy importante. Para distinguir los logaritmos naturales de los 
vulgares, cuando la base no se enuncia explícitamente, emplearemos 
la siguiente notación : 

Logaritmo natural de v (base e) = In v. 
Logaritmo vulgar de v (base 10) = log v. 


Por definición , el logaritmo natural de un número N es el expo- 
nente x= en la ecuación 


(3) éF=N; esdecir, z=1n N. 


Siz=0,N=1 y Inl=0. Siz=1, N=eé y Ine=1. 
Siz>-—%, entonces N > 0, y escribimos ln 0 =— %, 
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El estudiante está acostumbrado al uso de tablas de logaritmos 
vulgares, donde la base es 10. El logaritmo vulgar de un número N 
es el exponente y en la ecuación 


(4) 10/=N, o sea, y= log N . 


Hallemos la relación entre ln N y log N. 
En (3) tomemos logaritmos de base 10 en ambos miembros. En- 
tonces, según (2) del Artículo 1, tendremos : 


(5) x log e = log N. 


Despejando x y teniendo en cuenta que según (3) es igual a ln NY, 
obtenemos la relación deseada , 


_log N 
(4) In N= e” 


%s decir, el logaritmo natural de un número cualquiera se obtiene 
dividiendo su logaritmo vulgar por log e. 
La ecuación (4) puede escribirse 


(6) log N = log e- ln N. 


Por tanto , el logaritmo vulgar de un número se obtiene multiplicando 
su logaritmo natural por log e. Este multiplicador se llama el mó- 
dulo (= M) de los logaritmos vulgares. 


Según las tablas, log e = 0,4343 y ms = 2,303. 
La ecuación (4) puede ahora escribirse 
(7) ln N = 2,303 ¡og N. 
Conviene tener a mano unas tablas de logaritmos naturales. 
62. Funciones exponenciales y logarítmicas. La función de x que 
se define por la ecuación 


(1) y=e (e =2,718...) 


Y 


se llama función exponencial. Su gráfica es 
la de la figura 45. La función es creciente 
para todos los valores de x, como vamos 4 
ver más adelante, y es continua en todos sus 
1] Z Puntos. 

De (1) tenemos, por definición , 


Fig. 45 (2) x= Ín y. 
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Las funciones e* y ln y son funciones inyersas (Art. 39). Permu- 
tando r y y en (2) tenemos 


(3) y=ihzx, 


en la que y se llama función logarítmica de x. Su gráfica es la de la 
figura 46. La función no está definida para valores negativos de x< ni 
para 1 =0. Es una función creciente para todos los valores de 2>0, 
y es continua en todas sus partes. ls decir 
(Art. 17), para cualquier valor a de x mayor 
que cero 


(4) lím la == In a. 


—« 


Cuando z—>0, según hemos dicho, y >-—%, 

El eje de las y es una asíntota de la curva. 
Las funciones au* y loga x (a > 0) tienen Fig. 46 

las mismas propiedades que e” y ln zx, y sus 

gráficas son semejantes a las curvas representadas en las figuras 45 y 46. 


63. Derivación de la función logarítmica. 
Sea y =/In 1. (v> 0) 


Derivando según la regla general (Art. 27), considerando » como 
la variable independiente, tenemos 


PRIMER PASO, y + Ay = In (v + Av). 


SEGUNDO PASO. Ay= In (v+ Av) — In v 


a v HAY _ Av 
(E )- In (1+ q 


Según (2), Art. 1 
1 1 Av 
TERCER PASO. AY E lnf14+=). 
Av Av Y 
Según vimos en el Artículo 16, no podemos hallar el límite del 
segundo miembro tal como está , puesto que el denominador Av tiende 
a eero. Pero podemos transformar la expresión como sigue : 


Ag LA Av 
Av v 2 (1+ >) 


| Mutriplicando por | 
v 


v 


Av 
= ESA (1+ e) : Según (2), Art. 1 


D 
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La expresión que sigue a ln tiene la forma del segundo miembro de 
la iguaidad (2) del Artículo 61, con 2 = br , 


C dy 1 pl 
'TABTO PASO. 0 In e == 
du v " 


Au—>30 


Cuando Av—=0, se — 1, Hásgs. lim (1+ Auyés =p, según (1) 
del Art. Ól. id (4) del Art. 62, tenemos el resultado. 


Puesto que v+ es una función de x y se desea la derivada de ln » 
con respecto a 1, debemos emplear la fórmula (4) del Artículo 38 
para derivar una función de función; a saber, 


di” du dx' 


Sustituyendo el valor de Z según el resultado del cuarto paso, 


obtenemos 
du 
d dx 1 do 
X qe <= R 


La derivada del logaritmo natural de una función es igual a la deri- 
vada de la función dividida por la función (o a la derivada de la función 
multiplicada por su recíproca). 

Puesto que log » = log e In », tenemos inmediatamente, según 
IV «lel Artículo 29, 


a log e de 
Xa qx 008 1) = A de 


64. Derivación de la función exponencial. 
Seu y=a'. (a > ()) 
Tomando logaritmos de base e en ambos miembros, obtenemos 


lhny=»w!Inae, 
O sen, v= =-— + Iny. 


Derivando con respecto a y según la fórmula X, resulta : 


do_ 1 1 
dy Ina yo 
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De (C), del Artículo 39, que trata de las funciones inversas, 
obtenemos 


dy 
dy — »a-4L, 
O sen, 
dy e 
(1) qy = 1M4-4. 


Puesto que y es una función de x= y queremos hallar la derivada 
de a” con respecto a 2, emplearemos la fórmula (4) del Artículo 35. 
Así obtenemos : 


AN PA 

x dx 

e e y, To 

XI PA qe (0) =1m aa. q. 


Cuando a=e, ina=Ilne=1, y XI ee convierte en 


Xla (e) ==. 


La derivada de una constante elevada a un exponente variable es igual 
al producto del logaritmo natural de la constante por la constante elevada 
al exponente variable y por la derivada del exponente. 


65. Derivación de la función exponencial general. Demostración 
de la regla de potencias. 


Sea y =u”. (u > 0) 
Tomando logaritmos de base € en ambos miembros, 
Iny=wIlnw, 
O sen, y=e tr", Según (3), Art. 61 
Derivando según la fórmula XI a, 


dy 


d 
gl ga 
+ li qe In u) 


=p tm" (za uz) según V y XxX 


| 
e 
PR, 
aja 
qn i= 
+ 
s 
S|> 
Kar 
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De donde, 
d ui — u- ¿Av 
XII Po (u*) = vu E + ln u- u es 


La derivada de una función con un exponente variable es igual a la 
suma de los dos resultados que se obtienen derivando en primer lugar 
según VI, considerando el exponente como constante, y después deri—- 
vando según XI, considerando la función como constante. 


Sea » = 52, una constante cualquiera ; entonces XII se reduce a 


a MY = -¡ Qu 
q) == me dz 


Así queda demostrado que la regla de potencias VI es cierta para 
un valor cualquiera de la constante ». 


EJEMPLO l. Derivar y = ln (x? + a). 

do. EN 7 (0? + a) 

dx 2 +4 
[u=x*+a.] 


2x 
X+uo 


Solución, según X 


EJEMPLO 2. Derivar = log 


1 E 
Solución, Según (2), pág. 3, podemos escribir 
y=1lo0g2 x — log (1 + x?). 


Entonces Y DEL 2 LES LF 0+s%) o según UI y Xa 
l lx l= y? 
=] a A 1 e 
og e (- Es) SEE 
EJEMPLO 3. Derivar y = a3x?, 
Solución, dY In a. ar A (3x2) según Xl 
dx dx 


2 
=bxIna a”. 


EJEMPLO 4. Derivar y = ber +2. 


Solución. dU =p qe +2) según IV 

dx dx 

= bec* rel (0 + y?) según Xla 
x 


=1 bx +7. 


FUNCIONES TRASCENDENTES 113 


EJEMPLO 5. Derivar y = x*%. 


Solución. dy eryor—1 2 (a) + x% In LE (ez) según XII 
dx dx dx 


ex l + xl ln x . et 
grx 1 + In ). 
x 


66. Derivación logarítmica. Á veces, en la derivación de las fun— 
ciones logarítmicas, en vez de aplicar inmediatamenie X y Xa es 
posible simplificar el trabajo, empleando una de las fórmulas de (2) del 


Artículo 1. Siempre que esto sea posible es conveniente emplear esas 
fórmulas. 


EJEMPLO 1. Derivar y = In VT= x2 


Solución. Empleando (2), Art. 1, podemos escribir esta expresión sin 
radicales como sigue: 


y = Y In (1 — x2). 


Entonces es = 7 A según X 


LOEMPLO 2. Derivar y= In NE ta 


Solución. Según (2), Art. 1, tendremos: 


y = 14 [In (1 + x?) — In (l — x?) ]. 


Ur, LD 
Entonces a e ME a a según 111 y X 
dx 2 lI+x? l— y? 
+ x E a 
METAL | — xf 


Para derivar una función exponencial, especialmente cuando se 
trata de una variable con un exponente variable, lo mejor es, en 
primer lugar, tomar el logaritmo natural de la función y después 
derivar. Así, el ejemplo 5 del Artículo 65 se resuelve con mayor 
elegancia como sigue : 


EJEMPLO 3. Derivar y = xe?. 
Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 


In y =.e* In x, Según (2), Art. 1 
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Derivando ambos miembros con respecto a x, resulta 


dy 
dx = eL (nx) + In x-L (er) según X y V 
y dx dx 
aL tax..t, según X y Xla 
e 
O sea, ¿= y (L+ tm x) 
dx x 


= prx0r ( + In x). 
x 


EJEMPLO 4. Derivar y = (4 x2—7)2+V22=5, 

Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 
Iny=(24+ Vx2- 5) In (4 x? — 7). 

Derivando ambos miembros con respecto a x, resulta 


ld 
rr (+ 13773) 3385 +in (437) 75 


dé a ¿l4Y42-3D), 1462-27) 
ar =| 4 x?-7 dr Vx —5 


En el caso de una función que consta de varios factores, a veces 
conviene tomar logaritmos naturales y , antes de derivar, simplificar 
según (2), Artículo 1. Asf: 


GD (2) 
(x —3) (x —4) 


EJEMPLO 5. Derivar y = 


Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 
In y = Y [In (x—1) + In (x—2) — In (x—3) — In (x — 4)]. 


Derivando ambos miembros con respectoa x. 


ldy_ 1 1 LA ] 
lt x-3 x-—34 
7 2x2-10x +11 
(=D (x-2) (x-3) (x - 4) ' 
dy 2x2-10x +11 
O sea, E 


A E EN 
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PROBLEMAS 


Derivar cada una de las siguientes funciones. 


1. 


2. 


y = In (ax + b). 

y = In (ax? + b). 

y = In (ax +b)?. 

y = In axt. 

y = In x?. 

y = In? x [= (In x)?]. 


y=In (2-3 x2+4). 


2 
y = log. 
7 
2 
=] Xx 
K TA 
y=InwW9-2x?. 
y = In (ax Wa + x). 


f(x) =x In x. 


FO) =In(x+VW1+x3. 


Si [atbs 
S » a — bt 


f(x) = x? In x?. 


y=e" 

y = 107, 

y=er, 

ae 
ez 

s = eN 


Sol. 


dy 
dx 


Fa = 


ds 


do a—=br 


x 


Ole M_ 
215-3244" 


_loge. 


x (+12) 
=2x 
9-2 x2 
AS 2a+3x é 
2x(a+x) 
f(x) =1 + In x. 


a 


x 
2 


b 


In? x 


1 


VIH x? 
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F (0) =2 x(1+2 In x). 


dy 
dx 


dY = p 1072 in 10. 
dx 


dy 


=2xer?, 
dx 
dy =-— 2 
dx ez 
di _ 2% 
db 


= net, 
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21. 2=» Y 
22. u= ses, 
23. y=£ 
u 
In x 
24. = — 
sl x 
25. y= In (x?e*). 
*= 1] 
26... y === 
a er—+1 
27. y = x?e-%, 
do EN 
28 yal 
29. y = EE 
ee. 
30, s =P 
q 
2 
E a pc ll 
Vxitl+x 
SUGESTION. 
32. y=x, Sol. 
33. y=xY" 
34. s=(2). 
t 
Y 3x+a 
35. y ——_——__— 
Vix+b 
y VA? 
36. y = ———=., 
xV4— y? 
37. y=x"(a+bx)m. 
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y! 


lt= 


ds 


Sol. 2 =25pY la y. 
dy 
dl 0s(s41) 
dv _e(u—1) 
du u? 
dy l= In x 
dx x? 
d 2 
— = — 1 
dx dl 
dy _ 2er 
dx (e +41)? 
dY = ¿-2(2 x—x2) 
x 
pto 
dy _ 4 
dx (el + e-2)2 
ds _2-—4In+t 
dt pi 
=2 
PA __—Ó 
Vx l 


En primer lugar hacer racional el denominador. 


=x*(1+ In x). 


xWz (2 +1In x) 


2V x 


(Y (es) 
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En los problemas 38 a 47 hallar el valor de ey para el valor dado de x. 
x 


38. y=1In(x2+2); x=4. Sol. y'=%. 
39. y=lo0g (4x-3); x=2. y! = 0,3474. 
40. y=xInV x+3; x=60 y! = 1,4319. 
dl. ya o Y". y! =0, 
42. y=2X; x=4 y” = — 0,0483. 

x 

as 46. y = (2): x=3. 

43. y= A Y x 

x+1 
A A A YAA 


qe Y TAS 
— 7) 1 
45. y =107%; x=4. MEJSEE 


2 
Hallar e para cada una de las siguientes funciones: 


48. y = In cx. 52. y= In*—4 
49. y= en, x+a 
50. = x Inx. 

a 53. y=2. 
51. y = ex, q 


Derivar cada una de las siguientes funciones: 


Ele 4 E 58. eNz In Vx. 
a a 
———— 54. 10! log t. 
In Va 1? 
55. E A 
60. (ae)””. 
x? + a? 
56. log NETA 61. 2s s?, 
57. in —==— 62 ye 
V21+3 j de 


67. Función sen X. La gráfica de 
(1) y = sen x 


es la representada en la figura 47. Todo valor de x se supone dado 
en radianes (Art. 2). 

Así, para 2=1, y =sen (1 radián) = sen 577” 18 = 0,8911. La 
función sen x cstá definida y es continua para todos los valores de -. 
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Es importante notar que sen z es una función periódica cuyo período 
es 21. En efecto, 
sen (1+ 2 1) = sen 2. 
Es decir, cuando el valor de z se aumenta en un período , el valor 
de y se repite. 
La periodicidad de la función tiene la siguiente interpretación en la 
gráfica de la figura 47: La porción de curva para valores de x desde 


Fig. 47 


O hasta 27 (arco OQBRC en la figura) puede desplazarse paralela— 
mente a OX, hacia la derecha 0 hacía la izquierda, una distancia igual 
a un múltiplo cualquiera del período 2x1, y en su nueva posición será 
una parte del lugar geométrico. 


sen X 


68. Límite de cuando * >0. Antes de derivar sen x (AÁr- 


tículo 69) es necesario demostrar que 


(B) mel, 
—0 x 
Este límite no se puede hallar por la regla del 
Artículo 16. Para su cálculo utilizaremos pro- 
piedades estudiadas en Geometría y Trigono- 
metría . 
Fig. 48 Sea O (fig. 48) el centro de un círculo de 
radio unidad. Sea x= el ángulo AOM medido 
en radianes, Puesto que el radio es la unidad , el arco AM = z. 
Tomemos el arco AM! = arco AM, y tracemos MT y M'T tan- 
gentes a la circunferencia en M y M', respectivamente. Por Geo- 
metría , 


MM'< are MAM'< MT + M'T. 


O sea, por Trigonometría , 
2sn1<21<2tgx. 
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Dividiendo todos los miembros por 2 sen zx, obtenemos 


z 1 


1< < é 
sen (0527 


Reemplazando cada término por su recíproco e invirtiendo los 
signos de desigualdad, tenemos 


sen YT 
1> => 08 £. 


sen T 


Ahora bien; cuando x es pequeño, el valor de queda com- 


. 


prendido entre 1 y cos z. Y como cuando z => 0, el límite de cos x 
es igual a cos) = 1, puesto que cos = es continua para 1 = 0 (véase 
el Art. 17), resulta demostrada la igualdad (B). 

Es interesante vbservar el comportamiento de esa función por su 
gráfica, el lugar geométrico de la ecuación 


sen z 


Fig, 49 


La función no está definida para x= 0. Sin embargo, si le asig- 
namos el valor 1 para x= 0, entonces la función está definida y es 
continua para todos los valores de x (véase el Art. 17). 


69. Derivada de sen v. Sea 
y = sen y, 

Según la regla general (Art. 27), considerando v como la variable 
independiente, tenemos 

PrIMER PASO. y + Ay = sen (vu + Av) . 

SEGUNDO PASO. Ay = sen (v + Av) — sen y. 

Para poder calcular el límite en el cuarto paso debemos transformar 
el segundo miembro. Con este fin empleamos la fórmula de (6) del 
Artículo 2, 

sen A —sen B=2c08 4 (4 + B) sen l6(4— B), 
haciendo 4=v+ Av, B=v. 
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Entonces 
(A+ B)="+ LA, (1—B)= Av. 


Sustituyendo, 


sen (v + Av) — sen v = 2 c0s (v + lá Av) sen 15 Av, 


Luegu Ay = 2 cos ( + 7) sen La S 
2 2 
son AY 
- AO md y A 2 
TERCER PASO. Pt cos ( + 9 ) da * 
2 


s du 
CUARTO PASO. 7 = CUSV. 
do 


Puesto que: / sen Au 
= 


= 1, segun el Art. 058, y lím cos (u ES $) cos VA 
Ar—0 2 


ak : dy 
Sustituyendo en (4) del Artículo 38 este valor de A obtenemos 


do 
dy - du 
de — 0080 Gz. 
A: do 
XII be qe (sen v) = cos y de * 


Se deja abora al estudiante el enunciado de las reglas correspon— 
dientes. 


70, Otras funciones trigonométricas. Lu función cos x está defi- 
vida y es continua para cualquier valor de . Es periódica, y su 
período es 21. La gráfica de 


Y = COS z 
se obtiene de la figura 47 , correspondiente a sen z, tomando eomo 


eje de las y la recta == 4 x. 
Por la gráfica de 


y=tg1, 


representada en la figura 50, se ve que la función tg x es discontinua 
para un número infinito «de valores de la variable independiente z; 
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a saber, cuando 1= (n+1l%)x, siendo n un número entero cual- 
quiera positivo o negativo . 

ln realidad, cuando => lá x, tg x se yuelve infinita. Pero de la 
relación tg (1 + x)= tg 7 vemos que la función tiene el período x, 
y los valores 7 = (n+ 25) x difie- 
ren de 12 en un múltiplo de pe- 
ríodo . 

La función ctg x tiene el perío— 
do xa. Jistá definida y es continua 
para todos los valores de x= con 
excepción de z=nx1x, siendo n 
cualquier número entero como an 
tes. Para estos valores ctg x= se 
vuelve infinita. 

Por último, sec = y ese zx son periódicas, cada una con el perío— 
do 27. La primera es discontinua solamente cuando y = (n+ l3)x, 
y lu segunda solamente cuando »=mnx. Los valores de x para los 
que estas funciones se vuelven infinitas determinan en las gráficas asín— 
totas vertienles. 


Fig. 50 


71. Derivada de cos v. Sea 


Y = Cos». 


Según (3) del Artículo 2, podemos escribir 


AN E 
y =wen (y —v). 


Derivando según la fórmula XUI, 


A $ GUI 6 (E DRA 
de “Na del 2 


tl 
Ga 
l] 

107] 
Jn, 
la 
| 
= 
Sa 
A 
| 
A| 2 
2 j= 
a 


du 
= — sen V>—. 
de 


[ Puesto que cos (5 =- o) = sen v. según (3), Art. 2. ] 


XIV e SE (cos v) = — sen _ - 
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72. Demostración de las fórmulas XV a XIX. Estas fórmulas se 
establecen fácilmente si expresamos la función de que se trata en tér— 
minos de otras funciones cuyas derivadas se han hallado. 


Demostración de XV. Sea 
Y =tg0V. 
Según (2), Artículo 2, podemos escribir 


sen y 


de cos v' 
Derivando según la fórmula VII, 


COS Y de (sen v) — sen E (cos 1) 
dy _ de dx 


dx cos? v 


du dv 
cos? vd + sen? y — 


= E de 
= cos? y 
7) 
= H— = sec? o. Según (2), Art. 2 
8 , du 
XV E POS v) = sec Vd: 


A fin de demostrar las fórmulas XVI a XIX, derívese la forma que 
se da a continuación para cada una de las funciones que siguen . 


XVI. ctgvu= a XVI. sec» = . XVII. cscu= e 
tg v COS Y sen y 


XIX. seno verso v = vers y = 1 — cos v. 


Los desarrollos se dejan como ejercicios . 


73. Observaciones. Para establecer las fórmulas 1 a XIX hemos 
tenido que aplicar la regla general (Art. 27), solamente para las si- 
guientes funciones : 


1061 se (u+vu—w) = Z + e - 2 - Suma algebraica. 


d du du 
V > (uv) = u a+ Vaz: Producto. 
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y La — Y de 
VII z E = a o Cociente. 
lv y 
VII E = E ) Se. ifnción de función. 
IX Y = — Funciones inversas. 
dy 
do 
Xx se (ln 0) = —: Logaritmo. 
d,. du = 
XILI de (sin v) = cos vd Seno. 


No sólo dependen de éstas todas las otras fórmulas que se han 
deducido , sino que todas las que vamos a deducir dependen también 
de ellas. Por esto vemos que el establecimiento de las fórmulas funda- 
mentales de derivación envuelve solamente el cálculo de dos límites de 
alguna dificultad , a saber, 

sen Y 


= ú Art. 
a > 1 según el Art. 68 
1 
y lím (1+v)" =e. Según el Art. 61 
v—0 
PROBLEMAS 


Derivar las siguientes funciones: 
1. y= sen ax?, 
Solución, dy = cos ax? L (ax?) según XII 
dx dx 
[uv = ax?.] 


= 2 ux cosux?, 
2, y =te Y lI=x. 


Solución. dy = sec? TZ (l=x)%4 según XV 
dx dx 
A al 
=s0YVI=x- M4 (1l—=x)-% (-1) 
_ sect Vi—x 


12vV l=x 
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3. y=cos? x. 
Solución. Esta función puede escribirse en la forma 
y = (cos x)%. 
dy = 3 (cos x)? a (cos x) según V1l 
dx dx 
lu=co0s x y n=3.] 
=3 cos? x(— sen x) según XIV 
= — 3 sen x cos? x, 
4. y= sen nx sen” x. 
Solución. dy - sen nx q (sen x)'" + sen" x a (sen nx) según V 
dx dx dx 
lu =sen nx y uv =sen" x.] 
= sen nx .nísen x)"-? a (sen x) 
dx 
+ sen” x cos nx (nx) según VI y XIII 
Xx 
= py sen nx . senil x cos x + mn sen” x cos nx 
= n sen''-1 y(sen nx cos x + cos nx sen x) 
= n sen'=1 x sen (n +1) x. 
5. y =senasx. Sol. y*=a cos ax. 
6. y=3c052 x, y!'= —6sen?2, 
Te ¿21834 s!=3 sect3r. 
du v 
8. u=2ctg Y, —= — sor, 
di du 2 
9. y=secádx. y! =4sec4x tgdx. 
10. 6 =auacsc bé. 9 = — ab csc bú ctg bA 
11, y = ls sen? y. y! =sen x cos x. 
A d — sen2t 
12. s=vV cos2t. A 
toy cos?! 
=> do seci3 0 
13, o=Vtg30, q 
do (1g30)% 
4 dy _ —1tgx 
1 UA A due A 
Y sec x V sec x 
15, y=xcos x. y! =c08x — x Sen x. 
16. f(4) =tg 4-0. F (0) = tg? 0. 


17. 


18. 
19, 
20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 


28. 


29. 
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- sen AN 
0 
y =sen2xcos x. 
y = In sen ax. 
y = ln Vicos2x. 
y = eu sen bx. 
s=.e-lc0s21t. 
y = In 83: 
y= NES 
l — sen x 


f(0) = sen (0 + a) cos (0—a). 
f(x) = sen? (1 — x). 
o=YUtg0—tg0+0. 


xsenz, 


(cos x)*. 


y 
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de _ 0 cos 0 — sen 6 

0 q? ; 

y! =2 c082 x cos x — sen? x sen x. 
y! = a ctg ax. 

y! =-—tg2x. 

y! = enr(a sen bx + b cos bx). 
s!= —e-1(2 sen21t+<co0s21). 
y=v cg 5 sect. 

y! = secx, 

F'(0) = cos 2 0. 

F(x) =-—2senl(a—x) costa—x). 
0! = tg*0. 


dy - al + cos x In x). 
dx se 


y! = y(Incosx — x tgx). 


Hallar la segunda derivada de cada una de las siguientes funciones: 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


eaz sen bx. 


dx? 


d?y 
y = sen kx, Sol. Z2= — k? sen kx. 
dx? 
d?0o 
= lí, =- 
o 14 cos20 763 cos20 
deu 
u=tgu. — = 12 sect y tg o 
g do? g 
2 
y =x cosx. 4 —2snx—xcosx. 
dx? 
y= nx dy _2senx=2x cos x— x? sen x 
por a x? : 
2 
s =el cost. dis ——Zetsent. 
2 
2 
s=e-tsen2t. E — ei sen2 144 co52 1). 


d%Y — ear[ (a? — b?) sen bx +2 ab cos bx] 
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Hallar Y en cada una de las funciones siguientes. 
x 


sen (x — y) 


38. y=cos (x — y). Sol. a 
sen (x= g)—/1 


dy 

dx 
39, ev =sen (x + y). eN A E 
dy = 1 
dx 


40. cos y = In (x + y). de TEMA sSny 


En los problemas 41 a 50, hallar el valor de ee para el valor dado de x 
x 


(en radiantes). 


41, y=x-—cosx; x=, Sol. y! = 1,841. 

42. y=x sen: x=2. yg! = 1,381. 

43. y=Incosx; x=0,%. y! = — (1,546. 

4. y=Í: x=-0,5. y! = — 3,639. 

Xx 

45. y =senxcoslx; x=l. y! = — 1,754. 

46. y=InVitgx: x=%la. y!=1. 

47. y=e"senx; x=2. y! = 3,043. 

48. y= Me? cosrax: x= l. y! = 3,079. 
+ 

49. y=5e sen Y; x=2. y! =—21,35. 
_z 

50. y=10e Wsen3 x: x= l. y! = —-27. 


74. Funciones trigonométricas inversas, De la ecuación 
(1) y = sen í 


sé deduce que *%x es la medida en radianes de un ángulo cuyo seno es 
igual a y*'. Para un ángulo central en un círeulo de radio unidad, 
x es también igual ul arco interceptado (véase el Artículo 2); luego la 
proposición que hemos puesto entre comillas se abrevia así ; 


(2) Y = Arc sen y, 
que se lee “x es igual a un arco cuyo seno es y*”. Permutando 
xy yen (2), obtenemos 

(3) y = arc sen í, 
que se llama la función inversa de seno de x. Está definida para todo 


valor de x numéricamente menor que l o igual a 1. De (1) y (2) 
se ve que sen y y arc sen y son funciones inversas (Art. 39). 
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Muchos autores escriben la ecuación (3) en la forma y = sen”? x, que se 
lee ''el seno inverso de x'', Creemos que esa notación no conviene porque 
send y, asi escrito, podria leerse como sen x con el exponente — 1, 


Consideremos el valor de y que corresponde en (3) a 2= Ll; 
tendremos : 
(4) y = are sen »5. 


Un valor de y que satisface (4) es y = ) 1, puesto que 
sen lía = sen 307 = 4, Un segundo valor es y = % 1, puesto 
que sen a = sen 150% = 4. Cada una de estas soluciones admite 
la adición o sustracción de un múltiplo cualquiera de 2 1. 
Luego el número de valores de y que salisfacen (4) es 
infinito. Por esto se dice que la función arc sen x es 
*“ multiforme *”. 

La gráfica de arc sen x= (fig. 51) muestra bien esta 
propiedad. Cuando x= 00M, entonces 


y =MP,, MP2, MP3, ..., MQ1, MQ», 


Para la mayor parte de los problemas que se presentan 
en Cálculo infinitesimal es permisible y aconsejable elegir 
uno de los muchos valores de y. Elegimos el valor entre 
—Ma y Ma; es decir, el de menor valor numérico, 
Asi, por ejemplo, 


(5) aresen = lx, aresen 0=0, aresen (—1)= — Y rx. 


La función arc sen z es ahora uniforme, y si 
(6) y = arc sen x, entonces —"ha=y=hk rx. 
En la gráfica nos limitamos al arco QOP, 


De la misma manera cada una de las funciones trigonométricas 
inversas puede hacerse uniforme. Así, para arceos z, si 


(7) y =arccos Xx, entonces 0O=y=x. 


Por ejemplo, areccosj=)x, arecos (—4)=%x, 
are cos (— 1)=x. 


De (6) y (7) tenemos ahora la identidad 


(8) arc sen T + arecosi= Ur, 
ln la gráfica de arc cos x= (fig. 52) nos limitamos al Fig. 52 
arco QPP. 


Más adelante daremos definiciones que determinan un valor único 
para cada una de las otras funciones trigonométricas inversas. 
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75. Derivación de arc sen v. Sca 
Y = arc sen»; (—ha=y=%Yn) 
entonces V = sen y. 


Derivando con respecto a y, según XIII, 


A 
dy = COS Y; 
luego, o = a. a Según (C) del Art. 39 


Y puesto que » es una función de 2, tendremos, según (4) del 
Artículo 38, 


cos y = V 1—sen? y = Y 1 —u?, tomándose el signo po- 
sitivo del radical, puesto que cos y es positivo para todos los 


T TI , . 
valores de entre — = y L, ambos inclusive. 
Y 2 > 


de 
O: dx 
Eu ra 
z dy 1 z 
= / _ e — 
Si y = are sen 7, Y e La gráfica es 


Fig. 5l 


el arco QP de la figura 51. La pendiente es infinita en 
QyP, y es la unidad en O. La función es creciente (y' > 0) por todo 
el intervalo desde =— 1 hasta 2=1. 


76. Derivación de arco cos v. Sea 


y = Are Cos Y; (0=Sy=1) 
entonces Y = COS y - 
Derivando con respecto a y según XIV, 
dv 
dy = — sen y; 
luego E == Sp Según (C), Art. 39 
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Y puesto que » es una función de x, tendremos, según (4) del 
Artículo 38, 


positivo del radical, porque sen y es positivo para 
todos los valores de y entre U y 7, ambos inclusive. 


E y = WI —cos? y = Y 1—u?, tomándose el E 


do 
d dx 
XXI ss —Blatecos y): ==- ==”, 
ax! ENE Er 
Si y = are cos 2, entonces y' = — > Cuando + aumenta 
V1i—at 


de —1la +1 (arco PQ de la figura 52), y disminuye de x a 0 
(y' < 0). 


77. Derivación de arc tg v. Sea 


(1) y = are tg »; entonces 
(2) v=1t8 Y. 


La función (1) se hace uniforme si elegimos el menor valor numérico 
de y ; es decir, un valor entre — lóx y!lóx, 
correspondiente al arco A%B de la figura 53. 
Asimismo, cuando v=>-—w=w, y >—l3x; 
cuando 1 >+ 2%, y>)x;0sea, simbó- > 
licamente, 


(3) arc ta (+)=4%n, 
Y 


are tg (— m)=— la. 


Derivando (2) con respecto a y, según XV, 


dy 1 
dv — sec? y 


Según (C) del Art. 39 


Puesto que v es una función de z, tendremos, según (A) del Ar- 
tículo 38, 


== ——_—_—_—_— — ko 
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De donde, 
dv 
XXI - (arc tg v) = + 


Si y = arc tg 7, entonces y' = 2 Y la función es creciente 


=P 


para todo valor de z. 


: 1 á E 3 a 
La función arc te 7 es un buen ejemplo de función discontinua. 


- . 1 
Limitándonos a una rama de la gráfica de y = arc tg y » Vemos en la 


figura 54 que cuando z se aproxima a cero por la izquierda, y tiende 
hacia — lá a como límite, y cuando x se aproxima a cero por la 
derecha, y tiende hacia + lx como límite. Luego la función es 
discontinua cuando =0 (Art. 17). Su valor para x=0 puede 


asignarse como nos plazca . 


Fig. 54 Fig. 55 


78. Derivación de arc ctg v. Siguiendo el mismo método, obte- 
nemos 


du 
Ata == 
XXIII de rc eta 0)= =P 
La función es uniforme si 
cuando y=arcclgvw, U<y<x, 


correspondiendo al arco AB de la figura 55. 
Asimismo, si v > +x2w,Yy>0;siv>—uw, y >x5M. Es decir, 
simbólicamente, 


arc ctlg (+ 0)=0; arcctg (—0o)= xx 
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79. Derivación de arc sec v y arc esc y. Sea 
(1) y = arc sec y, 


Esta función está definida para todos los valores de », con exccp- 
ción de los que están entre — 1 y +1. A fin de hacer uniforme la 
función (véase la figura 56), 


cuando y es positivo, se toma y entre 0 y láx (arco AB); 
cuando » es negativo , se toma y entre —x y — lóx (arco CD). 


Asimismo, siv>>+w, y>lx; 
si vU>—w, Yy>—-HKi: 
De (1) se deduce, v = sec y. 


Derivando con respecto a y según XVII, 


20 Ben tg Y ; 
dy Y gy; 


luego , según (C) del Artículo 39, 
dy 1 
dv  secy tgy' Fig. 56 


Puesto que » 6s una función de x, tendremos, según (4) del Art 38, 


de sec Y tg y : dx Aa 1) Vi—1 de AA E 


secy=vu y tgy=V secty-1=vY y2-1, 

tomándose el signo positivo del radical, 

porque tg y es positivo para todos los va- 
tones de y entre ( y 7Y entre — 1 y =z. | 


o 
XXIV .. qe (ere sec y. 


Derivación de arc esc y. Sen 


Y = arc Csc o; 
entonces = CSC Y. 


Derivando con respecto a y se- 
gún XVII, y siguiendo el método an- Fin 37 
terior, obtenemos 
du 
dx 


d 
XXV > [arc ese v) A A 
dx vvv—1 
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La función y = are cse v está definida para todos los valores de », con 
excepción de los que están entre — 1 y +1, y es multiforme. A fin 
de hacer uniforme la función (véase la figura 57), 


cuando v es positivo , tomaremos y entre 0 y 14 x (arco AB); 
cuando » es negativo , tomaremos y entre —x y —% x (arco CD). 


80. Derivación de arc vers v. Sea 


y = are verso; * 


entonces Y = vers y. 


Derivando con respecto a y según XIX, 


dy = 82 y; 
luego dy = 7 a Según (C) del Art. 39 
é dv sen y' r 


Puesto que v es una función de x, sustituyendo en 
(4) del Art. 38, tendremos: 


dy 1 do 1 du 
Fig. 58 dx seny dx «Y 2y— y. de' 


signo positivo del radical, porque sen y es positivo para todos los valores 
de y entre O y xr inclusive. 


sen y = V1 — cos? y = vVIT=( —versy)?= W2v—wu?, Ss valo 


du 
d dx 
XXVI «. 57 larcvers v) = 
dx ( ) V2avu—u? 
PROBLEMAS 


Derivar las siguientes funciones: 
1. y=arc tg ax?. 
d 
— (ax?) 
MAS 
dx 1+ (ax?)? 
[o = ax?.] 


Solución. según XXII 


e LAR 
1 + ax 


» 


Definida solamente para valores de v entre 0 y 2 inclusive, y multiforme. 
A fin de hacer uniforme la función, y se toma como el menor arco positiva cuyo 
seno verso es y; es decir, y está entre 0 y x inclusive, Por tanto, nos limitamos 
alarco OP de la gráfica (fig. 58). 
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2. y =arcsen (3x — 4x3). 
— GB x=4x) 
Solución. o según XX 
dx REE 
lo=3x-—4x3.] 
E 3-12 x? pr 3 
VIi=9x24+24 x1=16x0 YI=x?* 
3. y=arc sec 2 1 
A | 
(E a) 
g dy TA Ses 
Solución. dx el ES): según XXIV 
x?—1 


(Es 
x-1 


(2 — 1)2 x — (12 + 1)2 x 


(x? — 1)? » 2 
> EE RNA 7 xp] 
2-1 'x2=1 
x dy l 
4 y = arc cos. Sol. A 
x dy a 
DS. y=arcsec—. mb 
a dx xV x2añ 
6. =arcctgX, dy _—4 
Y “a dx a4x 
d =1 
7. y = arc sec. Ei, 
l=x? 
dy =1 
8. y =arccsc2 x. ES 
de VEA 1 
E dy 1 
9. y= arc sen Vx. ra 
de 2 VW x=x? 
0 2 
10. 0 = arc vers q?. AE A 
do V Te 
dy 24 
11. y=xarcsen 2 x. OUT ls ==; 
dx JÍS54R 
2 
12. y = x? arccos x, Md rarecos x — E 


VT= 
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13. f(u) 
14. f(x) 
15. v= 
16. v= 
17. v= 
13. vu= 
19. p= 
20. x= 
21. y= 
En los 

22. y = 
23. y= 
24. y 

25. y = 
26. y= 
27. y = 


problemas 22 a 27, 
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=uvVa—u2+a? arc sen , 
a 


=VWVa=x+auarc sen £. 
a 


u SR 
a? arc sen os uV a— u2. 


u u 
¡pr o 
Va?— ul 
E a? —-u? 
arc sen —7 + ——_——, 
a u 


a are cos (1 1) + 2 au — u?. 


a+r 


arc tg e 
1 — ar 


rarc vers L — Y Ery > y?. 


Mxdarctegx + Y ln (x24+ 1) —- YU x?2. 


xarcsen x; x= 4. 
xarccos x; x=-—, 
arc tg x 

HSA, x=1l, 


Vx are cg x=4, 


arc sec2 x 
Vx ; 


x2 arcesc Y x; 


x=1. 


hallar el valor de 


Derivar cada una de las siguientes funciones: 


28. 


29. 


30. 


31, 


32. 


arc sen Vx . 


arc tg E, 
x 


E 
x arc cos — 
yA 


arc ctgl x 
a 


x 


arc vers (1 — x). 


33. 
34. 
35. 


36. 


s7. 


Sol. 


f'(u) =2V a? — ul. 


, EN 1 
ici Jon 


do 2 u? 
de Vie 
du u? 


(a? — u?) 4. 


do_ Va? —u? 
du u? ? 
du VZ au = ul 
du u 

do _ 1 

de 1++e 

de _ y 

Y VI 
dy, 

“Y = tg x. 
rs de 


dy para el valor dado de x. 
dx 


Sol. y'= 1,101. 

y! = 2,671. 
y! = — 0,285. 
y! = — 0,054, 
y! = 0,053. 
y! = 2,142. 

arc sec Y x. 

e% arc cos Xx. 

In arc tg x. 

Varcsen2x. 


arc cos Vx . 


Vx 
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PROBLEMAS 


Bosquejar las siguientes curvas, y hallar la pendiente en cada punto en que 
la curva corta a los ejes coordenados. 


Ls ys la 2 Sol. En (1,0), m=!. 

2. y=logx. En (1. 0), m =0,434. 

3. y=In (4-— x). En (3,0). m=—1l; 
enx=0 m=-—Y4. 


4. y=InV 4x2, 


5. Demostrar que si y = els +e “), entonces y” =. 
a 


Hallar el ángulo de intersección de cada uno de los siguientes pares de curvas: 


6. y=1In(x+1l), y=In (7-2 x). Sot: 1127%.33% 
T. y=In(x+3)., y =In (5—x?). 

8. y =sSenx, y=cCosx. 109? 28'. 
9. y=tBx, y=Ctgx. 53 8”, 
10. y=c0sx, y=sen2x. 


Hallar los puntos máximos, minimos y de inflexión de cada una de las 
siguientes curvas, y trazar las gráficas. 


11. y=xInx. Sol. Min. (+ -2). 
e e 
12. y= Mín. (e, e); 
E punto de inflexión, (e?, Y e2). 
13. y=In (8x-— x?). Máx. (4, In 16). 
14. y=xe. Min. (-1 -2); 
e 
punto de inflexión, (s 2, —- 2). 
e 


15: y =x*%e >; 


16. Un cable telegráfico submarino consta de una alma de alambres de cobre, 
con una envoltura de material no conductor. Si x representa la razón del radio 
del alma al espesor de la envoltura, se sabe que la velocidad de transmisión 


varia como x? In EN Demuéstrese que la mayor velocidad se alcanza cuan- 
x 


1 
do x= Te 


m| 
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17. ¿Cuál es el valor minimo de y =aetx + be-kx? Sol. 2W ab. 


18. Hallar el punto máximo y los puntos de inflexión de la gráfica de 
y = e-22, y trazar la curva. 


1 1 
Sol. Máx. (0, 1); puntos de inflexión, (+ YT 5): 
19. Demostrar que si debajo de la curva del problema 18 se inscribe el 


mayor rectángulo posible, estando un lado del rectángulo en el eje de las x, dos 
vértices del rectángulo están en los puntos de inflexión de la curva. 


Hallar los puntos máximos, minimos y de inflexión en los intervalos indi- 
cados y bosquejar las siguientes curvas. 


20. y=Y4x-—senx; (0a2a). 


Sol. Mín. (4 x, —0,3424); máx. (% xa, 3,4840): 
puntos de inflexión, (0,0), (x, KB xa), Q x, 1). 


21. y=2x—tgx; (0ax). 
Sol. Máx. (YU xx, 0.571); min. (% x, 5,712); 
puntos de inflexión, (U, 0), (x, 2 1). 
22. y=tgx—4x; (0aan). 


Sol. Min. (KK x, — 2,47); máx. (% x, —10,11); 
puntos de inflexión (0, 0), (x, —4a). 


23. y=3snx—4cosx; (0a2a1). 


Sol. Máx. (2,498, 5); mín. (5,640, —5); 
puntos de inflexión (0,927, 0), (4,069, 0). 


24. y=x+c082x; (0ax). 
25. y =sen xx —cos xx; (0 a 2). 


26. AhAx+sen2x; (Oax). 


“ 
Íl 


27. y=x-—?2c0s2 x; (Oax). 
28. y=Y/ mx+sen xx; (0a2). 


29. Demostrar que el valor máximo de la función y =asenx+b cos x 


es Y al y B2?. 


30. Se ha demostrado, teóricamente, que el efecto giratorio del timón de 
un buque es k cos 0 sen? 9 siendo 9 el ángulo que el timón forma con la quilla, 
y k una constante. ¿Para qué valor de 0 es el timón más eficaz? Sol. Unos 55”. 


31. Una copa cónica tiene de profundidad « y de ángulo generador a. La 
copa está llena; cuidadosamente se deja caer en ella una esfera de tal tamaño 
que ocasione el mayor desbordamiento. Demuéstrese que el radio de la esfera es 


asen QU 
sen U ++<c0s 2.0, 
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32. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que pueda inscri- 
birse en una esfera de radio 6m. (Usarcomo parámetro el ángulo / bajo el 
cual desde el centro de la esfera se ve el radio de la base del cilindro inscrito, 
Entonces, r =6 sen 4, h = 12 cos 8.) 


33, Resolver el problema 32 en el caso que se desee que sea máxima la 
superficie convexa del cilindro, usando el mismo parámetro. 


34. Un cuerpo cuyo peso es W es arrastrado sobre un plano horizontal por 
una fuerza P, cuya línea de acción forma con el plano un ángulo x. La fórmula 


mW 
msen x + cos x 


da la magnitud de la fuerza, siendo m el coeficiente de rozamiento. Demostrar 
que la fuerza es minima cuando tg x =m. 


35. Si un proyectil se dispara desde O sobre un plano inclinado «cue forma 
en O un ángulo constante «a con el horizontal, la fórmula 


r=20 cos 4 sen (4 — u) 
g cos? u 


da el alcance, siendo v y y constantes, Y el ángulo de elevación y R el alcance. 
Calcular el valor de 9 que dará el máximo alcance hacia arriba del plano. 


Sol. U=lNxa+ Yu. 


36. Para un tornillo de filete cuadrado cuyo paso es / y su ángulo de 
rozamiento q, la fórmula 


. te 8 
tg (+) Ef 


da el rendimiento E, siendo f una constante. Hallar el valor de Y para un ren- 
dimiento máximo, cuando $ es un angulo constante conocido. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1, Lascurvasy =xIlnx y y =x ln (l —x) se cortan en el origen y en 
otro punto A. Hallar el ángulo de intersección en A. Sol. 103% 30”. 


2. Sobre unos mismos ejes coordenados bosquejar las siguientes curvas, y 
hallar su ángulo de intersección 


y= In (5- ). y=in(3x-É-1) Sol. 32% 28. 


3. Larecta AB es tangente en Á a la curva cuya ecuación es y =e2 +1, y 
corta en B el eje de las x. Hallar las coordenadas de A cuando la longitud de 
AB es minima, Sol. (0, 2). 


CAPITULO VIII 


APLICACIONES A LAS ECUACIONES PARAMETRICAS Y POLARES 
Y AL CALCULO DE LAS RAICES DE UNA ECUACION 


81. Ecuaciones paramétricas de una curva. Pendiente. Á me- 
nudo las coordenadas + y y de un punto de una curva se expresan como 
funciones de una tercera variable £, llamada parámetro, en la forma 


1 r=f$(), 
a pl 


Cada valor de £ da un valor de z y un valor de y y determina un 
punto de la curva. Las ecuaciones (1) se llaman ecuaciones paramétri- 
cas de la curva. Si eliminamos 1 de las 
ecuaciones (1), obtenemos la ecuación 
cartesiana rectangular de la curva. Asi, 
por ejemplo, las ecuaciones 


fxu=rcost, 


2) Vy=rsent, 


son ecuaciones paramétricas de lu cireun— 
ferencia (fig. 59), siendo £ el parámetro. 
Si eliminamos £, elevando al cueudrado 
Fig. 59 ambos miembros y sumando los resulta- 
dos, tenemos 


X+ y = “(cos (+ sen t)= 8", 


que es la ecuación carltesiana rectangular del círculo. Es evidente que 
sit varía de O a 2x7, el punto P (x, y) describirá una circunferencia 
completa . 
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Puesto que y es, según (1), una función de £, y £ es una función 
(inversa) de x, tenemos 


E E le = según (4) del Art. 38 
= E s > : según (C) del Art. 39 
di 
es decir, 
dy 
dy_ dt Pe) 
(4) a a pendiente en P(x, y). 
di 


Mediante esta fórmula podemos hallar la pendiente de una curva 
dadas sus ecuaciones paramétricas. 


EJEMPLO 1, Hallar las ccuaciones de la tangente y la normal, y las longi- 
tudes de la subtangente y la subnormal a la elipse * 


(3) ER COS q». 
y=bseng 
en el punto donde q = 45”, 
Solución, Siendo q el parámetro. dx a sen , dy - b cos q. 
d de 


Sustituyendo en (A), We, AER 2 ctg q = pendiente en un 
dx a sen 9 a 
punto cualquiera = m. 


* Tracemos (fig. 60) los circulos auxiliares de radios a y b de la elipse. 


Si por los puntos B y C, enel mismo radio, 
se trazan BA paralela a OY y DP paralela 
a OX, tsas rectas se cortarán en un punto 
P(x. y) de la elipse. Enefecto: 


x= 0A=0B cosó = ua cos y 
y y= AP = 0D = OC sen 4 = b sen q. 


osea, k=cosp y L = seng. 
a b 


Ahora, elevando al cuadrado y suman- 
do. obtenemos 


Py corto sento, Fig. 60 


que es la ecuación rectangular de la elipse. A veces, $ se llama ángulo excén- 
trico del punto P de la elipse. 
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Sustituyendo p = 45? en las ecuaciones dadas (3), obtenemos para coorde- 
nadas del punto de contacto, x¡ = 4 av 2, yi= 4 BV 7, y la pendiente m es 


a E o 
a a 


Sustituyendo en (1) y (2) del Artículo 43, y reduciendo, obtenemos 


bx + ay = Y 2 ab = ecuación de la tangente, 
V2 lax — by) = a? — b? = ecuación de la normal. 


Sustituyendo en (3) y (4) del Artículo 43, 
(3) 


75 vi(-%)--% a 


pa 


Lai = longitud de la subrtangente, 


pue 
9 — 


EJEMPLO 2. Dadas las ecuaciones paramétricas de la cicloide * 


(4) sd 
y =a(l —cos 0), 


(siendo 0 el parametro variable), hallar las longitudes de la subtangente. la 
subnormal y la normal en el punto (x1, yi), donde 4 = Qy. 


= a sen 0, 


Solución, Derivando, dx a(l —cos 0), dy - 
de de 


*- Siun circulo rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. la línea descrita por 


un punto de la circunferencia se llama cicloide. Sea u (fig. 61) el radio del 
circulo rodante, P el punto que traza la curva y M el punto de contacto con la 
recta fija OX, que se llama base. Siel arco PM es igual en longitud a OM, 
entonces P tocará en O si el circulo se bace rodar hacia la izquierda. Designan- 
do el ángulo PCM por 0, tenemos 


x=0ON=0OM -— NM = a — a sen € = a(0 — sen 0), 
= NP = MC — AC =a—acosf =a(l —cos 0): 


que son las ccuaciones parameétricas de la cicloide; el parámetro es el ángulo M 
que gira el radio del circulo 
rodante. OD =2 xa se lla- 
ma la base de un arco de 
cicloide, y el punto V se 
llama el vértice. Eliminan- 
do 0 obtenemos la ecuación 
cartesiana rectangular 


x =u arccos (2% 2) 


Fig. 61 -V7Zay-y?. 
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Sustituyendo en (A) del Artículo 81, 
TER m = pendiente en un punto cualquicra. 
dx 1—cosf 


sen 01 


Cuando 0 =01, y = y =a(l —cos8), m=m ==, 
l— cosfir 


Porlo dicho en el Articulo 43, hallamos (véase la figura 61) 


aí(l — cos 01)?, 


TN = subtangente = i NM = subnormal = a sen /). 
sen 01 


UA 


sa 


MP = longitud de la normal = av 2( — cos $1) = 2 asen 14 01. Según Art. 2, 


En la figura, PA = a sen 01 (si 0 = 0,1) = la subnormal NM, como se ha 
hallado arriba. Luego la construcción para la normal PM y la tangente PB es 
como se indica, 


Tangentes horizontales y verticales. Según (4) y lo dicho en el Ar— 
tículo 42, vemos que los valores del paráme- 
tro £ para los puntos de contacto de las tan— 
gentes horizontales y verticales se determinan 
así: 


Tangentes horizontales ; 


se resuelye Sy = () con respecto A /. 


Tangentes verticales : 


dx 
se resuelve q O eon respecto a £. Fig. 62 


EJEMPLO 3. Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y 
verticales a la cardioide (fig. 62) dada por las ecuaciones: 


(5) o =u cos Na cos2H4— la, 
y=asenb— la sen24. 


Solución. a = a(— sen 4 + sen 2 6); Cl = alcos 8 — cos 20). 


Tangentes horizontales. Debe ser cos —cos24 =0. Sustituyendo (em- 
pleando (5), Art. 2) cos2 0 =2 cos? 0 —1, y, resolviendo, obtenemos 
VW =0, 120%, 2409, 


Tangentes verticales, Debeser — sen 4 + sen 20 =0. Sustituyendo (em- 
pleando (5%. Art. 3) sen20=212 sen cosf, y, resolviendo, 6 =0, 60%, 
180%, 300. 


La raiz común 6 = 0 debe rechazarse. En efecto. tanto el numerador como 
el denominador de (A) se anulan, y la pendiente es indeterminada (véase el 
Articulo 12). Según (5), x = y =0 cuando 06 =0, El punto O se llama 
un puito cuspidal. 
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Sustituyendo en (5) los otros valores, los resultados son: 


Tangentes horizontales: puntos de contacto (— %a, =*%avV3). 
Tangentes verticales: puntos de contacto (Ya. =Ya V 3), (—2a. 0). 
Dos tangentes verticales coinciden, formando una '*tangente doble””. 

Estos resultados están de acuerdo con la figura. 


PROBLEMAS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal, y las longitudes de la sub- 
tangente y la subnormal, a cada una de las siguientes curvas en el punto in- 
dicado. 


Tangente Normal Subt. Subn. 
l. x=P, y=2t+l; t=1. Sol. x—-y+2=0, x+y-4=0, Es 3 
2. x=, y=3010 t=-l. x—-y-2=0, x+y+4=0, -3, —3. 
S 2d u=?; t=2, xH6y=12=0, 6x-y-35=0, 6, —$. 
4. x=e, y=3e-1; t=0. 3x+y-06=0, x-3y+8=0, —l, —9. 
5. x=c08s29, y=sen 0: 0=li 1 
6. x=12, y=2-t; 1=l. 11. x=tg0, y=ctg 0; 0=1¿x. 
TY 3x=84, 2y=1?; 1=2. 12. x=-3e! y=2el; 1=0. 
8. x=61-1?, y=21+3; 1=0. 13. x=3c0s04, y=5 sena; a=ljax. 
9. x=1 y=8+43 1; 1=1. 14. x=sen20, y=c0s0; 0=); xx. 
10, x= z, y=2 4: 1=-1. 15. x=ln (1-2), 3y=0 1=3. 


En cada uno de los siguientes problemas, construir las curvas y hallar los 
puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales. 


16. x=31-1% y=1+1. Sol. Tangentes horizontales ninguna; pun- 
tos de contacto de tangentes verticales, 
(2% (2 0) 


17. x=3-4senf y=44+3 cos 0. Tangentes horizontales, (3,1), (GB, 7): 
tangentes verticales, (7, 4), (1. 4). 


18. x=12-2t y=104-=01 4, 

19. x=hz+rcosd y=kRk+rsen él. 
20. x=sen21t, y = sent. 

21, x=costf, y= sen! O. 
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En las siguientes curvas (ver las figuras en el Capítulo XXVI), hallar las 
longitudes de: a) la subtangente; b) la subnormal; c) la tangente; 
d) la normal, en un punto cualquiera. 


22. La evolvente del círculo ¡ x =a(cost +1 sent), 
y = alsent— 1 cost). 


Sot. 4 yotmx. Dl yin HE do 


23. La hipocicloide (astroide) ! x=4acos%1, 
y =4asen? tr. 


Sol. a) —ycetgt; b) —ytgtj e) YH; d) y 


sen ( cos 1 
24. Lacircunferencia ! ee EIA 
y=rxf8esent 
25. La cardioide x* = a(2 cost — cos 2 t), 
y =a(2sent— sen? 1). 
MS 31 
14 
26. La hoja de Descartes E 
A de 
12 TES 
x=2%c0st, 
1 
27. La espiral hiperbólica 
y= E sen t, 


82. Ecuaciones paramétricas. Segunda derivada. Si empleamos 
y! como símbolo para la primera derivada de y con respecto a 1, en- 
tonces (4), del Artículo 81, dará y! como función de t, 


(1) y =h(). 


Para hallar la segunda derivada y”, empléese otra vez la fórmu-- 
la (4), reemplazando y por y'. Entonces, tenemos 


dy 
O 
dt 


si x= f(t) como en (1) del Artículo 81. 


EJEMPLO. Hallar y” para la cicloide (véase el ejemplo 2 del Artículo 81), 


¿19 = a((0—sen 6), 
y =a(l —cos0). 
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sen 0 dx 


Solución. Hemos hallado y' = _—., —= =a(l — 5). 
a l — cos y dU al ads 
También, derivando, 
dy! _ (1 —cos 0) cos 0— sen? U _ Y ES 1 
d0 (1 — cos 0)? (1 — cos 6)? (1 = cos 0)" 
Sustituyendo en (B), 
E PRA 
a(l — cos 0)? 


Nótese que y” es negativo, y, por tanto, la curva es cóncava hacia abajo, como 
puede verse en la figura 61. 


PROBLEMAS 


1. En cada uno de los siguientes ejemplos, hallar Se y Es en función de t. 
e ax 


d) :=t=1 y="41. Sot. La=dr, LY m2. 
dx dx? 
2 d 1 d? 1 
b =£E, y=1=8. e Y 
ye 2 Y dx Er ARA EA 
dae ye L: e) x=acost, y=b sent. 
f) x=2(l—sent), y=4cost. 
3 2 g) x=seníf, y=sen2 t. 
d Eds =L. 
pe E h) x=«c0s21t, y= sent. 


2. Demostrar que la curva x = sec 8, y = tg 0 no tiene ningún punto de 
inflexión. 


3. En cada una de las curvas siguientes construir la gráfica y hallar los pun- 
tos máximos, minimos y de inflexión; 
a) x=2actg0 y=2a sen O. 


2 A 
Sol. Máx. (0, 2a); puntos de inflexión, + a 2) 


b) x=tgf. y=sent cost. 
Sol. Máx. (1, 14); min. (—1, —2%4); 


pantos de instexión, (— v/. 2) (0, 0), (vz y 


83. Movimiento curvilíneo. Velocidad. Si en las ecuaciones para— 
métricas (1) del Artículo 81, el parámetro t es el tiempo, y las fun— 
ciones /(t) y $ (£) son continuas, al variar £ de una manera continua 
el punto P (2, y) describirá una curva llamada trayectoria. Tenemos 
entonces un movimiento curvilíneo, y las ecuaciones 


(1) =J(), y=+() 


se llaman las ecuaciones del movimiento. 
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La velocidad + del móvil P (x,y) en un instante cualquiera se 
determina por sus componentes horizontal y vertical. 

La componente horizontal %. es igual u la velocidad, a lo largo 
de OX, de la proyección M de P, y por esto es la rapidez de varia 
ción de x con respecto al tiempo. Luego, según (C) del Artículo 51, 
reemplazando s por 2, obtenemos 


dx 


(Cc) MA 


De la misma manera, la componente 
vertical Y,, o rapidez de variación de 
y con respecto al tiempo, es 


d 
(D) bh, = Sr : 


Fig. 03 


Tracemos los vectores Y» y Y des— 
de P (fig. 63), completemos el rectángulo y tracemos la «diagonal 
desde P. El vector v así obtenido es el vector velocidad buscado, 
Según la figura, su magnitud y dirección se dan por las fórmulas 


dy 

= 2 2 co E 

(2) W=0 +, te 2 de 
dt 


Comparando estas fórmulas con la (4) del Artículo 81, vemos que 
tg 7 es igual a la pendiente de la trayectoria en P. Luego la dirección 
de y es la misma que la de la tangente en P. A la magnitud del 
vector velocidad se le llama en inglés speed . 


84. Movimiento curvilíneo. Aceleraciones componentes. En los 
tratados de Mecánica analítica, se demuestra que en el movimiento 
curvilíneo el vector aceleración « no se dirige a lo largo de la tangente 
como el vector velocidad , sino hacia el lado cóncavo de la trayectoria . 
Puede descomponerse en una componente tangencial «a; , y una com- 
ponente normal un , siendo 


(Res el radio de curvatura. Véase el Artículo 105.) 

La aceleración puede también descomponerse en componentes para— 
lelas a los ejes coordenados. Siguiendo el mismo método que se 
empleó en el Artículo 83 para las componentes de la velocidad , defi- 
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nimos las componentes de la aceleración paralelas a OX y OY , mediante 
las fórmulas : 


Ha o ¿TB 
(7) Uzx = dt” Ay = dt" 


Asimismo , si se construye un rectángulo con vértice en P y lados 
Gz y Uy, entonces a es la diagonal trazada por P. Luego 


(G) 0. = V (ar)? + (a,)?, 


que da la magnitud (siempre positiva) del vector aceleración en un 
instante cualquiera. 

En el problema 1, que damos a continuación , hacemos uso de las 
ecuaciones del movimiento de un proyectil, que aclaran muy bien los 
zonceptos expuestos en este artículo y en el anterior. 


PROBLEMAS 


1. Sin tener en cuenta la resistencia del aire, lasecuaciones del movimiento 
de un proyectil son 


x=U]cosp-t, y =visenp-1— 4,912; 


siendo uv la velocidad inicial, $ el ángulo de tiro y 

t el tiempo en segundos, midiéndose x y y en me- 

tros. Hallar las componentes de la velocidad, las 

componentes de la aceleración, la velocidad y la ace- 

leración: a) en un instante cualquiera; b) al 

Fig. 64 final del primer segundo; cuando v; = 100 m por 

segundo y $ = 30?, Hallar también: c) la direc- 

ción del moyimiento al final del primer segundo; d)  laecuación cartesiana 
rectangular de la trayectoria. 


Solución. Según (C) y (D), 
a) VX=U1 cosH$; Uy = uv send — 9,81, 
Asimismo, según (E), 

v=V vu? — 196 tv, seno +02. 
Según (F) y (G), 


Ux =0; «uy =—9,8; au =9,8, dirección hacia abajo. 
b) Sustituyendo en estos resultados 1 = 1, v, = 100, f = 30”, obtenemos 
vz = 86,6 m por seg. uz =0. 
uy = 40,2 m por seg. Oy = —9,8m por (seg.)?. 
v=095,5 m por seg. a =9,8m por (seg.)?. 
E vw 02 940 dar s A 
ec) 7=arctg LL = arctg —= 24% 54 = ángulo que forma la dirección 
Ur 86,6 


del movimiento con la horizontal. 
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d) Cuando v,= 100 y y = 30%, las ecuaciones del movimiento se con- 
vierten en 


x=50:1V3, y=50t:-4,59 12. 


diia 0,049 
Eliminando t, el resultado es y = 7 75 x?, que representa una 


parábola. 


2. Demostrar que la ecuación rectangular de la trayectoria del proyectil en 

el problema anterior es 
y=x ws- Ha + tg? 9) x?. 
1 

3. Sia un proyectil se le da una velocidad inicial de 48 m por segundo en 
una dirección inclinada 45? con la horizontal, hallar: a) las componentes de 
la velocidad al final del segundo segundo y del cuarto segundo; b) la veloci- 
dad y la dirección del movimiento en los mismos instantes. 


Sol. a) Cuando t =2, vz = 33,9 m porseg., Uy = 14,3 m por seg., 


cuando : =4, uz 


33,9 m porseg., Uy =—3,4m porseg.; 
b) cuando + =2, u= 36,8 m por seg., 7 =22% 54, 
cuando t=4, uv = 34,4 m por seg., 7= —8" 58, 
4. Con los datos del problema 3, hallar la mayor altura que el proyectil 


alcanza. Si el proyectil da en el suelo al mismo nivel horizontal del que partió, 
hallar el tiempo que ha estado en el aire y el ángulo del choque. 


5. Un proyectil se lanza contra un muro vertical a la distancia de 150 m, 
con la velocidad inicial de 50 m por segundo. Demostrar que no puede dar en 
el muro en un punto más alto que 83,5 m arriba del eje de las x. ¿Cuál es y para 
esta altura? Sol. $ = 59% 33, 

6. Un punto, referido a coordenadas rectangulares, se mueve de manera que 

x=acost+b y y=asen ice: 


demostrar que la magnitud de su velocidad es constante. 


7. La trayectoria de un punto móvil es la sinusoide 


] x=at, 
y = b sen at; 
demostrar: a) que la componente x de la velocidad es constante: b) que la 


aceleración del punto en un instante cualquiera es proporcional a su distancia al 
eje de las x. 


8. Dadas las ecuaciones de movimiento x =1?, y = (t—1)?. a) Hallar 
la ecuación de la trayectoria en coordenadas rectangulares. b) Trazar la tra- 
yectoria, con los vectores correspondientes a la velocidad y la aceleración para 
i=VM., t=1, 1=2. c) ¿Para qué valor del tiempo es la magnitud de la 
velocidad minima? d) ¿Dónde está el punto cuando la magnitud de la veloci- 
dad es de 10 m por segundo? 

Sol. a) Parábola, x4—y%4=1; c) 1=V4: d) (16,9). 
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9. En un movimiento circular uniforme, es decir, cuando la magnitud de 
la velocidad es constante, demostrar que la aceleración en un punto cualquiera P 


es constante en magnitud y está dirigida hacia el centro del círculo, a lo largo 
del radio que pasa por P. 


10. Las ecuaciones de un movimiento curvilíneo son x=2c052t, y=3c0s!. 
a) Demostrar que el móvil oscila en un arco de la parábola 4 y? — 9 x — 18=0. 
Trazar la trayectoria. b) Trazar los vectores de la aceleración en los puntos 
donde v=0. c) Trazar el vector velocidad en el punto donde la magnitud de 
la velocidad es máxima. 


Dadas las siguientes ecuaciones de movimiento curvilíneo, hallar en el instante 
dado vz, Uy, VU; Ur, Uy, 4; la posición del punto (coordenadas) ; la dirección 
del movimiento. Hallar también la ecuación de la trayectoria en coordenadas 
rectangulares. 


1. x= y=2t; t=2. 
12. x=2t, y=8*; 1=1. 


13. x 


Il 
”- 
A 

« 

Ú 
” 

a] 
- 

ll 
1557 


14. x 


31 y='"*=3% t=3. 
158. x=2—t, y=1+(?; 1=0. 


16. x 


acost, y =a sent; 1 


Y n. 


17. x=4sent, y=2co0st; t= Uno. 


18. x=sen2t, y=2cost:; 1=Yx. 
19, x=2sent, y=c0s2t; t=VYVx. 


20. x=tgt, y=<tgt; 1=Ux. 


85. Coordenadas polares. Angulo que forman el radio vector y la 
tangente. Sea la ecuación de una curva en coordenadas polares o, 0 


(1) 0=/(0). 
Vamos a demostrar la siguiente proposición : 


Teorema. Si y es el ángulo que forman el radio vector OP y la 
tangente a la curva en P, entonces 


(41) tew=-5 


siendo 
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Demostración. Consideremos la secante AB (fig. 65) que pasa por 
P y un punto Q(o+ Ao, 4 + A8) 
de la curva y cerca de P. Trace- 
mos PR perpendicular a OQ. 

Entonces (véase la figura 65) 
0Q =0+4Ao0; ángulo POQ =A0 , 
PR = 0 sen Ad y OR= 4 cos AG. 
También , 


(2) te PQR esigual a 


PR __ PR 
RQ  0Q—OR 
= _ OsenAg __ Fig. 05 
Vo +FA0—o cos AN 


Sea y el ángulo que forman el radio vector OP y la tangente PT. 
Si ahora A9 tiende a cero, entonces 


a) el punto Q tiendea P; 

b) la secante AB girará alrededor de P y tenderá a la tangen— 
te PT como posición límite ; 

c) el ángulo PQR tenderá a w como límite. 

Luego 
o sen AB 


(3) te O A 0 AR Hab =0 a 


A fin de transformar esta fracción para poder aplicar los teoremas 
del Artículo 16, procedemos como sigue : 


v sen AY E v sen AG 
v(1l—eos AG) + Ao 200 2 +A0 


[ Puesto que según (5), Art.2, a —06 cos AN = 0 (1 —cos AÑ) =2 0 sen? >] 


- 


o - Sen A9 
e e. TI 
> A0 
o son 0. E y Be 
io Y A 
2 


[A numerador y denominador por Af, y o | 
poniendo en factores el primer tírmino del denominador. 
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Cuando Ag =0, entonces, según el Artículo 68 , 


sen AL 
sen Á > - 
lím AB =1, y lím 1] =1 
2 
A0 «Au _ do 
También , lím sen == 0, l ber o”. 


Luego, los límites del numerador y del denominador son, respectiva- 
mente, e y p'. Así queda demostrada la fórmula (2). 

Para hallar la pendiente (tg = en la figura) , tomaremos ejes rec- 
tangulares OX, OY, como de costumbre. Entonces para P (x, y) 
tenemos 


(4) t=0cos4, y=0 send. 
Empleando (1), estas ecuaciones se convierten en las ecuaciones para— 


métricas de la curva, siendo Y el parámetro. La pendiente se halla 
aplicando la fórmula (4). Así, de (4), 


d 
q 0 cosÓó —o sen 0, y = Y send +4 008. 


A des -_ 9 sen 0 + p cos Y 
(1) Pendiente de la tangente = tg O ad 


La fórmula (/) se verifica fácilmente utilizando la figura 65. En efecto, en 


el triángulo OPT se tiene: 7 = 04 +41p. Entonces. 
a - 0O+tg4w 
tgr=tg (0+q)= EL TILEW 
y , ed tg 4 tg w 
Sustituyendo tg 4 = sen 0 . tg = a y reduciendo, tenemos (/). 
cos Ú 0 


EJEMPLO 1, Hallar tg y y la pendiente para la cardioide Y =u(1—cos 0), 


Solución. 


yendo en (H) e (1), 


do ! : 
— =09'=u sen (, Sustitu- 
d0 


tgy=2 _all-cos0)_ l2asen? li 0 
o! a sen Y 2usen 4 4cos 141 
=tg 46 0. [(5), Art. 2.] 


tgr= asen? 0 + u(l —cos (1) cos (0 
a send cos 4—a(l —cos 0) sen 6 


cos Ú — cos2 0 
sen 2 0 — sen Y 


tg Y 0. [(5). (6), Art. 2.] 


Fig. 66 
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En P (fig. 66) se tiene: y = ángulo OPT =!l1489= l% ángulo XOP. Sila 
tangente PT se prolonga hasta que corte el eje OX, formando con él el ángulo 7, 
tenemos: angulo XOP = 180% — ángulo OPT +7. 

Luego, 7 = 30 —180%, y tgr =tg8 30, comoantes [ (3), Art. 2]. 

Nora. La fórmula (H) se ha establecido para la figura 65. En cada pro- 


blema, las relaciones entre los ángulos y», 7 y 0 deben determinarse examinando 
los signos de sus funciones trigonométricas y trazando una figura. 


Para hallar el ángulo de intersección de dos curvas, C y C* (figu- 
ra 67), cuyas ecuaciones son dadas en coordenadas polares, podemos 
proceder como sigue : 


Fig. 67 


Angulo TPT* = ángulo OPT* — ángulo OPT, 


O sea, $= q" — ay; Luego, 
— tg w—tg y 
ml ET 


calculándose tg y” y tg y según (4) de las ecuaciones de las curvas, 
y hallándose sus valores para el punto de intersección . 


EJEMPLO 2. Hallar el ángulo de intersección de las curvas (Cap. XXVI) 
p=uasen20, O =a cos 20. 
Solución, Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones. obtene- 
mos, en el punto de intersección, 
tg20=1, 29 =45%, UM = 2216". 

De la primera curva, empleando (H), 

tg” =% tg20= lá, para 0 = 2215". 
De la segunda curva, 

tay =-— 1 cg2l0=-— Y, para y = 221". 
Sustituyendo en (J), 


M5) 
a . p=arctg 4. 
>=. 
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86. Longitudes de la subtangente y la subnormal en coordenadas 
polares. Tracemos por el origen la perpendicular NT al radio vector 
del punto P de la curva (fig. 68). Si PT es la tangente y PN la 
normal a la curva en P, entonces, por definición , 

OT = longitud de la subtangente , 
y ON = longitud de la subnormal, 
de la curva en P. 


En el triángulo OPT, tg y = QT 


PE Luego, 


(Y) OT=0 tey= ¿2 = longitud de la subtangente en coorde- 


do 
nadas polares. * 
> o 
En el triángulo OPN, tg y = ON* Luego, 
(e) do > 
(2) ON == —= longitud de la subnormal en coordenadas 
te y dy 


polares. 

La longitud de la tangente (=PT') y la longitud de la normal (=PN>) 
pueden deducirse de la figura, observando que 
cada una es la hipotenusa de un triángulo rec— 
tángulo . 


EJEMPLO. Hallar las longitudes de la subtangente 
y de la subnormal de la lemniscata 0? = a? cos 2 04 
(véase la figura en el Capitulo XXVI). 


Solución. Derivando la ecuación de la curva, con- 
siderando Y como función implícita de 4, tenemos: 


T 


20 == Patron? do __a?tsen20 
Fig. 08 ir 2 a? sen 20, e . É 
Sustituyendo en (1) y (2), resulta: 
3 
Longitud de la subtangente = — 3 — + 
2 
Longitud de la subnormal = — £ E 20 


* Cuando / aumenta con Q, E es positiva y y es un ángulo agudo, como 


en la figura 68. Entonces la subtangente OT es positiva y se mide hacia la dere- 


cha de un observador que desde O mire en la dirección OP. Cuando A es nega- 


tiva, la subtangente es negativa y se mide hacia la izquierda del observador. 
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Si deseamos expresar los resultados en función de 9, bastará hallar y en fun- 
ción de O de la ecuación dada, y sustituir. Así, en el ejemplo, 


0==av cos? 0; 


luego, longitud de la subtangente = += actg20 Vicos 20. 


PROBLEMAS 


1. Enelcirculo o = a sen 0, hallar y y 7 en función de 4. 
Sol. yp=4, 7=20. 


2. Enla parábola Y = a sec? 5 demostrar que 7 + p = 1. 
3. Demostrar que en la espiral logarítmica 0 = e20 el angulo y es constante. 


Puesto que la tangente forma un ángulo constante con el radio vector, esta curva 
se llama también espiral equiangular. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 


4. Demostrar que en la espiral de Arquimedes 0=4u0 es tg w=0. Hallar los 
valores de y cuando 0 =2 a y 4x1. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 
Sol. y = 80257! y 85927". 


Hallar las pendientes de las siguientes curvas en los puntos indicados. 


5. 0=a(l—cosf); 1-5. Sol. —1. 
6. O=usect0; 0=2au. ¿A 
7. 0O=auasen40; origen. O. Le, pa —l; 
8. 0%=a?* sen4M; origen. Du. 41 »  —l. 
9. 0=asen30; origen. D- da 3: 
10. 0=acos30; origen. 
11. 0=acos20; origen 14. 0 = al; 0-5 
12. = 20: 0=% 
A 4 15. YW=a; 0=Í, 
2 
13 =asen30; 0=Í 
A di 16. 0=e% 0=0. 


Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas: 


17. 00ru0só= Za, 


18. 0 =a sen 6, 
Sol. 


o=3 asen 0. 


Q=asen20. 


Sol. arctg Y. 


En el origen, 0%; en otros dos puntos, arc tg 3 V3. 
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Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas: 


19. osenó=2a, Q=a sec? > Sol. 452. 
20. o=4c0s0, 0 =4(l —cos 0). 602. 
21. 0 =6c0s0, e =2(1 +c0s 0). 30%. 
22, 0O=sen0, p =co0s20. 0% y arc tg 2 
23. 02sen20=4, 0?=16 sen20. 60*. 


24. o=a(l +c0s0). 0=b(l—cosó). 
25. o=sen20, v=co0s20 +1. 


26. 02sen20=8, 0 =2 sec 0. 


Demostrar que los siguientes pares de curvas se cortan en ángulo recto. 
27. =2senf4 0=2c0s0. 


Q 
28. 0=al Q00=a. 


29. o=a(l+c0s0). e =a(l — cos 0). 
30. 02 sen20=a?, 0? cos2 4 = b?. 
0 0 
== o - RIE 
Sl» $ a sec 5: o b esc 7 


32. Hallar las longitudes de la subtangente. subnormal, tangente y normal 
de la espiral de Arquimedes 0 = ab. 
2 E 
Sol. Subtangente = 2”. tangente = LV 2+e 
m a 


subnormal = «, _normal = V a+ 0?. 


El lector debe notar el hecho de que la subnormal es constante. 


33. Hallar las longitudes de la subtangente, subnormal, tangente y normal 


en la espiral logarítmica y = a?. 
1 
I+4 _——. 
is J + In? a 


ovV1I+Ina. 


Sol. Subtangente = L£_, tangente 
Ina 


subnormal = 0 Ina, normal 


34. Demostrar que la espiral hiperbólica 00 =u tiene subtangente cons- 
tante. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 


87. Raíces reales de las ecuaciones. Métodos gráficos. Un valor 
de x que satisface la ecuación 


(1) S (1) =0, 


se llama una raíz de la ecuación (o una raíz de f (x)). Una raíz 
de (1) puede ser un número real o un número complejo. A continua— 
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ción vamos a exponer métodos para determinar, aproximadamente, 
las raíces reales. 


Situación y número de las raíces . 


Primer méroDO. Sila gráfica de f(x), es decir, el lugar geomé- 
trico de 


(2) y=f(), 


se construye conforme a la regla dada en el Artículo 58, las abscisas de 
los puntos de intersección con el eje de las x son las raíces reales. Por 
tanto , sabemos inmediatamente por la figura 
el número de raíces y sus valores aproximados . 


EJEMPLO. Localizar todas las raíces reales de 
(3) x3-9x2424x-7=0. 


Solución. La gráfica, según + f(x) 
vimos en el Artículo 58, es la fi- 
gura 69. Corta el eje de las x en- 0 ELA 
tre O y 1. Luego hay una raíz real 
entre estos valores, y no hay otras 1 9 


raíces reales. A 
La tabla da los valores de F(0) y F(1). mostran- 
do un cambio de signo. 


Puede ser que la tabla de valores x y y que 
se emplee en la construcción 


de la gráfica dé la situación 5 Na) 
exacta de una raíz: a saber, zo (0) =0 
en el caso en que sea y =0 b f() Fig. 69 


para algún valor de -. Sino, 
los valores de y para dos valores sucesivos z=a, 2=b pueden 
tener signos opuestos. En este caso, los puntos correspondientes 
P(a, f(a)), Q(, f(b)) están de lados contrarios del eje de las Y 
la gráfica de (2), uniendo esos puntos, cortará este eje. Es decir, 
una raíz xo estará entre a y b. 

Un enunciado exacto del principio aquí implicado es éste : 


Si una función continua f(x) cambia de signo en un intervalo 
a<x<b y su derivada no cambia de signo, entonces la ecuación 
[(x) =0 tiene una raíz real, y sólo una, entre a y b. 


El hallar por tanteos la situación de una raíz depende de este princi- 
pio. Si a y b no están muy alejados uno de otro, es posible obtener 
una aproximación adicional por interpolación. El método consiste en 
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determinar la abscisa en el origen de la cuerda PQ. Es decir, la porción 
de la gráfica que une P y Q se reemplaza por la cuerda correspon 
diente, como una primera aproximación . 


EJEMPLO (CONTINUACION). Por medio de un sencillo cálculo puede verse 
que la raíz comprendida entre 0 y l está entre 0,3 y 


0,4. Véase la tabla adjunta. Sea esa raiz 0,342. x f()=y 
Entonces, por interpolación proporcional, 0,4 1,224 
» 03+z(raiz) 0 
z 0,583 
e o EDI == 
0.17 1,807 2 0,3 0,583 
Dif. 0,1 1,807 


Luego x = 0,332 es una segunda aproximación. 
Esta es la abscisa en el origen de la recta (fi- 


Q gura 70) que une los puntos Q (0,4, 1,224) 
y P(0,3, —0,583) correspondiente a la grá- 
fica de (3). En la figura, MP = —0,583, 


NQ = 1,224, dibujadas a escala. Las abscisas 
de M y N son 0,3 y 0,4, respectivamente. 
Además MC = z, y los lados homólogos de 
los triángulos semejantes MPC y PQR dan la 
proporción anterior. 


Para una ecuación algebraica , como 
(3), el método de Horner es el más 
Fig. 70 conveniente para calcular una raíz numé- 
rica con cualquiera grado de exactitud 

deseado (véase la explicación en algún libro de Algebra superior). 


88. Segundo método para localizar las raíces reales. El método 
del Artículo 58 es conveniente para construir rápidamente la gráfica 
de f(x). Por esa gráfica se determinan la situación y el número de las 
raíces. Sin embargo, en muchos casos se llega más pronto al mismo 
resultado trazando ciertas curvas que se cortan. El siguiente ejemplo 
hace ver cómo se procede. 


EJEMPLO. Determinarel núme- y a E 
ro de raices reales (x en radianes) de x (grados) [x (radianes) y 
la ecuación 0 0 co 
10 0,175 5,67 
(1) ctgx=x=0. 20 0,349 2,75 
30 0,524 1,73 
y localizar la más pequeña de las 40 0,698 1,19 
EE 45 0,785 1,000 
50 0,873 0,839 
Solución. Pasando x al segundo E 11537 ELA 
miembro, resulta: 80 1,396 0,176 
90 1,571 0 


(2) Cctg x= x. 
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Si trazamos las curvas (fig. 71) 


(3) 


y=0gx y y=x 


en los mismos ejes, las abscisas de los puntos de intersección serán raíces de (1). 
En efecto, es evidente que eliminando y de (3) se tiene la ecuación (1), de la 
que han de obtenerse los valores de x para los puntos de intersección. 

En la construcción, es bueno medir esmeradamente en OX ambas escalas 


(grados y radianes). 


2o* 30" 40% 


Radián 


Número de soluciones. 


de ramascongruentes con 
la AQB de la figura 71 
(véase el Art. 70). Es 
evidente que la recta 
y =x cortará cada rama. 
Luego la ecuación (1) 
tiene un número infinito 
de soluciones. 
Empleando tablas de 
cotangentes naturales y 


10" 190*200" X 


A A id eiii 


Fig. 71 


La curva y = ctg x consta de un número infinito 


x x 
(grados) (radianes) E MSER 
50 0,839 — 0,034 
49 0,869 +0,014 
Dif — 0,048 


de equivalentes en radianes para grados, podemos localizar más exactamente la 
menor de las raices, como se veen la tabla. Por interpolación hallamos x=0,860. 


El segundo método puede, pues, describirse así : 
Se trasponen ciertos términos de f(x) = 0 de manera que se convierta 
en una ecuación de la forma 


(4) 


fi (x) = f»(x). 
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Se construyen las curvas 
(5) y=t(x), y =h(x) 


en los mismos eñes, eligiendo escalas convenientes (no es necesario que las 
escalas para ambos ejes sean las mismas). 

El número de puntos de intersección de estas curvas es igual al número 
de raíces reales de f(x) = 0, y las abscisas de estos puntos son las raíces, 


Los términos de f (1) = 0, que se trasponen para obtener la ecua— 
ción (4), pueden a menudo elegirse de manera que de las curvas (5) 
una o ambas sean curvas conocidas. 


Así, por ejemplo, para determinar las raíces reales de la ecuación 
a+4dr—5=0, 
la escribiremos en la forma 
i=5—dx, 


De esta manera las curvas (5) son, en este caso, las curvas cono— 
cidas 
y=W%, y=5-4x, 


una parábola cúbica y una línea recta. 
Como segundo ejemplo , consideremos la ecuación 


2 5sn2:14+1-aua=0. 
La escribiremos en la forma 

sen 2% = lá (a? — 1). 
En este caso, las curvas (5) son la conocida curva 


y =sen 2%, 
y la parábola 
y = h(*—1). 

89. Método de Newton. Una vez localizada una raíz, el método 
de Newton suministra un procedimiento muy cómodo para calcular su 
valor aproximado. 

Las figuras 72 y 73 muestran dos puntos 


Pla, f(a)), Q(0, $(b)) 


de la gráfica de f(x), situados en lados contrarios del eje de las zx. 
Sea PT la tangente en P (fig. 72). Evidentemente, la abscisa a 
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del punto T' de intersección de la tangente con el eje de las x, es un 
valor aproximado del punto de intersección del eje de las x con la 
gráfica, y, por lo tanto, de la raíz correspondiente de f(x) = 0. 
El método de Newton determina la abscisa del punto TP. 

Tallamos esa abscisa a así: las coordenadas de P son 


1=4), Yi = f(a). 


La pendiente de la tangente PT es m =f'(a). Luego, según (1) 
del Artículo 43, la ecuación de PT es 


(1) y—Jf(a) =7/'(a) (2—a). 


Fig. 72 Fig. 73 


Haciendo y = 0 y despejando el valor de x (=a'), obtenemos 
la fórmula de aproximación de Newton, 


(K) at a LA2) 


Hallado a! por (K), podemos reemplazar 4 por a! en el primer 
miembro y obtener 
J(a”) 


a! = po AS 

f'(a!) 
como segunda aproximación. Se podría continuar el procedimiento, y 
obtener una serie de valores a, 4, 4, 41, ..., que se aproximan 


a la raíz exacta. 

También se puede trazar la tangente en Q (fig. 73). Entonces, 
reemplazando a en (K) por b, obtenemos b', hb", hb", ..., que 
también se aproximan a la raíz exacta . 


EJEMPLO. Hallar la menor de las raíces de la ecuación 


cgex—x=0, 
por el método de Newton. 


Solución, Enestecaso, f(x) =ctg x— x, 


Fx) = ==? x —1l=—2= ate? y. 


160 CALCULO DIFERENCIAL 


Según el ejemplo del Artículo 88, tomamos a = 0,855. Entonces, según la tabla 
del Art. 88, 


f(a) =0,014, 
Además, f'(a) =—2— (0,869)? = — 2,76. 


Entonces, según (K), al = 0,855 + e = 0,860. 


Sien (K) empleamos b = 0,873, se obtiene: 


0,034 


' = 0,873 — 
b 0,873 2704 


= 0,861. 


Por interpolación hemos hallado x = 0,860. Los resultados obtenidos son 
exactos con tres cifras decimales. 


De las figuras 72 y 73 observamos que la curva corta al eje de las 
zx entre la tangente PT y la cuerda PQ. Luego la raíz está entre el 
valor hallado por el método de Newton y el hallado por interpolación . 
Pero esta proposición está sujeta a la condición que f(x) =0 no 
tenga ninguna raíz entre a y b; es decir, que no haya punto de inflexión 
en el arco PQ. 


PROBLEMAS 


Determinar gráficamente el número y la situación aproximada de las raíces 
reales de cada una de las siguientes ecuaciones. Calcular cada raíz con dos deci- 
males. 


l. x14+2x-8=0. Sol. 1,67. 

2. x3-4x+2=0. = 2,21, 0,54, 1,67. 
3. x—8x=35=0. —- 2,44, —0,66, 3,10. 
4. xi—-3x-1l=0. — 1,53, —0,35, 1,88. 
5. x*-31243=0: —0,88, 1,35, 2,53. 
6. 1343 x? - 10=0, 1,49. 

7. x3-3x2-4x4+7=0. TULL Di TI 
8. x3+2x2-5x-—8=0. = 2,76: — 1,36, 2,12. 
9. 2x3-14x242x+5=0. - 0,51, 0,71, 6,80. 
10. x1+8x-12=0. —2,36, 1,22. 

11. xt-4x-6x2?4+420x +9 =0. = 2,16, —0,41, 2,41, 4,16. 


12. x144x?-06x?-2Ux-23=0. — 4,60, 2,66. 
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Determinar gráficamente el número de raíces reales de cada una de las siguien- 
tes ecuaciones. Calcular la menor raíz (excluyendo el cero) por interpolación y 
por la fórmula de Newton. 


13. cosx+x=0. Sol. Una raíz; x= —0,739. 

14. tex=x=0. Infinito número de raíces. 

15. cos2x-—x=0. Una raíz; x=0,515. 

16. 3 sen x — x =0. Tres raíces; x= 2,279. 

17. 2 snx—x2*2=0 Dos raíces; x= 1,404, 

18. cosx—2x?=0, Dos raíces; x= 0,635. 

19. ctegx+x?=0. Infinito número de raíces; x = 3,032, 
20. 2 sn2x—x=0. Tres raíces; x= 1,237. 

21. senx+x-—1=0. Unaraiz; x=0,511. 

22. cosx+x-—l=0. Una raíz; x=0. 

23. e*—cosx =0. Infinito número de raíces; x= 1,29. 

24. tgx—logx =0. Infinito número de raíces; x= 3,05. 

25. er +x-—3=0. Una raiz; x= 0,792. 

26. sen3x=cos2x=0. Infinito número de raíces; x = 0,314, 
27. 2 sen Ah x—cos2 x =0. Infinito número de raíces; x = 0,517. 
28. tgx -2e* =0. Infinito número de raíces; x= 1,44. 


29. El radio interior (r) y el radio exterior (R) en pulgadas del árbol hue- 
co de un motor de un buque de vapor, que transmite H caballos de fuerza a la 
velocidad de N revoluciones por minuto, satisfacen la relación 
33 HR 
: N nr? 

Si H =2500, N =160 y r =6, calcular R. 


R*— rt = 


30. Un proyectil tiene la forma de un cilindro con una extremidad hemisfé- 
rica, siendo su diámetro d cm y su volumen V cm3, El cilindro tiene hem de 


2%. Sih =20:y V =:800, calcular d; 
Sol. d=6,77. 


largo. Demostrar que d3+3 hd? = 


31. La cantidad de agua (Q pies cúbicos por segundo) que corre sobre un 
vertedero de B pies de ancho, viene dada por la fórmula de Francis. 


0=3.3 (B-0,2H)H%, 
siendo H la altura del agua sobre la cresta del vertedero. Dados Q=12,5 y B=3, 


hallar H. (Despejar de la fórmula el factor y% y después construir las curvas.) 
Sol H=1,23. 
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32. Si V mi es el volumen de | Kg de vapor recalentado a la temperatura 
T* bajo la presión de P Kg por centimetro cuadrado, 


V = 0,005088 T+273 _ 0,1925 
P pÁ 
Dados V =0,175 y T =2159, hallar P. 


33. La cuerda c (fig. 74) de un arco s en un círculo de radio r, viene dada, 
aproximadamente, por la fórmula 
¿e 
ETT 
Sir=4m y c=3%60m, hallar s. Sol. s=06.23m, 


34. El área u (fig. 74) de un segmento circular cuyo arco s subtiende el 
angulo central x (en radianes) es u = Y r?(x —sen x). Hallar el valor de y 
sir=8cm y u = 64 cm?. Sol. x= 2,554 radianes. 


Fig. 74 


35. El volumen V (fig. 75) de un segmento esférico de una base, de altura 
CD = hb, es 
V = x(rh? — Y hi). 


Hallar hsir=4m y V = 150 m*?. Sol. H=4,3m, 
36. El volumen V de una cáscara esférica de radio KR y espesor 1 es 
V =4mu(R?= Rir+ 1317). 
Demostrar esta fórmula. Si KR =4dm y V es la mitad del volumen de una 
esfera maciza de igual radio, hallar ¿. Sol, + = 0,827 dm. 
37. Unaesfera maciza de madera de peso especifico S y diámetro d se hunde cn 
el agua a una profundidad h. Siendo x = 2. demostrar que 2 x%— 3x2 4 S=0. 


(Véase el problema 35.). Hállese x para una bola de arce en la que S = 0,786. 
Sol. 0,702. 


38. Hallar el menor valor positivo de f para el que las curvas 0. = cos y 
V = ef se cortan. Hallar el ángulo de intersección en ése punto. 
Sol. 0= 1,29 radianes: 29", 
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1, Hallar el ángulo de intersección de las curvas LC = 2 cos% y (0 =e enel 
punto de intersección más alejado del origen. 
Sol. Punto de intersección. 4 = 0.54 radianes; 75% 50, 


2. Demostrar que la curva Q = a senti 0 se corta a sí misma en ángulo 
recio. 


3, Sea OP un radio vector cualquiera de la cardioide 0 = u(l + cos 0). 
Del centro € del circulo O =4a cos 0 se traza CO, un radio del circulo, pára- 
leloa OP y en el mismo sentido. Demostrar que PQ es normal a la cardioide. 


4. Secircunscribea la cardioide € = «a(l — cos 4) un cuadrado: una diago- 
nal del cuadrado está en el eje polar. Demostrar que su área es 44 (24 V 3)a?. 


5. Latrayectoria de una partícula es la elipse v= —“L£—. El punto 
l —e cos Y) 


material se mueve de tal manera que el radio vector y describe áreas iguales en 
tiempos iguales. Hallar la razón de las velocidades del punto en las extremidades 
del eje mayor. 


—= 


Sal SS, 
O | 


1 


CAPITULO 1X 
DIFERENCIALES 


90. Introducción. Hasta ahora hemos representado la derivada de 
y = f(x) por la notación 


Hemos insistido particularmente en señalar que el símbolo 


dy 
da 


no debía considerarse como una fracción ordinaria, con dy como 
numerador y de como denominador, sino solamente como un símbolo 
que representa el límite del cociente 

Ay 

Az 
cuando Ax tiende a cero. 

Hay muchos problemas, sin embargo, en los que es importante dur 
interpretaciones a dx y dy separadamente. Esto se presenta, espe- 
cialmente, en las aplicaciones del Cálculo integral. En los- artículos 
que siguen se explica el nuevo significado de estos símbolos. 


91. Definiciones. Si /'(x) es la derivada de f(x) para un valor 
particular de x, y Az es un incremento de zx, arbitrariamente elegido, 
la diferencial de f(x), que se representa por el símbolo df (%), se 
define por la igualdad 


(4) dfíx) = f(x) Ax = YN, 


Si f(x) = xv, entonces f'(x1) = 1 y (4) se reduce a 
de = Ar. 
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Así, cuando z es la variable independiente, la diferencial de 
x(= dx) es idéntica a Ax. Por tanto, si y= f(x), (4) puede, en 
general, escribirse en la forma 


, «UY 
(B) dy = f'(x) dx * = ve dx. 


La diferencial de una función es igual al producto de su derivada 
por la diferencial de la variable independiente. 


Veamos una interpretación geométri- 
ca de lo que esto significa . 

Construyamos la curva y = f (2) (fi- 
gura 76). 

Sea f' (1) el valor de la derivada en P. 

Tomemos de = PQ. Entonces, 


dy =$'(x) dx= tg =* PQ 


Luego dy, osea, dí (x), es el incremento [= QT) de la ordenada 
de la langente, correspondiente a dx. 


Esto da la siguiente interpretación de la derivada como fracción : 


Si se representa por dx un incremento arbitrariamente elegido de la 
variable independiente x para un punto P(x, y) en la curva y =1 (x), 
entonces en la derivada 


dy representa el incremento correspondiente de la ordenada de la tun—- 
gente en P. 

El lector debe advertir especialmente que la diferencial (= dy) y el 
incremento (= Ay) no son, en general, iguales. En efecto, en la 
figura 76, dy = QT, pero Ay = QP/. 


92. La diferencial como aproximación del incremento. Por el 
Artículo 91 es claro que Ay (= QP' en la figura) y dy (= QT) son 
aproximadamente iguales cuando du (= PQ) es pequeño. Cuando 


* A causa de la posición que en esta expresión ocupa la derivada f'(x), a 


veces se llama a la derivada coeficiente diferencial. 
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solamente se desea un valor aproximado del incremento de una función , 
es más fácil, la mayor parte de las veces, calcular el valor de la dife— 
rencial correspondiente y emplear este valor. 


EJEMPLO 1, Hallar un valor aproximado del volumen de una cáscara esfé- 
rica de 200 mm de diámetro exterior y | mm de espesor. 


Solución. El volumen V de una esfera de diámetro x es 


(1) Vela, 
6 
Evidentemente, el volumen exacto de la cascara es la diferencia AV entre los 
volúmenes de dos esferas macizas de diámetros 200 mm y 198 mm, respectiva- 


mente. Pero como se pide solamente un valor aproximado de AV, hallaremos 
dV. De (1) y (B), 


dV = Lg dx, puesto que dV_ L x?. 
2 dx 2 
Sustituyendo x =200, dx = — 2, obtenemos ¿VW = 125600 mm?, aproxima- 
damente, no teniendo en euenta el signo cuyo significado es, tan sólo, el de 
exponer que Y disminuye al aumentar x. El valorexacto es AV=)24 400 mm?. 
Adviértase que la aproximación es aceptable porque dx es relativamente peque- 


no, es decir, es pequeño en comparación con x (=200); sino. el método seria 
inaceptable, 


EJEMPLO 2. Calcular un valor aproximado de 12 46”, empleando diferen- 
ciales, dados 1g 45% = l, sec 45% = VW 2, 1? =(1,001745 radianes. 


Solución. Sea y =tg x. Entonces, según (B), 
(1) dy = sec? x dx. 


Al pasar xa x + dx. y pasa, aproximadamente, a y + dy. Sustituyamos 
en (l), x= l4a (4%) y dx =0,0175. Se obtiene dy = 0,0350, y como que 
y =18 4? = 1, resulta y + dy = 1,0350 = tg 40%. aproximadamente. (Tablas 
de cuatro decimales dan tg 46? = 1,0355.) 


93. Errores pequeños. Una segunda aplicación de las diferenciales 
es la de determinar la influencia que tienen pequeños errores en los 
datos en el cáleulo de magnitudes. 


EJEMPLO l. Se mide el diámetro de un circulo, y se halla que es 5,2 cm con 
un error máximo de 0,05 cm. Hallar un valor aproximado del máximo errot 
que puede cometerse al calcular el área del circulo por la fórmula 


(1) A = ln x. (x = diámetro) 


Solución. Evidentemente, el error máximo exacto con que se obtiene A será 
la alteración (AA) de su valor, hallado según (1), cuando x cambia de 5,2 cm 
a5,2cm. Un valor aproximado del error en el área es el valor correspondiente 
de dA. Por tanto, 


dA = Y xx dx = Vx X3,2 Xx 0,05 = 0,41 cm?. 
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Errores relativos y error expresado en tanto por ciento. Si du es el 
error de yu, la razón 


(2) a = error relativo ; 
du : 
(3) 100 y = error expresado en tanto por ciento. 
El error relativo puede hallarse directamente por derivación logarít— 


mica (Art. 66). 


EJEMPLO 2. Hallar el error relativo y el error expresado en tanto por 
ciento en el ejemplo anterior. 


Solución. Tomando en (1) logaritmos naturales, 


In A = la Lx 42 In x. 
: 1 dA 2 dA _2dx 
D do, a E e a 
erivando 3 ds pi E A > 
Sustituyendo, az, dx =0,05, hallamos: 


Error relativo de A = 0,0192; error expresado en tanto por ciento = 1%%00 %. 


Los errores de cálculo que se consideran aquí son los ocasionados 
por errores pequeños en los datos que suministran la base para el 
cálculo. Estos pueden provenir de inexactitud de medición o de otras 
CAUsas. 


PROBLEMAS 


1. Si A esel área de un cuadrado de lado x, hallar dA. Construir una 
figura que muestre el cuadrado, dA y ÁA. Sol. dA =2xdx. 


2. Hallar una fórmula aproximada del área de una corona circular de radio 
r y anchura dr. ¿Cuál es la fórmula exacta? 
Sol. dA =2nxrdr; AA =1(2 1 +Ar)Ar. 


3. ¿Cuáles un valor aproximado del error que puede cometerse al calcular 
el volumen y el área de un cubo de arista 6cm, si se comete un error de 0,02 cm 
al medir la arista? Sol. Volumen, =2,l6cm?; área, += 1,44 cm?. 


4. Las fórmulas para el área y el volumen de una esfera son 
S =4ar? y V= YU ar?. 


Si al medir el radio se obtiene 3m, u) ¿cuáles son los errores máximos apro- 
ximados de S y V si las medidas son seguras hasta0,01 m? b) ¿cuálesen cada 
caso el error máximo expresado en tanto por ciento? 

Sol. a) S,0,24xm?; V, 0,36x m3; b) S, 4%; V. 1%. 
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5. Demostrar por medio de diferenciales que, aproximadamente, 


6. Hallar una fórmula aproximada para el volumen de una cáscara cilindri- 
ca delgada de extremidades abiertas si el radio es r, la altura ! y el espesor e. 


Sol. 2xrle. 


7. Se ha de construir una caja en forma de cubo, de 1 dm3 de capacidad. 
¿Con qué exactitud debe construirse la arista interior para que el error en el vo- 
lumen no sea mayor de 3 cm3 de más o de menos? Sol. Error, = 0,01 cm. 


8. Si y = x% y el error posible en la medición de x es 0,9 cuando x = 27, 
¿cuál es el error posible del valor de y? Empléese este resultado para obtener 
valores aproximados de (27,9) % y (26,1)%. Sol. 0,2; 9,2; 8,8. 


Usando diferenciales, hallar un valor aproximado de cada una de las siguien- 
tes expresiones: 


9. VO. 11. VINO. 18: Ha> 15. Y 35. 
pa 1 == 
10. VO. 12. Y 1010. 14. vi vi. 


17. Si In 10 = 2,303, obtener un valor aproximado de In 10,2 por medio 
de diferenciales. Sol. 2,323. 


18. Si e? =7,39, obtener un valor aproximado de e*' por medio de dife- 
renciales, Sol. 8,13. 


19. Dados sen 60? = 0,86603, cos 60% = 0,5 y 1% = 0,01745 radianes. calcu- 
lar, empleando diferenciales, los valores de cada una de las siguientes funciones, 
con cuatro decimales; a) sen62?%; b) cos61%; c) sen59; d) cos 58". 

Sol. a) 0,8835; b) 0,4849; c) 0,8573; d) 0,5302. 


20. El tiempo de una oscilación de un péndulo se da por la fórmula 
1? = al 
Y 

midiéndose la longitud del péndulo /, en metros, ten segundos, y siendo y=9,8. 

Hallar: a) la longitud de un péndulo que oscila una vez por segundo: b) la 

alteración en t si el péndulo en (a) se alarga 3 mm; c) cuánto se adelantaría 
O atrasaria en un día un reloj con ese error. 

Sol. a) 0,93 m; b) 0,00152 segs.; c) —2 minutos 10 segundos. 


, 


21. ¿Con cuánta exactitud debe medirse el diámetro de un círculo para que 
el area resulte con un error menor del uno por ciento? Sol. Error, < Y %. 


22. Demostrar que si se comete un error al medir el diámetro de una esfera, 
el error relativo del volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio. 


23. Demostrar que el error relativo de la enésima potencia de un número es 
n veces el error relativo del número. 


DIFERENCIALES 169 


24, Demostrar que el error relativo de la raiz enésima de un numero es 2 
n 
del error relativo del número. 


25. Cuando un bloque cúbico de cierto metal se calienta, cada arista aumen- 


ta 5 por ciento por grado de elevación de temperatura. Demostrar que la su- 


perficic aumenta - por ciento por grado, y que el volumen aumenta 5 por 


ciento por grado. 


094. Fórmulas para hallar las diferenciales de funciones. Puesto 
que la diferencial de una función es el producto de yu derivada por la 
diferencial de la variable independiente, se sigue inmediatamente que 
las fórmulas para hallar las diferenciales son las mismas que las dadas 
en los Artículos 29 y 60 para obtener las derivadas, con sólo multipli- 
car cada una de cllas por de. 

En consecuencia , las fórmulas para diferenciación son : 


I d(c) = 0, 
TI d(2) = dz. 
HI d(u+v-— w) = du + du — du. 
IV d(cv) = c dv. 
V d(uv) = u do + du. 
vI d(v") = n= do, 
Vla d(x") = ne=“de, 
VI a(+) _? q 
y v 
Vil a de «E 
c c 
Xx dino) ==. 
XI d(a”) = 4” In a de. 
Xl a d (e) = e dv. 
XII d(u”) = vu"! du + In u. uv” de. 
XII d (sen v) = cos y de. 
XIV d (cos v) = — sen y de. 
XV d(tg v) = sec? v dv. Etc. 
XX d (are sen v) = dle Etc. 


V 1-42 
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Para hallar diferenciales, lo más fácil es hallar la derivada , y mul- 
tiplicar el resultado por dx. 
La operación de hallar diferenciales se llama diferenciación . 


EJEMPLO l. Hallar la diferencial de 


E E 
y +3 
Sólnción: dy a(3)- (1243) d(x + 3) — (x+43)d (1? +3) 
x2+3 (1243)? 
— (28 3)dx —(x + 3)2x dx A (3-6x — 9 dx 
(12 +3)? (x2 +3)? 
EJEMPLO 2. Hallar dy de la expresión 
bix? — a?y? = a?b?. 
Solución. 2b*x dx — 2u*y dy =0. 
aty 
EJEMPLO 3. Hallar du de 
q? =a? cos? 0. 
Solución. 2o0do =-— a? sen24.2d8. 
dq — Esto?28 ga, 
Q 
EJEMPLO 4. Hallar d[arc sen (3t — 413) ]. 
d(3r 4) e 


Solución. dlarcsen (31 —4(%)] = 


PROBLEMAS 


Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones; 


1. y=133-3x. Sol. dy =3(x?— 1)dx. 
2% y= 24% dy = (2-2)ax 
a x ae 
3. y=Vax+5b dy = A 
i 2W ax +5 
LD yA 
LA BEA e EA 
Va x? 
5. s =aebt, ds = abedt de. 
6. u=Incu. du = du. 


12) 
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7. Q= sen ab. Sol. do =a cos ab db. 

8. y= In sen x. dy = ctg x dx. 

9. Q0=9co0s0. do = (cos 0 — U sen 0) df. 
10. s=el cosat. ds = el (cos u1 — a sen at) dt. 


Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones: 


3“. y= EN 15. 0 =2sen 5. 


12. u=Ve+1. 16. s= e-4l sen bt. 
y A 17. 0=V cug0. 
PPP 
CI AT ad EA 
Y NE +x e 32 
19. Si x?* + y? = a?, demostrar que dy = — xd, 
y 


Hallar dy en funcion de x, y y dx de cada una de las siguientes ecuaciones: 


20. 2x2+3 xy +4 y2=20. Sol. dy = - Hx+3yYdx 
3x+8y 

21. x14+6xy2+2 y? =10. 24, x% + y% = a%. 

22. x+4Vxy+2y=a. 25. x—y=ezr+v. 

23. Vx+ Vy=vVa. 26. sen (x — y) = cos (x+y). 


27. La medición de los catetos de un triangulo rectángulo da 14,5 m y 21,4m. 
El error máximo de cada medición es = 0,1 m. Hallar el error máximo, en gra- 
dos, que se puede cometer al calcular el ángulo opuesto al cateto menor por la 
fórmula que da la tangente de ese ángulo. 


95. Diferencial del arco en coordenadas cartesianas rectangulares. 
Sea s la longitud del arco AP medida desde un punto fijo A de la curva. 
Representemos el incremento de s(= arco PQ) por As. La siguiente 
demostración depende del supuesto que (Art. 99) al tender Q a P, 


cuerda PQY _ 
Men ( arco PQ ) bs 


De la figura 77, 
(1) (Cuerda PQ) = (Az) + (Ay)?. 


Multipliquemos y dividamos el primer 
miembro por (As)?, y dividamos ambos 
miembros por (Azx)?. 
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Obtenemos : 


Cuerda PQY* (AsY?_ AyY? 
A cd MO E 


Si ahora hacemos que (Q tienda a confundirse con 2 como posición 
límite, tendremos que Az>0 y la igualdad anterior se transforma en 


(3) (3) = =1+ (2): 


Multiplicando ambos miembros por dx*, obtenemos el resultado 
(0) ds = dx + dy. 


También, extrayendo en (3) la raíz cuadrada y multiplicando 
ambos miembros por dz, 


ax dy 21% 
(D) ds = [+ (5) | dx 
De (C) es igualmente fácil demostrar que 
di A 
(E) ds = |1+ (5) | dy 


Todas estas formas son útiles. 
De (D), puesto que 


dy" _ EA 
+ (52) =1+tg*7 =s8sec* 7, 


obtenemos ds = sec 7 dx, suponiendo el ángulo > agudo. De aquí es 
fácil demostrar que 


(7) A = cos, dl = sen. 
[== qL. EE mig 7 cos rm sen. | 
Para ulteriores referencias, añadimos las fórmulas (haciendo 
y= co 
/ 
(G) 0087 = sen == mx: 


Si el ángulo 7 es obtuso (y' < 0), debe ponerse el signo menos 
ante los denominadores en (G) y ante cos 7 en (F). 
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En la figura 78, PQ = Az = dz, PT es tangente en P y Tr es 
agudo. El ángulo PQT es un ángulo recto. 


Luego, QT = tg 7 dí = dy. Según el Art. 91 
Por consiguiente, PT = Y da? + dy? = ds. Según (C) 


La figura ayudará a retener en la memoria las relaciones dadas. 


Fig. 78 Fig. 79 


96. Diferencial del arco en coordenadas polares. De las relaciones 

(1) T=0C080, y=0senQ 
entre las coordenadas cartesianas rectangulares y las polares de un 
punto, obtenemos, según V, XII y XIV del Artículo 94, 

(2) de=c0s0 do — y send d0, dy = sen 9 du + v cos 6 de , 

Sustituyendo en (C) del Artículo 95, reduciendo y extrayendo la 
raíz cuadrada , obtenemos el resultado 

(41) ds = Y do* +0 di?. 

Esto puede escribirse 


(7) ds = [+ (5) | 20. 


La figura 79 se ha trazado de manera que el ángulo Y que forman 
el radio vector OP y la tangente PT sea agudo (Art. 85). Además, 
vo, AA y Ay (= OP! — OP) son positivos. Tómese o como variable 
independiente. Entonces Av = do. ln el triángulo rectángulo PQT, 
tomemos PQ = de. Entonces QT = tg 1 du. 


Pero te y = o: Según (4), Art. 85 
di 4 
Luego QT =0u ds do=0w0db; según (B) 


por tanto, PT = Y do? + o* d6? = ds, Según (4) 
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EJEMPLO 1. Hallar la diferencial del arco del círculo x? + y? = r?. 
Solución. Derivando, Pes, 
dx y 
Para hallar ds en función de x sustituímosen (D), lo que da 
21% 2 2 2x1 
ds = (+5) 0ax> (Ea 6 (5) de == —_EÍX_. 
y y y Vr? x?2 
Para hallar ds en función de y sustituímos en (E), lo que da 
2% x2 +4 y2Y% 2% rd 
d=lf1+% dy = (EL dy =(5) di= BD. 
s ( de ho y 52 y 2 y Pap 


EJEMPLO 2. Hallar la diferencial del arco de la cicloide 
x=a(0—sen0), y =a(l —cos6), 
en función de € y d60. (Véase el ejemplo 2 del Art. 81.) 
Solución. Diferenciando, 
dx =a(l —cos0)d0, dy = asen 0 dd. 
Sustituyendo en (C), 
ds? = a? (1 — cos 9)? d0? + a? sen? A d0? =2 a? (1 — cos 0) d6?. 
Según (5), del Artículo 2, 1 — cosf = 2 sen? Y M. Luego, 
ds =2a4 sen 150 d0. 


EJEMPLO 3. Hallar la diferencial del arco de la cardioide € = a(l1 — cos 0) 
en función de 6. 


Solución. Derivando, — = q sen 0. 


Sustituyendo en (1), se obtiene 


ds = [a?(l — cos 9)? + a? sen? 9] 4 dd = a(2 —2 cos 0) % d6 


Y 
=aq (« senz)" d0 =2 a sen ? d0. 


PROBLEMAS 


En cada una de las siguientes curvas, hallar ds en función de x y dx. 


1. 2y=x?. Sol. ds =VWI+x dx. 
2. y =2px. ds = NES LFP gx, 
LA 


at— (a? — b2) x? 


3. b?x? + ay? = a?b?. ds 
PD a?(a? — x?) 


dx. 


4. 6xy = x*t+3. ds= GH Ddx 
2x? 


5. y = In sec x. ds = sec x dx. 
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Hallar ds en función de x y dx en cada una de las siguientes curvas: 


6. ay = x3. 9. 2y=e"+e*. 
7. ay? = x3. 10. y= sen x. 
8. Vx+vVy=Va. 11. y = cos? x. 
En cada una de las siguientes curvas, hallar ds en función de y y dy. 
12. y? =2px. Sol. ds AA 
p 
13. ay? = x?. ds = VO yh+ dad A 
3y% 
E 
1. x44+yói=a% ds = ye dy. 
y 
15. ay = x3. 
16. y2-2x-3y=0. 17. 2 xy - y -4=0. 
En cada una de las siguientes curvas, hallar ds, sen 7 y cos 7 en función 
de t y dt. 
18, x=21+3 y- 8-2, 20. x=asent, y=acost. 
19. x=318,. y=14 21. x=4cosft, y =3 sen 1. 
En cada una de las siguientes curvas, hallar ds en función de ( y db. 
22. 0 =acos0. Sol. ds =a di. 
23. 0=5Ícos8 + 12 sen 0. ds = 13 d0. 
24. 0=1-— sen. ds = W2—1 sen 0 d6. 
25. 0=3sen0—4 cos 6. 31. 0 =4 sent Í. 
26. 0=1+c0s0. 
4 
0 32. = _—.. 
27. 0= sec? 5 e L+<cos h 
4 
28. = 2 —cos Q. 83. 9= 
, ñ = 3—cosÓ 
29. 0=2+3 sen q. 4 
34. u- 
30. 0=acosné. l—3c0s 6 
97. La velocidad como rapidez de variación de la longitud del arco 


con respecto al tiempo. 


En la discusión del movimiento curvilíneo en el 


Artículo 83, la magnitud de la velocidad » se dió por (E), 


(1 


) TS 


vw +. 


Según (C) y (D) del Artículo 83, 


Vx = 


de 
de* 


dy 
Vy = de" 
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Sustituyendo en (1), empleando diferenciales y la igualdad (€) del 
Artículo 95, el resultado es 


(2) e =- HERE 


Por tanto, en el movimiento curvilineo la magnitud de la velocidad 
del punto móvil es la rapidez de variación de la longitud del arco de la 
distancia trayectoria con respecto al tiempo. 


Este enunciado debe compararse con la definición dada de veloci- 
dad, en el movimiento rectilíneo, como la rapidez de variación de la 
distancia con respecto al tiempo (Art. 51), 


98. Las diferenciales como infinitésimos. Muchas veces, en las 
Matemáticas aplicadas, las diferenciales se tratan como infinitésimos 
(Art 20), es decir, como variables que tienden hacia cero. Por otra 
parte, frecuentemente se establecen relaciones entre infinitésimos en 
las que éstos se reemplazan por diferenciales. El ** principio de reem- 
plazo ”” sobre equivalencia de infinitésimos y diferenciales es muy útil. 

Si x es la variable independiente, hemos visto que Ázx = du; 
siendo así, Ax puede reemplazarse por dx en cualquiera ecuación. Bi 
Az =>0, entonces de >0 también. Al contrario, Ay y dy no son 
iguales en general. Pero cuando z tiene un valor fijo y Az (= du) es 
un infinitésimo , Ay también lo es, y asimismo dy , según (B) del Ar- 
tículo 91. Además, es fácil demostrar la relación 


Ay 
(1) Mn y =1, 


Demostración. Puesto que 


M 


podemos escribir =f (DEl, si lí 4= 0. 


Quitando denominadores, y empleando (B), 


Ay = dy + 1 Az. 
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Dividiendo ambos miembros por Ay y transponiendo, se obtiene 


dy _ . Az 
> 1-2 Ay" 
dy : Ay 
Ls lí PA -: — E 1 
nego , po 2 By 1, o sea, igualmente, ua sde j 


como se quería demostrar. 


Ahora enunciamos, sin demostración , el siguiente teorema sobre 
equivalencia de infinitésimos . 


Teorema. En los problemas que implican solamente las razones de 
infinitésimos que tienden simultáneamente a cero, un infinitésimo puede 
reemplazarse por otro infinttésimo si el límite de la razón de los dos es la 
unidad , 


Según este teorema, Ay puede reemplazarse por dy, y, en gene— 
ral, un incremento cualquiera por la diferencial correspondiente. 

En una ecuación homogénea en infinitésimos, la aplicación de dicho 
Leorema es sencilla . 


EJEMPLO l. Según ($), Art. 2, six= 14d l—=cosí=2 sen? o 1. 
Sea i un infinitésimo. Entonces, según (B) del Art. 08, sen í puede reempla- 
zarse por í, sen? 1% ¡ por ly 1? y, en consecuencia, l—cos 1 por 1441?. Ade- 


más. tg 1 (- =>) puede reemplazarse por i. 
EOS 1 


EJEMPLO 2. En (1). del Articulo 95, todas las cantidades son. finalmen- 
te, infinitésimos, puesto que AÁx—>0, La ecuación es homogénea (cada término 
es de segundo grado). Según el teorema, podemos reemplazar los infinitésimos 
como sigue: 


Cuerda PQ por arco PQ = As, y As por ds: Ay por dy; y Áx por dx. 
Entonces (1) se convierte en ds? = dx? + dy?; es decir, en (C). 


99. Ordenes de infinitésimos. Diferenciales de orden superior, 
Sean 2 y j infinitésimos que tienden simultáneamente £ cero, y sea 


lim Le dy: 
1 


Si L no es cero sino una cantidad finita, se dice que i y ¡j son 
infinilésimos del mismo orden . 


Si L=0, se dice que j es de orden superior a í, 
Si L se hace infinito, se dice que ¡ es de orden inferior a ¡. 
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Sea L= 1. Entonces j — i es de orden superior a i. 


[tim (15) = lim (+- 1) =liml —1= o. | 


La recíproca es igualmente cierta. En este caso (L = 1), se dice 
que j difiere de i en un infinitésimo de orden superior. 


Por ejemplo, dy y Ax son del mismo orden si f'(x) no se anula ni se hace 

infinita. Entonces Ay y Ax son del mis- 
r mo orden, pero Ay — dy es de orden supe- 
rior a Áx. A causa de esto, dy se llama 
**la parte principal de Ay'', Evidente- 
mente, las potencias de un infinitésimo í 
son de orden superior a í. 


EJEMPLO. Demostrar la igualdad, su- 
puesta cierta en el Articulo 95. 
lúm cuerda PQ 
arco PQ 


Demostración. En la figura 80, tene- 
Fig. 80 mos, por Geometría, 


cuerda PQ < arco PQ < PT + TQ. 
Dividiendo por **cuerda PQ'' resulta, 


< arco PQ < PT + TO 
cuerda PQ cuerda PQ cuerda PO” 


Ahora bien, cuerda PQ =sec $ Ax, PT =secrAx, TO=Ay-—dy, y 
por tanto, 


= 1, 


PT sec 7 TO dE Ay — dy 


cuerda PQ sec $ cuerda PO Ax 
Tomando limites, 
: PT z TQ 
1 ——_ AA = 1 1 —— 1 => 
ás (e 70) A PQ 


lim (as dl 
ar—uN cuerda PO ] 


Diferenciales de orden superior. Sea y = f(x). La igualdad 
dy = ["(x) Ar? = y" Ar? 


define la segunda diferencial de y. Si y” no se anula ni se hace infi- 
nita, d*y es del mismo orden de Az? y, en consecuencia, de orden 
superior a dy. Dela misma manera pueden definirse d'y, ..., dy, 


PROBLEMAS 


En el triángulo ABC los lados a, b, c son infinitésimos que tienden simul- 


táaneamente hacia cero, y e es de orden superior a b. Demueéstrese que lim =] 


CAPITULO X 
CURVATURA. RADIO DE CURVATURA. CIRCULO DE CURVATURA 


100. Curvatura. Enel Artículo 55 se ha estudiado el sentido de la 
concavidad de una curva. La forma de una curva (su cualidad de 
aguda o achatada) en un punto depen— 
de de la razón de la variación de su 
dirección. Esta razón se llama curva— 
tura en el punto, y se representa por XK. 
Hallemos la expresión matemática 
de M. 

In la figura 81, sea P' un se- 
gundo punto de la curva, próximo 
a P. Cuando el punto de contacto 
de la tangente describe el arco 
PPY (=As), la tangente gira el Fig, Él 
ángulo A7.* Es decir, Ar es la 
variación que sufre la inclinación de la tangente. Veamos ahora las 
siguientes definiciones : 


r 


a = cuwvalura media del arco PP”. 

Se llama curvatura en P (= K) el límile de la curvatura media 
cuando P* liende a P; es decir, 

(4) K= lím ¿A AA curvatura en P. 

aj —=0As ds 

En términos formales, la curvatura es la razón de la variación de la 
inclinación con respecto al arco (compárese con lo dicho en el Ar- 
tículo 50). 


Al ángulo Az se le suele llamar ángulo de contingencia, 
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Puesto que el ángulo Ar se mide en radianes y la longitud del 
arco As en unidades de longitud, se sigue que la unidad de curvalura 
en un punto es un radián por unidad de longitud , 


101. Curvatura de la circunferencia. 


Teorema. La curvatura de una circunferencia en un punto cual- 
quiera es igual al recíproco del radio, y, por tanto, es la misma en todos 
los puntos. 


Demostración. En la figura 82, el ángulo Ar que forman las 
tangentes en P y en P!, es igual al 
ángulo central PCP! que forman los 
radios CP y CP". Luego, 


As 
Ar _ ángulo POP! R_ 1 
As — As Na —R' 


puesto que el ángulo PCP” se mide en 
radianes. Es decir, la curvatura me- 
Fig. 82 dia del arco PP” es igual a una cons— 
tante. Cuando As => 0, tenemos el 

resultado que afirma el teorema. 

Desde el punto de vista de la curvatura, la circunferencia es la 
curva más sencilla, puesto que un círculo se va curvando de manera 
uniforme. Evidentemente, la curvatura de una recta es cero en todos 
sus puntos. 


102. Fórmulas para la curvatura (coordenadas rectangulares). 
Teorema. Cuando la ccuación de una curva se da en coordenadas 
rectangulares, enlonces 
” 
(1 +y”) 


siendo y' y y”, respectivamente, la primera y la segunda derivada de y 
con respecto a Xx. 


Demostración. Puesto que 7? = are tg y”, ( l= e) 
derivando, tenemos 
d> y” , 
(1)  _——— Según XXII, Art. 60 
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Pero 


(2) E = (1 + ya). Según (3), Art. 95 
Dividiendo (1) por (2), tenemos (B), como se quería demostrar. 


Esercicio. Si y es la variable independiente, demostrar que 


— xx! 
(c) E= ax 


siendo x' y 2”, respectivamente, la primera y la segunda derivadas 
de x con respecto a y. 

La fórmula (C) puede emplearse como fórmula adecuada en los 
casos en que es más sencillo derivar con respecto a y. Además, (B) 
falla cuando y' se vuelve infinita ; es decir, cuando la tangente en P 
es vertical. Entonces en (C) 


v=0 y K=-e”. 
Signo de K. Eligiendo el signo positivo en el denominador de (B). 


vemos que K y y” tienen el mismo signo. Es decir, K es positivo o 
negativo según que la curva sea cóncava hacia arriba o hacia abajo. 


EJEMPLO l. Hallar la curvatura de la parabola y? =4 x, a) enel pun- 
to (1, 2); b) enel vértice. 


Solución. ya£, yt 2) 2-4 

Y dx X y y? 
a) Cuando x=1l y y=2, entonces y =1l. y =— Y. Sustituyendo 
en (B), K= - liv 2=-—0,177. Según esto, en (1, 2) la curva es cóncava 


hacia abajo, y la inclinación de la tangente varía a razón de 0,177 radianes por 
unidad de arco. Puesto que 0,177 radianes = 10? 7', el ángulo que forman las 
tangentes en P(1, 2) y en un punto Q, siendo el arco PO igual a 0.1] es, 
aproximadamente, de 1%. 

b) En el vértice (0, 0), y! se vuelve infinita. Por tanto, según la 
fórmula (C), 
1 I 
2 Zdy 2 y 
EJEMPLO 2. Hallar el valor de K para la cicloide (vease el Articulo 81) 


x=a(0—sen0), y =a(l —co5 0). 


Solución. Enel ejemplo 2 del Articulo 81, hemos hallado 


¿— sená 
y l—= cos 0 
Luego, 
+ y” = z 


l— cos 
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Además, en el ejemplo del Articulo 82, se ha demostrado que 
”—= 1 , 

a(l—cos 4)? 

Sustituyendo en (B), resulta 


. 1 ] 
a lavWv1-2 o A gsen 140 

103. Fórmula especial para las ecuaciones paramétricas. De la 
ecuación (A) del Artículo 81 obtenemos, derivando , 


de d'y _ dy de 
(1) dy _ di dé dt di 


E 


De esto, empleando (B) del Artículo 82 y sustituyendo en (B) del 
Articulo 102, y reduciendo, obtenemos 


Xy — yx! 
(D) = 2, 
(1? + y”) 
donde los acentos indican derivadas con respeclo a !; es decir, 
po 2 _ PE ¿Y nm PY 


Sas * == de: 24 Y q 


La fórmula (D) es cómoda , pero a menudo es mejor proceder como 
en el ejemplo del Artículo 102; hallando y' como en el Artículo 81, 
y” como en el Artículo 82, y sustituyendo directamente en (B). 


104. Fórmula para la curvatura (coordenadas polares), 


Teorema. Cuando la ecuación de una curva está dada en coordenudas 
polares, 

(+ 03% >” 
donde p' y y” son, respectivamente, la primera y la segunda derivadas 
de o con respecto a 0. 


Demostración, Según (7) del Artículo 85, 
=0+w. 
Luego 


de dy 
(1) de == +g> 
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Además, según (H) del Artículo 85, 
dl Y2 
y = arc tg y 


dy 


P”— pp” 
Luego de o 


Entonces, según (1), 

(2) E _ +20”*—00" 
De (7) del Artículo 96, 
(3) dy = (0 + 02)%, 

Dividiendo (2) por (3), tenemos (E), como se quería demostrar. 


EJEMPLO. Hallar la curvatura de la espiral logaritmica 0 = e0% en un pun- 
to cualquiera. 


ió du , d? % 6 
Solución. — = = get =a0: E = = q? = ¿2 p, 
q o ae an; SA 0 a?o ato 
| 
Sustituyendo en (E), 0 === 
6 eV 1+au 


105. Radio de curvatura. Se llama radio de curvatura R en un 
punto de una curva, al recíproco de la curvatura en ese punto. Luego, 
de (B), se obtiene, 


(F) R = 


EJEMPLO. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera de la cate- 
r T 
naria y = El + 5) (figura en el Capitulo XXVI). 


z 


(2 — 1(< ¿E 
Solución. y'= 0 —e a); y!= le +e 5) =S 
INS 2 
A Y = E PAN FE =£ e R=Y". 


106. Curvas de ferrocarril; curvas de transición. Al proyectar las 
curvas de un ferrocarril, y debido a la gran velocidad de los trenes, no 
conviene pasar bruscamente de la vía recta a una curva circular. A fin 
de hacer gradual el cambio de curvatura, los ingenieros se sirven de 
curvas de transición para unir la parte recta de una vía con la parte 
que es un arco circular. Tal curva debe tener curvatura cero en su 
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punto de unión con la vía recta, y la curvatura de la vía circular donde 
se une con ésta. Por lo general, se emplean arcos de parábolas cúbicas 
como curvas de transición . 


EJEMPLO. Una curva de transición en una vía de ferrocarril tiene la forma 
de un arco de la parábola cúbica y = Y x3. ¿A razón de cuántos radianes por 
kilómetro cambia un vagón en esa vía su dirección (1 Km = unidad de longitud) 
cuando pasa: a) por el punto (3, 9); b) porel punto (2, 3%), y c) por 
el punto (l, Y)? 


Solución. dx, Úomz2x 
dx dx? 

sa d De 

Sustituyendo en K= a+ 0% 


a) En (3, 9), K 


" 


6 
ED radianes por Km = 28' por Km. 
y 
b) En (2,%), K ===> radianes por Km = 3% 16' por Km. 
(17) % 
2 
c) En(1,M), K= “DÍ radianes por Km = 40? 30' por Km. 


107. Círculo de curvatura. Consideremos un punto cualquiera de 
la curva C (fig. 83). La tangente a la curva en P tiene la misma 
pendiente que la curva en P (Art. 42). De manera análoga , pode- 
mos construir, para cada punto de la curva, un círculo tangente cuya 
curvatura sea igual a la curvatura de la curva dada, en ese punto. 
Para esto, trácese la normal a la curva en P hacia el lado cóncavo de 
la curva. Mídase en esa normal la distancia Pc = radio de curva- 
tura (= R) en P. Con c como centro , trácese 
el círculo que pase por P. La curvatura de ese 
círculo es 


k=l, 

que también es la curvatura de la curva dada en 

el punto P. El así construído se llama círculo de 
Fig. 83 curvatura en el punto P de la curva. 

En general, el círculo de curvatura de una 
curva en un punto cortará a la curva en ese punto, tal como se indica 
en la figura 83. (Compárese con la tangente en un punto de inflexión , 
que vimos en el Artículo 57.) 

Así como la tangente en P nos da la dirección de la curva en P, 
así el círculo de curvatura en P nos ayuda notablemente a formarnos 
un concepto geométrico de la curvatura de la curva en P, puesto que 
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la razón de la variación de la dirección de la curva y del círculo son 
idénticas en P. 

Más adelante (Art. 114) se definirá el círculo de curvatura como la 
posición límite de un círculo secante. Esa definición es análoga a 
la que se dió en el Artículo 28 para la tangente. 


EJEMPLO l. Hallar el radio de curvatura en el punto (3, 4) de la hipérbola 
equilátera xy = 12 (fig. 84), y trazar el circulo de curvatura correspondiente. 


Solución. dz 2, Py_ 24. 
dx x dx? x? 
Wes y 8 
AS -ralaás ali = dd 
ui 125 
e” LEIA a 


El circulo de curvatura corta a la curva en dos puntos. 


EJEMPLO 2. Hallar el valor de 
R correspondiente al punto (2, 1) 
de la hipérbola 


x*+4+4xy—2 y? = 10. 
Solución. Derivando, conside- 


rando y como una función implicita 
de x, obtenemos 


x+2y+2 xy —2 yy! = 0. 


Derivando otra vez, considerando 
y y yl como funciones implícitas 
de x, obtenemos 


14+4y —2y?+42(x — y) y” =0. Fig. 34 


Sustituyendo los valores dados x =2, y =1, hallamos y =-—2, y" = 4. 
De esto, según (F), 


R=3V3. 


El método de este ejemplo (a saber, el considerar y y y' como funciones 
implícitas de x) se emplea muchas veces con ventaja cuando se piden sólo los 


valores numéricos de y! y y”, y no expresiones generales de estas derivadas en 
términos de x y y. 


PROBLEMAS 


Hallar el radio de curvatura en cada una de las siguientes curvas en el punto 
indicado. Trazar la curva, y el circulo de curvatura correspondiente. 


1. 2y=x?; (0, 0): Sol. R 
2. 6y=x% (2, 4). R 


L. 
ANT, 


h 
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3. y=x3; (1, 1). Sol. R=M4vV 13. 
4. y=senx; Y x, 1). R=1. 

5. y=e%; (0, 1). R=2vV72. 
6. x2—-4y2=9; (5, 2). 8. y=2sn2x; (lx, 2). 


7. y=x31+8: (1, 3). 9. y=tgx: (YUx, 1). 


Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (x1, yi) en cada una 
de las siguientes curvas: 


10 yt Sol. R= U+F9A0%A 
6x1 

11. y?=2 px. 

12. b?x? — a?y? = a?b?. R= Pra) A atyi2) A e 

é atbs 

13. b?x? + a?y? = a?b?. 

14. i4yA=a%. R=2a gn 
añ 

15. x7% + yA == añ . R= 3(axiy) A. 

16. x=rcarcves L—Y2ry=y. R=2V 72 yr. 

r 
17. y= In sec x. R =sec xi. 


18. Si el punto de contacto de la línea tangente en (2, 4) a la parábola 
y? = 8 x se mueve sobre la curva a una distancia As = 0,1, ¿qué ángulo, apro- 
ximadamente, girará la línea tangente? (Empléense diferenciales. ) 


19. La inclinación de la curva 27 y = x3 en el punto A (3, 1) es 45%. 
Empléense diferenciales para hallar aproximadamente la inclinación de la curva 
en el punto B, si la distancia a lo largo de la curva desde A hasta B es As =0U,2 
unidades. 


Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (01, 01) sobre cada 
una de las siguientes curvas: 


20. Elcírculo 0 = a sen 0. Sol. R=XUa. 


21. La espiral de Arquímedes e = a%. (Fig., Cap. XXVI). 
R= (01? + a?) % . 
0? +2a? 
22. Lacardioide o =a(l —cos 0). (Fig. Cap. XXVI). 


R=%vV 2ag,. 


23. Lalemniscata y? = a?cos2 0. (Fig., Cap. XXVI). 


24. Laparábola 9 = a sec? 40. (Fig. Cap. XXVI). 
R=2asec Y 0. 


25. Lacurva 9 = asen? Y 0. R=Yasen? Y By. 
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3 
26. Latrisectriz o =2acosó—a. Sol. R= a(5 — 4 cos 01) 4 > 
O0—6 cos 01 


3 
27. La hipérbola equilátera 0? cos 2 f = a?. R= Qe. 
a 


otitane E. ya AA 
28 a cónica e = ¡4 R (l—e cos 01)? 


Hallar el radio de curvatura en cada una de las siguientes curvas en el punto 
indicado. Trazar la curva y el círculo de curvatura correspondiente. 


29. x=2t y=12*-1l; 1=1. R=4V2. 
30. x=3%, y=31-=4; t=1. R =6. 
Bl. x=2le, y=2e-t; 1=0. R=2vV72. 
32. x=acost, y=asent: 1= ti. R=a 

33.. + =2:t, u=2; (=1 

34. x=2+1l y=8-1l; ¿=1. 

35. x=4cost, y=2sent; y=1. 

36. x=2sent, y=c0s2t; t=Yx. 

37. x=tgt y=cgtj 1=Ux. 


38. x=t-—sent, y=l—cost; t=1. 


39. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (1 =t1) de la 
hipocicloide x =a cost, y=a sen? t. Sol. R=3a sen ti cos ti. 


40. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (1 = 11) de la 


curva 
a(lcos t + tsent), 


y = a(sen t — 1cost). 


x 


Esta curva es la evolvente (véase el Art. 111) de un círculo. Sol. R= ati. 


41. Hallar el punto de la curva y = e” donde la curvatura es máxima. 
Sol. x= —0,347. 


42. Hallar los puntos de la curva 3 y = x* — 2 x donde la curvatura es 
máxima. Sol. x =.*0,931. 


43. Demostrar que en un punto de inflexión el radio de curvatura se hace 
infinito. 


44. Dada la curva y =3x—x?, 


a) Hallar el radio de curvatura en el punto máximo de la curva, y 
trazar el circulo de curvatura correspondiente. 

b) Demostrar que el punto máximo de la curva no es el punto de 
curvatura máxima. 

c) Hallar, aproximando hasta la centésima, la abscisa del punto 
de curvatura máxima. Sol. x= 1,01. 
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45. Hallar el radio de curvatura en cada punto máximo o minimo de la curva 
y=x*-2x?. Trazar la curva y los círculos de curvatura. Hallar los puntos 
de la curva donde el radio de curvatura es mínimo. 


46. Demostrar que en un punto de la curva y = f(x). de radio de curva- 
tura mínimo, se tiene 


3 (52) (2) - d*y [1 + (521 
dx Xax? dx? dx 
47, Demostrar que la curvatura de la parábola cúbica 3 u?y = x*% aumenta 


desde cero hasta un valor máximo cuando x aumenta desde cero hasta 


av 125, Hallar el valor mínimo del radio de curvatura. Sol. 0,983 a. 


108. Centro de curvatura. La tangente en P(x, y) tiene la pro— 
piedad de que x, y y y' tienen los mismos valores en P para esta 
línea y para la curva. El círculo de curvatura en P tiene una propie— 
dad semejante: a saber, 2, y, Y”, y” tienen los mismos valores en P 
para este círeulo y para la curva. 


DurrvicióN, Se llama centro de curvatura (a, P) de un punto 
P(x, y) sobre una curva, el centro del círculo de curvatura. 


Teorema. Las coordenadas (a, B) del centro de curvatura en el punto 
P(x, y) son 
(1 + y”) 
” 2 


1+y* 
(0). a O, po O 


Demostración. La ecuación del círculo de curvatura es 
(1) (10 + (y—B)?=R”, 
donde R está dado por (F). Derivando (1), 


A A de 
y.” (y—P) 


De la segunda de estas ecuaciones, después de sustituir el valor de 
R según (F), obtenemos 


. a + yy 
y . 


(2) y = 


1+y* 


(6) (u—By= m7 


 y—pb=-— 
De la primera de las ecuaciones (2) obtenemos, empleando (3), 


yd +) 


(4) x—u=-—y(y—B) = yo 
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Despejando f de (3) y a de (4), tenemos (G), como se quería 
demostrar. p 


Esercicto 1. Obtener directamente la fórmula (G) empleando (G) 
del Artículo 95, y la figura 85. 


(a=x=—Rsenz7r, B=y+R cos”, ete.) 


Esercicio 2. Si 2! y 2” son, respectivamente, la primera y la 
segunda derivadas de x con respecto a y, establézcase (G) en la forma 


1+x? y HU+2) 


(4) a=x-+ 7 7 


, b= 


Las fórmulas (4) pueden emplearse cuando y! se hace infinita, o 
si es más sencillo derivar con respecto a y. 


Fig. 85 Fig. 86 


EJEMPLO. Hallat las coordenadas del centro de curvatura de la parábola 


y? =4 px (fig. 86), a) para un punto cualquiera de la curva; b) para el 
vértice. 


Solución. Según (H). tendremos x=, x= 10 
2p 2p 
Luego, asp E 342 po 
Pp 
B=y YET 
4 p? 4 p? 
Por tanto, a) ( x+2p. — ) 
4 p? 


es el centro de curvatura correspondiente a un punto cualquiera de la curva. 
Bb) (2p, 0) esel centro de curvatura correspondiente al vértice (0, 0). 
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Por el Artículo 57 sabemos que en un punto de inflexión (como Q 

de la figura 87) pa 
a =0. 

Luego, según (B) del Artículo 102, la curvatura K = 0, y según 
(F) del Artículo 105 y (G) del Artículo 108 vemos que, en general, 
a, PB y R aumentan sin límite cuando la segunda derivada tiende a 
cero, a menos que la tangente sea vertical. Hs decir: si suponemos 
que P, con su tangente, se mueve a lo largo de la curva hasta P”, en 
el punto de inflexión Q la curvatura es cero, el giro de la tangente se 
detiene momentáneamente , y como el giro cambia de sentido el centro 
de curvatura se aleja indefinidamente y el radio de curvatura llega a 
ser infinito, 


Fig. 87 Fig. 88 


109. Evolutas. El lugar geométrico de los centros de curvatura 
de una curva dada se llama la evoluta de esa curva. Consideremos el 
círculo de curvatura en un punto PP de una curva. Si P se mueve a lo 
largo de la curva , podemos suponer que el círculo de curvatura corres 
pondiente ruede al mismo tiempo, variando su radio de manera que sea 
sienpre iguel al radio de curvatura de la curva en el punto P. La 
curva CC7 que describe el centro del círculo es la evoluta de PP;. 

Las fórmulas (G) y (4) del Artículo 108 dan las coordenadas de 
un punto cualquiera (u, $) de la evoluta , expresudas en función de las 
coordenadas del punto correspondiente (2, y) de la curva dada. Pero 
y es una función de x; por tanto, estas fórmulas nos dan inmediata- 
mente las ecuaciones paramétricas de la evoluta en función del pará- 
metro X. 
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Para hallar la ecuación cartesiana rectangular de la evoluta, basta 
eliminar z y y entre las dos expresiones y la ecuación de la curva dada. 
No puede darse ningún procedimiento general de eliminación que sea 
aplicable en todos los casos; el método depende de la forma de la 
ecuación dada. Sin embargo, en muchos casos, el estudiante podrá 
hallar la ecuación rectangular de la evoluta por medio de los tres pasos 
siguientes. 


Instrucciones generales para hallar la ecuación de la evoluta en 
coordenadas rectangulares. 


Primer Paso. Hallar qu y P de las fórmulas (G) o (H) del Ar- 
tículo 108. 

SEGUNDO PASO. Htesolver las dos ecuaciones resultantes con respecto 
a x y y en función de a y [). 

TrErceER PASO. Sustituir estos valores de x y y en la ecuación dada , 
y reducir. Ast se obtiene una relación entre las variables a y f que es la 
ecuación de la evoluta. 


Fig. 89 
ESEMPLO l. Hallar la ecuación de la evoluta en la parábola y? =4 px 
(fig. 89). 
2 2 
Solución. dy_2p dy a 
Xx y dx? y? 
y 
Primer paso. u=3xr+2p B=- Y. 
4 p? 

, : _a-2p e FRY 
Segundo puso. A EN (4 pp). 
Tercer paso. 14p?f)% =4p (52) 

O sea, pp? = Y, (u —2p)?, 


Recordando que QU representa la abscisa y fi la ordenada en un sistema de 
coordenadas rectangulares, vemos que la evoluta de la parábola AOB es la pará- 
bola semicúbica DC'E (fig. 89); los centros de curvatura correspondientes a 
O. P. P,. Paz son C”, €, Cy. Ca respectivamente. 
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EJEMPLO 2. Hallar la ecuación de la evoluta de la elipse 


b?2x? + a*y? = ab? (fig. 9). 


dy bix  d*y_ bi 
Solución. E a re A E ss 
dx ay dx? aty? 
Y — 2) x3 
Primer paso. 4 = la? 09 = ESA 
a 
— _ fa? — b3) y* 
p=- MEA. 
a ata 4 
Segundo paso. x= (5%5) » 


Tercer paso. (au) A+ (bB)%= (a2—b2)%, 


Fig. % que es la ecuación de la evoluta EHE'H* de 

la elipse ABA'B'. Los puntos E, E', H', H 

son los centros de curvatura correspondientes a los puntos A, A”, B, B' de la 
curva, y C, C!, CY corresponden a los puntos P, P!, P”. 


EJEMPLO 3. Las ecuaciones paramétricas de una curva son 


2 3 
* Ir 
(0; x= B+l y Lic 
> o 
Hallar la ecuación de la evoluta en forma paramétrica, construir la curva y la 
evoluta, hallar el radio de curvatura en el punto donde ¿ = 1] y trazar el circulo 
de curvatura correspondiente. 


Fig. 91 
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dx t dy 1 6 % 
ión. E E A A = 
Solución db q y 
Según (A) del Art. 81 
uu - Ll y Bo z. Según (B) del Arr. 82 


Sustituyendo en (G), y reduciendo, obtenemos 


(2) AO Mali pr LEA 


4 6 


que son las ecuaciones paramétricas de la evoluta. Tomando varios valores del 
parámetro t, calculamos x y y de (1), u y f de (2), y disponemos los resul- 
tados en forma de tabla. 

Construyamos ahora la curva y 
su evoluta (fig. 91). 

El punto (2%, 0) es común a 
la curva dada y a su evoluta. La 
curva dada (una parábola semicú- 
bica) está toda a la derecha de 
x=Y, y la evoluta toda a la 
izquierda de este punto. 

El círculo de curvatura en 
A (Y, Y), donde ¿ = 1, tendrá 
su centro en A' (— MY. 7%) sobre 
la evoluta, y su radio será AA”. 
A fin de comprobar nuestro tra- 
bajo, hallemos el radio de curvatura en A. De (F), del Artículo 105, obte- 
nemos: 


1 ay % = 
p= LED — Y 7 cuando 1 =1. 


Esto debe ser igual a la distancia 


AA'= V (M+Y)?4 (4-74)? 


vz. 
Según (1) del Art. 3. 


EJEMPLO 4. Hallar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la cicloide 


3) les o 
y = a(l—cos 1). 


Solución. Como en el ejemplo del Articulo 82, obtenemos 


dy sento dy 1 
x L—=cos1' dx? a(l — cos 1)? 


Sustituyendo estos resultados en las fórmnlas (G). del Articulo 108, obte- 
nemos 


ñ E 


alt +Hsent), 
- a(l — cos 1). 


Il 
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NOTA. Si eliminamos t entre las ecuaciones (4), resulta la ecuación rectan- 
gular de la evoluta OO'Qv referida a los ejes O'a y O'P. Las coordenadas de O 
con respecto a estos ejes son (— xa, —2a). Transformemos las ecuaciones (4) 
refiriéndolas a los muevos ejes 
OX y OY. Entonces 


U=x=1, P=y-2a. 
Además, sea 
t=8"=- wm. 


Sustiruyendo en (4) y redu- 
ciendo. las ecuaciones de la evo- 
luta se transforman en 


Fig, 92 (5) = a(t!' —sen 1'), 
= a(l — cos 1”). 
Puesto que ($) y (3) son de la misma forma. tenemos el resultado: 
La evolutra de una ciclorde es una cicloide, cuyo circulo generador es igual al 
de la ciclorde dada. 


110. Propiedades de la evoluta. la evoluta tiene dos propiedades 
interesantes. 


Teorema 1, La normal en P(x, y) a la curva dada es tangente a la 
evoluta en el centro de curvatura 
Cla, PB) correspondiente a P. (Ver 
las figuras del artículo anterior.) 


Demostración. En la figura 93, 
(1) a=zx—BREsemnz, 
PB=y+R cos7. 


La recta PC está sobre la normal 
en P, y la pendiente de la recta PC 
es igual a 


ES tg 7 
= pendiente de la normal en P. 


a! EE 


Fig. 93 


Ahora vamos a demostrar que la pendiente de la evoluta es igual a 
la pendiente de PC. En efecto, obsérvese que 


5 d 
pendiente de la evoluta = E ; 


puesto que a y $ son las coordenadas rectangulares de cualquier punto 
de la evoluta. 
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Elijamos como variable independiente la longitud del arco de la eurva 
dada; entonces 2, y, R,7,a, 1 son funciones de s. Derivando (1) 
con respecto a s, obtenemos 


da dz dr dR 
(3) ds “as A 087 7 —sentas, 
de _dy de aR 
(4) ds as  RSMTG + costo. 
Pero, según el Artículo 95, 
de poa “Y — sen 7 ZE 
A e 
Sustituyendo en (3) y (4) y reduciendo, obtenemos 
de _ dE dB_ AR 
(5) a br 


Dividiendo la segunda ecuación de (5) por la primera , se obtiene 


(6) E = —etg 1 = — + = pendiente de PC, 


Teorema 2. La longitud de un arco de la evoluta es igual a la dife— 
rencia entre los radios de curvatura de la curva dada que son tangentes a 
ese arco en sus extremidades, a condición de que en todo el largo del arco 
de la curva dada R aumente o disminuya. 


Demostración. Elevando al cuadrado las ecuaciones (5) y suman- 
do, obtenemos 


daY?, (dy? (dry 
a (5) + (42) = (4) 
Pero si s' = longitud de un arco de la evoluta , 
ds”? = due + df?, 


según (C) del Artículo 95, sis=s', z=a, y =P. Luego (7) nos 
dice que 


(s INS REN a, Ei 
) ds) = Vas) > a: 


Si nos limitamos a un arco de la curva dada para el cual el segundo 
miembro no cambia de signo, podemos escribir 
ds! ds! 
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Es decir, la razón de variación del arco de la evoluta con respecto a R es 
+16— 1. Luego, según el Artículo 50, incrementos correspondien— 
tes de s' y R son numéricamente iguales. Es decir, 


(10) s—s4==(R—Ro), 
osea (fig. 88), arco CC1 = += (P1C1 — PC), 


Queda así demostrado el teorema. 
En el ejemplo 4 del Artículo 109, observamos que en 0/, R=0; 
en P", R=4a. Luego arco 0'QQ* =4 a. 


La longitud de una arcada de la cicloide (como OO'QY) es ocho veces 
la longitud del radio del círculo que la engendra. 


111. Las evolventes y su construcción mecánica. Encórvese una 
varilla flexible dándole la forma de la curva C1Cs (fig. 94), evoluta de 
la curva P1Ps; supóngase que uno de los extremos de un hilo de lon= 
gitud Rs está pegado a la va—- 
rilla en el punto Cy y que el 
hilo esté tendido a lo largo de 
la varilla (o sea, de la curva). 
Según lo dicho en el artículo 
anterior, es elaro que cuando 
el hilo se desarrolla , mante— 
niéndose tirante, el extremo 
libre describirá la curva P1Ps. 
De esto viene el nombre evo—- 
luta. 

Decimos que la curva P¡Ps 
es una evolvente de C¡Ca. Evi- 
dentemente , cualquier punto 
del hilo describirá una evol- 
vente, de suerte que una cur— 
va dada tiene una infividad de 

Fig. 9% evolventes, pero solamente 
una evoluta . 

Las evolventes P¿Ps, Py Py, Pv! Po”! se llaman curvas paralelas, 
puesto que la distancia entre dos de ellas, medida sobre sus normales 
comunes, es constante. 

El estudiante debe observar la posibilidad de construir la parábola 
y la elipse (figuras 89 y 90), por medio de sus evolutas, empleando 
este método. 
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PROBLEMAS 


Hallar el radio y el centro de curvatura de cada una de las siguientes curvas 
en el punto dado. Verificar los resultados, demostrando: a) queel centro de 
curvatura está en la normal a la curva en el punto dado; y b) que la distan- 
cia desde el punto dado hasta el centro de curvatura es igual al radio de curvatura. 


1. 2py=x* (0, 0). Soto (We 1). 

2. x24+4y?=25; (3, 2). (SYNoo. — %%s). 
3. xi— y=19;. (3, 2). (5%. 1%). 

4. xy=6;: (2, 3). (2, 364). 

5. y =%;. (0, 1). (=2, 3). 

6. y=cosx: (0, 1). (0. 0). 

7. y=Inx; (1,0). ENEE 

8. y=2sn2x; (Un, 2). (Ux, 14). 

9. (x+6)3+xy?=0: (-—3, 3). (13, 8). 


10. 2y=x2*2-4; (0, —2). 
1. xy=x2+2 (2,3). 
12. y=senxax: (4, 1). 

13. y=%tg2lx; (a, 4). 


Hallar las coordenadas del centro de curvatura en un punto cualquiera (x. y) 
de cada una de las siguientes curvas: 


14. y?=2 px. Sot. q EA rn 
2p p2 
4 +15 y* y —9y5 
15. y? = qx. a= yo = UY yo" 
y atx 6 B Ta 
16. b?x?— a?y? = a?b?. A Cl ad E 
as 
p=- (44 bny 
bi y 
17. xA +4 y% =a%. a=x+3 xy”, 


B=y+3 xy. 


18. Hallar los radios y los centros de curvatura de la curva xy = 4 en los 


puntos (1, 4) y (2, 2). Trazar el arco de la evoluta entre esos centros. ¿Cual 
es su longitud? 


sol, Esti; Ri= IV T. «=P -2; 
en (2,2), Ra=2VW2, a=4, P=4; 
Ri=R2= 5,933. 
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Hallar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de cada una de las siguientes 
curvas en función del parámetro t. Trazar la curva y su evoluta, y, por lo me- 
nos, un círculo de curvatura. 


19. 
20. 
21. 
22, 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


40. 


x 


x 


II 


Il 


II 


32 y=31-48, Sol. a =Y%(142 12-11), PB=-4:1%. 
3 y=2-—6. a=—=%8f4, PP =32-4. 
64%. q 2t a=4-31? P=-218. 
21. y=*-2. a=-28f8, P=32?. 
4t, y=3+84. a==4, PB=114+328. 
9, y=2t, a=7-38, PB=-21, 
3 21409 27 + 4 e 
2 A Ce A fl A iba das NS 
Ea t > 4 (3 B 6t 
acost, y=bsent. a= 14-09 cogi e, 
a 
pa ¿E a y, 
b 
acosi t, a=acostt+3ac0st sen? ty, 
asen? t. B =3 acos? t sen t+ asen? £. 


a(lcost+:t sent), 


a=acost, PB =asent. 


alsen t — t cost). 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 


39. 


x=4=pfP y=21t. 


x 


x 


x 


Demostrar que en 


a+ B=3(x + y). 


2t, y=16-+?. 
e, y=$Yve. 
l—cost, y=t— sent. 
costt, y =senít. 
asect, y=btgt. 
cost, y=t. 
6sent, y =3cost. 
3csct, y=4ctgt. 
alt +sent), 
a(l — cost). 
2cost+<0s2t, 


2 sen t+sen?2t. 


la parábola x4 + y% =a% se tiene la relación 
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41. Dada la ecuación de la hipérbola equiláitera 2 xy = a?, demostrar que 


aq pz ap = Ol 


Deducir de esto la ecuación de la evoluta 
(a + B)4— (a —$)% = 2 4%. 

112. Transformación de derivadas. De las fórmulas que hemos 
demostrado independientemente, algunas pueden deducirse de otras 
según fórmulas que establecen relaciones entre derivadas. Aquí pre- 
sentaremos dos casos. 


Intercambio de las variables dependiente e independiente. 


, 2 
Notación. Sea y! = dy y” = dy _ dy 


dx? =+24 7 a PA 
dx de de 
t=— === =— 3 
dy” y! dy ayi eto. 
Según IX del Artículo 29, 
1 
o a 
(1) Fe 
dy 
14 
Ahora bien, y” = E = a 
Empleando (7), obtenemos 
dy qa 
o dl 
(3) .,. y = — 3 + 
dy” 
m1" _ dy 
Además, Ue de. = ql 
d ” al 113 pr 
Empleando (D) , Em == — . 
(K) » y" 5 xx! —> 3 x11? 
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Y así sucesivamente para las derivadas superiores. Por estas fórmulas 
las ecuaciones en y', y”, y”, ete. , pueden transformarse en ecua— 


ciones en 7, 2", 1, etc. 
EJEMPLO. Transformar (B) del Artículo 102 en la (C) del mismo ar- 


tículo. 


Solución. Empleando (1) y (J), se obtiene 


y” x13 x" 


K = q - ye = 
(14 y2)% 1 ye (1/24 1)% 
AU) j 


Transformación de coordenadas rectangulares en polares . 

Las relaciones entre las coordenadas rectangulares y polares de un 
punto son 

(1) =0pco0sg, y=0sen 0. 


Si la ecuación polar de una curva es o = / (9), entonces las ecua— 
ciones (1) son ecuaciones paramétricas para esa curva, siendo 4 el 


parámetro. 


Noración. La variable independiente es 0, y 1,2", y', y”, 0”, 0” 
representan derivadas sucesivas de estas variables con respecto a 0. 
Derivando (1), 


(2) 1 =-—osen0+o0'cosó, 
y =0c08 0 + 0'senO; 

(3) 1" =-—20'sen 0 + (0 —0)cos6, 
y" =2 0' cos 0 + (0 — 0) sen 0. 


Mediante las fórmulas (1), (2) y (3), las ecuaciones en 2, y, 
x', y', 2”, y” pueden transformarse en ecuaciones en 0, 0, 0, o”. 


EJEMPLO. De la fórmula (D), del Artículo 103, deducir directamente 
la fórmula (E) del Artículo 104, 


Solución. Tomandoseparadamente el numerador y el denominadoren (D), 
sustituyendo según (2) y (3) y reduciendo, obtenemos los resultados 


xy" _= yx" = pe? + Z 01? ==) 00”; 
x2 4 y? = 0240. 


Sustituyendo estos valores en (D), tenemos (E). 


CURVATURA 201 
PROBLEMAS 


En los problemas l a 5, intercambiar las variables dependiente e indepen- 
dientes 


1 Py, O. An ($)=0. 
rod a Sd Er 
e (Ey dix _ 
2, zy (y 1 0. 2 (AP y ay <p 
db + ta dx? dy y e 
3. -4 dy _dY_ y, dix (FÉ 4 E 
LE + Haz” de dui Fluy) +2 


rs ¿Es 2) (74) - (51) 
; e (4) ="() 


6, Transformar suponiendo x=0cosf, y=0 send, 


4 er + aj 


7. Transformar la ecuación LY _%_ E ds =(), suponiendo 
di Tx Je a 
Xx =c05 1, 
d? 
Sol. EL 
qa TY 
8. Transformar la ecuación x? dy +2 y dy +“y=0, suponiendo 
dx? dx E 
ye, Sol. Y 4 gy =0. 


” 


di? 
PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Dada la curva x =3 cost +c0s3 ft. y =3 sent —sen3 1. hallar las 
ecuaciones paramétricas de la evoluta. Hallar también el centro de curvatura 
para t=(, y demostrar que coincide con el punto correspondiente de la curva 
dada. Sol. A=6cost=2c0831, P=6senrt+2s5n3 t. 


2, Si R es el radio de curvatura en un punto cualquiera de la eclipse 
b?x? + ay? = a?b? y D es la distancia perpendicular del origen a la tangente 
trazada en ese punto, demostrar que RD = a*b?. 


3. Hallar las ecuaciones de la evoluta de la parábola y? =4 x, empleando 
x como parámetro. Hallar los puntos de la parábola para los cuales los centros 
de curvatura correspondientes son también puntos de la parábola. De aqui. 
calcular la longitud de la parte de evoluta interior a la parábola. 


Sol. (2, =2VW72); 4(v27-1). 
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4. a) En cada punto (x, y) de cierta curva, su pendiente es igual a 
x (1 + y) 
vi=3 
la curva es log (1 + y) =1—vW 3 — x?. 

b) Hallar la curvatura de la curva en el punto dado, y trazar una pequeña 
porción de la curva cerca de él. 


. y la curva pasa porel punto (2, U), Verificar que la ecuación de 


a = +: > 
c) Trazar el círculo de curvatura para este punteo. 
= — == 
Sol. u 3 ' b ú « 


5. La pendiente de la tangente a cierta curva C en un punto cualquiera P 
es EZ, en donde y es la longitud del arco HP (H es un punto fijo) y 
eE 
4 una constante. El centro de curvatura de C correspondiente a P es P!. Si R 
representa el radio de curvatura de € correspondiente a P, y R*' el radio de 
curvatura de la evoluta de C correspondiente a P”, demostrar que 


a RE) y) rl LEO 
u 


a? 


CAPITULO XI 
TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y SUS APLICACIONES 


113. Teorema de Rolle, Veamos ahora un teorema que es funda— 
mental en el desarrollo teórico del Cálculo infinitesimal . 

Sea y =/(x) una función uniforme de x<, continua en todo el 
intervalo [a, bl (Art. 7) y que se anula en los extremos del inter— 
valo, es decir, (a) =0, /f(b) = 0. Supongamos también que f (x) 
tiene una derivada f'(x) 
en cada punto interior 


(a<x<b) del inter- 

valo. Ióntonces la fun— 

ción se representará grá— $ 
ficamente por una enrva Y [9 cd 


continua , tal como la de 

la figura 95. La intui- 

ción geométrica nos dice 

inmediatamente que Fig. 95 

existe por lo menos un 

valor de x, comprendido entre a y b, en el que la tangente es paralela 
al eje de las x (como en P); es decir, la pendiente en este punto es 
cero. Eso ilustra el 


Teorema de Rolle. Si f(x) es contínua en el intervalo [a, b] y se 
anula en sus extremos, y tiene una derivada 1'(x) en todo punto interior 
del intervalo, entonces existe por lo menos un valor de x, comprendido 
entre a y b, en el que f'(x) es igual a cero. 


La demostración es sencilla. En efecto, f (2) tiene que ser positiva 
o negativa en algunas partes del intervalo, salvo el caso de anularse 
en todos los puntos (pero en este caso el teorema es evidentemente 
cierto). Si suponemos que f (1) es positiva en una parte del inter— 
valo, entonces f (2) tendrá un valor máximo en algún punto dentro 
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del intervalo. Igualmente, si f (x=) es negativa, tendrá un valor 
mínimo. Pero si f(X) es máxima o mínima (a< X <b), enton— 
ces /'(X) =0. De otra manera, f (2) aumentaría o disminuiría 
cuando zx pasa por X (Art. 51). 


Y: 


La figura 9% ilustra un caso en el 
que el teorema de Rolle no se aplica. 
En la figura, f(x) es continua en 
todo el intervalo [a, b], pero f'(x) 
no existe para x =c, sino que se 
vuelve infinita. En ningún punto 
de la gráfica la tangente es paralela 
al eje de las x. 


Fig. 9 
A continuación damos dos 
aplicaciones del teorema de Rolle a la Geometría . 


114. Círculo osculador. Si trazamos un círculo que pase por tres 
puntos próximos, Po, Pi, Pz, de una curva, y hacemos que Ps y P2 
se acerquen a lo largo de la curva 
a Po como posición límite, enton— 
ces, en general, este círculo ten 
derá a la magnitud y posición de un 
círculo límite que se llama el círculo 
osculador de la curva en el punto Po. 


apo N acu) Teorema. El círculo osculador 

es idéntico al círculo de curvatura. 
A Demostración. Sea la ecuación 
177) de la curva 


e (Do y=I6); 


y sean Zo, 11, Y2 las abscisas respectivas de los puntos Po, P1, P2, 
(u”, B” las coordenadas del centro y R” el radio del círculo que pasa 
por los tres puntos. Entonces la ecuación del círculo es 


(0 aY + (y—P)*=R", 


y puesto que las coordenadas de los puntos Po, P1, Pa, deben satis- 
facer esta ecuación , tenemos 


(mm — 0? + (yo — $9 —R"=0, 


e) (m—0) + (y —B)=R?=0, 
(xa => a! y? + (ya SS pr) — R”?=0. 
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Consideremos ahora la función de x que se define por 
Plz) = (2 0)+(y—P)9=R"”, 
donde y está definida por (1). 
De las ecuaciones (2) obtenemos 
Fíz)=0, Flm)=0, F(x)=0. 


Luego, según el teorema de Rolle (Art. 113), F'(x%) debe anu- 
larse para dos valores de x por lo menos, el uno entre o y 21, diga- 
mos x', y el otro entre 21 y 22, digamos u“; es decir, 


FU =0, F'(21)=0. 

Igualmente , por la misma razón, F'"(x) debe anularse para algún 

valor de x entre 2! y 2, digamos ts; por tanto, 
PF" (23) =0. 

En consecuencia, los elementos «u, P”, R* del círculo que pasa 

por los puntos Pa, Pi, Pa deben satisfacer las tres ecuaciones 
Fíx)=0, F'(2)=0, FP(a)=0, 

Ahora bien, hagamos que los puntos Pi y Pa tiendan a 4 como 

posición límite; entonces 21, 22, 2', 2, za tenderán todos a Zo 


como límite, y los elementos a, $, R del círeulo oseulador se deter- 
minan por las tres ecuaciones 


Píxo)=0, F'(20)=0, F“(m)=0; 


o sea, omitiendo los sub-índices por 


(3) (1—a?+ (y—P)=R”, 
(4) (1—u) + (y —B)y =0, derivando (3). 
(5) 1+y?+ (y —P)y" = 0, derivando (4). 


Resolviendo (4) y (5) con respecto a 2—u y y—[, obtene— 
mos (y” 0) 
/ yl ¡2 
(6) de al ANS + 


y” , yop== y” 


Resolviendo (6) con respecto a « y f, el resultado es idéntico 
a (G) del Artículo 108. Sustituyendo en (3) los valores de (6) y 
resolviendo con respecto a R, el resultado es (F) del Artículo 105. 
Luego el círculo osculador es idéntico al círculo de curvatura . 
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En el Artículo 28 definimos la tangente en P como la posición 
límite de una secante trazada por P y un punto vecino Q de la curva. 
Vemos ahora que el círculo de curvatura en P se puede definir como 
la posición límite de un círculo trazado por P y otros dos puntos 
Q y R de la curva. 


115. Punto límite de la intersección de dos normales infinitamente 
próximas. 


Teorema. El centro de curvatura C correspondiente a un punto P 
de una curva es la posición límile de la intersección de la normal a la 
curva en P con una normal infinitamente próxima . 


Demostración. Sea la ecuación de una curva 
(1) y=/f (2). 
Las ecuaciones de las normales a la curva en dos puntos próximos, 
Po y Ps (fig. 98), son 
(Zo — 2) + (yo —Yy)f'(10) =0, 
(1 —2)+ (y —Y4)/ (1) =0. 


Cap) 


Fig, 98 
Si las normales se cortan en C” (a!, P'), las coordenadas de ese 
punto deben satisfacer ambas ecuaciones, de lo que tenemos 


f (22—0)+ (1 —PB)J/'(20) =0, 
Lía —00)+ (m1—P)/' (a) =0. 


Consideremos ahora la función de x que se define por 
$(2)= (1—0a)+ (y By, 


donde y está definida por (1). 
Entonces las ecuaciones (2) muestran que 


$(1m)=0, ¿(u1) =0. 


(2) 
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Pero entonces, según el teorema de Rolle (Art. 113), $'(x) debe 
anularse para algún valor de x entre ty y 21, digamos 1. En conse- 
cuencia, u! y [Y se determinan por las dos ecuaciones 


$(20) =0, (2) =0. 


Si P1 se acerca ahora a Po como posición límite, entonces q! tien— 
de a zo lo que da 


$(t0) =0, $ (mm) =0; 


y C! (a!, P/) se acercará, como a posición límite, a un punto 
( (a, PB) de la normal en P,. Omitiendo los subíndices y los acen— 
tos, las últimas ecuaciones son 


ra) + (y—P)y =0, 
1+y*+ (y —P)" =0, 
Resolviendo con respecto a u y (f, los resultados son idénticos 


a (G) del Artículo 108, como se quería demostrar. 


116. Teorema del valor medio. Para las aplicaciones subsecuen— 
tes necesitamos el siguiente 


Teorema, Si f(x) y F(x), y sus primeras derivadas, son continuas 
en todo el intervalo [a, b], y F'(x) no se anula dentro del intervalo, 
entonces, para algún valor x = x1 comprendido entre a y b, es 


F(0)—$fla) _ f'(xi) 
(4) F(0)— Fla) = Fi) (a< x1 < db) 


Demostración. Consideremos la función 


(1) elo) = E Pte) — Pla) 14 (0) SN ; 


Evidentemente, por ser ¿(a) = $(b) = (), puede aplicarse el teo- 
rema de Rolle (Art. 113). Derivando, 


e) Mo tale). 


Esta expresión debe anularse para un valor 1 = 11 entre a y b, 


0% IDIESTO 


Fra m)—$fk) =0, 
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Dividiendo por P'(x1) (teniendo en cuenta que F'(x1) no se 


anula), y transponiendo, el resultado es (4), como se quería de— 
mostrar, 


Cuando FP (2) = 2, (4) se convierte en 


(B) FO—110 = f(x1). (a< x1 < d) 


En esta forma el teorema tiene una interpretación geométrica 
sencilla. En la figura 99, la curva es la gráfica de f(x). Además, 


O0OC=a, CA=J(a), 
OD=b, DB= f(b). 

Luego 
S(b)—/S(a) 


AA = pendiente de la cuerda AB. 


Ahora bien, en (B) f'(x1) es la pendiente de Ja curva en un 
punto del arco AB, y la fórmula (B) nos dice que la pendiente en 
ese punto es igual a la pendiente de AB 
Luego, en el arco AB, hay un punto, 
por lo menos, en el que la tangente es 
paralela a la cuerda AB. 

El estudiante debe trazar curvas, 
como la primera curva del Artículo 113, 
que hagan ver que pueden haber en el 
intervalo más de uno de tales puntos, 

Fig. 99 y también curvas que ilustren que el teo— 

rema puede no ser cierto si f (2) llega a 

ser discontinua para algún valor de + entre a y b,osi /'(x) llega 
a ser discontinua como en la figura 96. 

Quitando denominadores en (B), podemos también escribir el 
teorema en la forma 


(C) F(0) = F(d) + (0— d f(x). 


Si ahora suponemos b= a+ Aa; entonces b— a = Aa, y puesto 
que xi es un número entre a y b, podemos escribir : 


a=a+0-Aa, 


siendo 6 una fracción propia positiva. Sustituyendo en (C) obtene- 
mos, otra forma del teorema del valor medio, 


(D) fla+ Aa) — fla) = Maf'(a+0- Aa). (0<0< 1) 
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PROBLEMAS 


1. Comprobar el teorema de Rolle, hallando en cada uno de los siguientes 
casos los valores de x para los que f(x) y f'(x) se anulan. 


a) f(x) =x9-3x. e) F(x) = sen ax — cos 1x. 
b) f(x) =6x?-— x?. DO f(x) =tgx— xx. 

c) f(x) =a + bx +cex?. E) f(x) =x In.x. 

d) f(x) = sen x. hb) f(x) = xe?. 


2. Sif(x) = tg x, entonces F(0) =0 y f(x) =0. Según el teorema de 
Rolle ¿puede asegurarse que f'(x) se anula para algún valor de x entre O y 1? 
Razonar la respuesta. 


3. Si (y+1)%= x?, entonces y =U cuando x =—1 y y =0 cuando 
x= +>+l. Según el teorema de Rolle ¿puede asegurarse que y! se anula para 
algún valor de x entre —1 y +1? Razonar la respuesta. 

4. En cada uno de los siguientes casos, hallar x, de manera que 


F(b) =f(a) + (b —a)f'(x1). 


a) f(x) =x?., a=1, b=2. Sol.. x= 15 
b) f(x) =Vx, a=1l, 5b=4. x1=2,25. 
c) f(x) =, a=0, b=1. x= In (e — 1) = 0,54. 
a t-2, «kh $2 
P.] 


e) f(x) =Inx, a=0,5, b=1,5. 


DO f(x) sn E, a=0, b=1. 


,a=—l, b=1, ¿para qué valor de x1 (si lo 


Fla) + (b —a)fF'(x1)? 


5. Si se dan f(Y) = 1. 
x 
es para alguno) será f(b) = 


6. Si se dan f(x) =x%, a=—1l, b=1, ¿para qué valor de x, (si lo 
es para alguno) será f(b) =Ff (a) + (b— a)fF'(x1)? 


117. Formas indeterminadas. Cuando una función, para cierto 
valor de la variable independiente, toma una de las formas 


>, es 0xw, 4: —= 00 0%, o, Le, 
se dice que es indeterminada. Para ese valor de la variable, la expre- 
sión analítica dada no define la función. Supongamos que, por ejem— 
plo, tenemos 
14) 
q P(x) , 
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y que para algún valor de la variable, como t = 4, es 
fla) =0, Fla) =0. 


Para este valor de x, nuestra función no está definida ; por tanto, 
podemos asignarle cualquier valor que queramos. De lo ya dicho 
(caso 11 del Art. 17) es evidente que lo más conveniente, si es posi- 
ble, será asignar a la función un valor que complete a la función y la 
haga continua cuando x= 4. 


118. Determinación del valor de una función cuando ésta toma una 
forma indeterminada. Si la función f (x) adquiere una forma indeter— 
minada cuando x= a, entonces, si lím f (1) existe y es finito, com— 

r—>4 


pletamos la función asignándole este valor para = ua. Asi la función 
se hace continua para 2 = a (Art. 17). 

A veces el valor límite se encuentra después de transformaciones 
sencillas, como ocurre en los siguientes ejemplos. 


—= 4 
=h*" 


EJEMPLO 1. Dada f(x) = <= demostrar que lim f(x) = 4, 
x 2-2 


Solución. /(2) es indeterminada. Pero dividiendo el numerador por el 
denominador, fíx) =x +2, y lim (x +2) =4. 
z—>2 


EJEMPLO 2. Dada F(x) = secx — tg x, demostrar que lim f(x) =0. 
2—> ln 


Solución. f(x) esindeterminada (=>), Transformémosla como sigue: 


l — sen l — sen l+sen x cos 
e AR a E EE lsenx__cosx 


COS x COS x I+esenx 1+senx 


4 


Nets de . . “o T 
y el limire de esta última fracción. cuando x—>—, €s cero. 


2 


Vénse también el Artículo 189. Los métodos generales para deter 
minar los valores de las formas indeterminadas del Artículo 117 se 
basan en el Cálculo infinitesimal . 


119. Determinación del valor de la forma indeterminada q Si 


0 
una función dada de la forma e es tal que f(a) =0 y F(a)=0, 
la función es indeterminada cuando x= a; entonces necesitamos 


hallar lim, : SS y 
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Demostraremos la igualdad 


(E) tim L%) — tim L4) 


zu F(Xx) — :=>aF!(x)" 


Demostración. Según (4) del Artículo 116, haciendo b = 1 y re- 
cordando que f(a) = F(a) =0, tenemos 


(1) Y (x=) _ En (a <m<ux) 


Si 1 >a, asimismo 2 ->4. Luego, sien (1) el segundo miem— 
bro tiende a un límite cuando xi ->a, el miembro de la izquierda 
tenderá al mismo límite. Así queda demostrada la igualdad (E). 

De (E), si f'(a) y F'(a) no son cero ambos, tendremos 


S(x)_f'a) 
2) O) 7 Pay 


. , 4 0 
Regla para determinar el valor de la forma indeterminada o: 
Se halla la derivada del numerador para obtener un nucvo numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un. nuevo denominador, 
Lil valor de esa nueva fracción, para el valor asignado de la variable, será 
el valor límite de la primera fracción. 


Si acontece que las primeras derivadas también se anulan para 
z=au (es decir, /'(a) =0 y F'(a) = 0), entonces podemos aplicar 
! 
(£) a la fracción y y según la regla tendremos 
e JE) FULa) 
AO Fa) 7 Pra)" 


Puede ser necesario repetir el procedimiento muchas veces. 


El lector debe prevenirse contra el error muy frecuente que se comete cuando 
se tiene el descuido de hallar la derivada de toda la expresión, considerada como 
fracción, aplicando la fórmula VII (Art. 29), 


Sia= 0, la sustitución x = 1 reduce el problema a la determinación del 
z 
limite para z =0. 


Hd “ol A 


Asi, lim im —— == lim = lim 


rm F(x) = :—>0 5 (5) EA z—>0 (+) 206 F' (3) 
z 


Luego la regla también es cierta para este caso. 
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EJEMPLO l. Demostrar que lím 2% <= n. 


>0 Xx 
Demostración. Sean f(x) = sen nx, F(x) = x. Entonces 


f(0) =0, F(0) =0. 
Luego, según (E), 
f e y ACTI ncosnx _ 
lí 1 ia ER (EY 
FCO 0 PG) .>o 1 úl 


como se quería demostrar. 


3 
EJEMPLO 2. Demost ed AAA e 
AR ina xi xix+l 2 


Demostración. Sean f(x) =x3-3x+2, F(x) =x*-—x*—x+1. 


Entonces, f(1) =0, F(1) =0. Luego, según (E), 


PR f(x) e 3x2-3 De. ; 

lí =] AAA ESA 

Bo ] FO E MS ¡250 1 0 (indeterminado) 
FU (x) 0% 1 43 


í lí e 
ol F" (x) $” 5 =2 2 


E pl 
EJEMPLO 3. Demostrar que lím dl tl LAA 
—>0 x— sen x 


Demostración. Sean f(x) =e* —- e-*—2x, Flix) =x — sen x. 
Entonces Ff(0) = 0, F(0) =0. Luego, según (E), 
As OO ES 


lí 1 == — ind inad 
23d F(x) 1>0F'(x) 6 l= cos x 0 e 


1 PUE) 2  e=et 0, 3 
=]1 =] =- det d 
a E TE 0 (indeterminado) 
= ici E) lim erez = 2. 


im 
a>0F"(x) x—>0 cos x 


PROBLEMAS 


Determinar por derivación el valor de cada una de las siguientes formas 
indeterminadas. * 


16 8 

Si SO Sot. E, 

2 a Ka 9 

2, lim 24 l 
> x" a an nan—=1 

3. lím 12X 1 
>1x—l 


* Después de derivar, el estudiante debe en todos los casos reducir el resul- 
tado a la forma más sencilla posible antes de sustituir el valor de la variable. 
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et — er 


E Sala, 2: 
1>0 senx 
5: im EX=xX%: 2. 
—>0 x-— sen x 
: In sen x 
6. Ún == ts 
— 2 
> (a — 2 x) 
7. Um EA, in 
z—>0 X 
¿. 0 — arc sen Ó 
6.1 rt Me 
0 seni Y Y 
6 la MEAR: pd 
—>+ x—0 
10. lím eu + seny=1 > 
y>o0 ln (+ y) 
11, tím Et? 8 Y. 
" l1+c0s4g9 £ 
t=23 
18 lim Est tr 15. tim 389 4Hstc0—1. 
r—>0 a eo tg0—seco+l 
13. lim V13x-V lx 16. lim E B%, 
133 2 x-3V/ 195 x A 
PITA 
PA E 00. lim LEE ene 
ERA 2-Y 741 > senó x 


Fig. 100 


18. Sedauncirculo (fig. 100) de centro O y radio r, y una tangente AT. 
Si AM esigual al arco AP, y B esla intersección de la recta MP con la recta 
AO, hallar la posición límite de B cuando P tiende a A como posición límite. 


Sol. OB=2r. 
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120. Determinación del yalor de la forma indeterminada e 


Para obtener el valor de hu Per cuando f(1) y F(x) se hacen 


ambas infinitas cuando 2 —=> a, seguiremos la misma regla que se dió 
en el Articulo 119 para determinar el valor de la forma indetermi- 


nada e A saber: 


os] 
Regla para determinar el valor de la forma indeterminada a 


Se halla la derivada del numerador para obtener un nuevo numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un nuevo denominador. 
El valor de esa nueva fracción para el valor asignado de la variable será 
cl valor límile de la primera fracción. 


Una demostración rigurosa de esa regla queda fuera del propósito 
de este libro. 


EJEMPLO. Demostrar que lim Mx zo, 
1) csc ox 


Demostración. Sean f(x) =Inx, Fíx) =<sc x. Entonces 


Luego, según la regla, 
l 
lim LG) < lim Pe) Da == el ña EZ 
0 F(x) 2>0Fl(x) 2 >0—080xcgx 20 xCO5x 0 


Entonces, según (E), 


z — sen? ca — 250 
1 <= in IES A 
z—3nN XCOSX  I—3C0S Xx — x SON y 


121. Determinación del valor de la forma indeterminada 0-0, 
Si una función f(x)-+$(x) toma la forma indeterminada 0- x= para 
T= a, escribimos la función dada en la forma 


Ha) (1) = qn o bien = nm 
$(2) F (o) 


a fin de hacer que tome una de las formas - 10) => . Entonces se apli- 


ca la regla del Artículo 119 o la del Artículo 120. 

Según esto , el producto f (1) - (2) puede escribirse en una u otra 
de las dos formas que hemos dado. Por lo general, una forma 2s mejor 
que la otra ; la elección depende del ejemplo. 
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EJEMPLO. Demostrar que lím (sec3 x cos5x) =-— %. 
> 
Demostración. Puesto que sec % x= x. cos d6a=0, escribimos 


5 
¿a EX 
0s3x cos3x 


sec3xcosÍx= 
c 


Sean f(x) =c0s5 x, F(x) =c083 x. Entonces fa) =0, F(1x)=0. 
Luego, según (E), 


: f(x) f(x) ; =5snfx_ _ 5 
1 —— = A a 1] a, E ed ds 
Ke F(x) 24 Fx) Ma —3sen3x 3 


122. Determinación del valor de la forma indeterminada “o — o, 
En general, es posible transformar la expresión en una fracción que 
oo 


> 0 
tomará la forma H] 0 —. 
0 lr) 


EJEMPLO. Demostrar que lim  (secx— tg x) =0. 
oír 


Demostración. Tenemos sec Vf x—tg 4x= w-— % (indeterminado). 
Según (2), del Articulo 2, 
1 senx _ l—senx 


sex—tgx =- —-=— == _—_—_=. 
cos x COS x cos x 


Sean F(x) =1 —senx, F(x) =c0s x. Entonces f(Y 1) =6, F(V xa) =0. 
Luego, según (E), 


(Dia LE 


lim = a. =ES52X =, 
r>4nF(x) >” F'(x) I>YAr — Sen x 


PROBLEMAS 


Calcular el valor de cada una de las siguientes formas indeterminadas: 


do dim 2% Sol. 0 6. lim (EX Sol. —% 
>» 1” z=>0 In x 

2. lím EZ. 2. 7. lí Mentz 1 
:>0ctg2x ' Pa In sen x " 

2 YESA 

3. lím ES: A: 8. lím x In sen x. 0. 

135 8 1—0 
3 P xr nQp 1 2 

ds 1 E 0 9.. liím“tg == Ya. 
¿jo e 0 b 2 

5. lím E 2. 10. límxsenZ. a. 
> ln x >< x 
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11. lim (x—2x) tg x. 20. lim gx 


+ Sot: 3: z>0 ctg3x 
; xnb 
12. lim (l—tg0)sec20. L. 21. ba" (a? — q?) SS 
sí, 
* 22, lim (sec5 4 — tg 0). 
13. lim [5-5] Y. oz 
>1Lx?-1 x-—]1 
23. lim [E-= +7] 
14. lim | == E ] E al 4x Zx(er +1) 
2=>1L In x In x 
3 ; 24. lim [2-5] 
15. lim [ ==] Y. z>0lx xx 
óé—>0Lsen?p l|—cosg 
1 25. lim [» 8x5 sec x |. 
i6. lím | YL--— Y. E 
A ms] 4 ES 
; 1 26. lim 2% 1g 22, 
Yi. 1 pd Ne ve. 7 
; a a] US r>2 x? 4 
: 1 1 
im E ln x 27. lim la» -1+] 
E NN xinx 2>0Llog (1 + x) x 
19. lim 9csc20. 28. lim [a - 5] 
0 2>0Lsenéx xi 


123. Determinación del valor de las formas indeterminadas 0%, 
1”, vo% Si una función de la forma J (2)*' toma una de estas tres 
formas, debemos de tener, para cierto valor de x, 


f(2)=0, +$(2)=0, lo que da 0%; 
(7) =1, $(2)=xu, loqueda 1”, 
o (1) =w, $(1)=0, lo que da co”. 
Sea y=J(. 
Tomando logaritmos naturales de ambos miembros ; 
In y = $(x%) In f (2). 


En cada uno de dichos casos, el logaritmo natural de la función y 
tomará la forma indeterminada 


0'ow. 


Determinando el valor de esta expresión por el procedimiento del 
Artículo 121, tenemos el límite del logaritmo de la función. Este 
límite es igual al logaritmo del límite de la función ; siendo así, se 


sabe el límite de la función. En efecto, si lím In y=u, entonces 
lím y =e”. 
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EJEMPLO 1. Demostrar que lim x* = 1. 
10 


Demostración. La función toma la forma indeterminada 0% cuando x = 0. 


Sea y=x; 
entonces ny=xIix=0.—0%, cuando x =0, 
; — 16 x — 00 e 
Según el Art. 121. In y = 4 cuando x =0. 
x 
1 
Según el Art. 120, lim 1LX= lim 2 =0. 
z=>0 1 z=>0_1 
x a 
Luego, liminy=0, y limy= lim x* =e% = 1. 
:->0 :—>0 z—=>0 


2 
EJEMPLO 2. Demostrar que lim (2— x)t 2472 =ew". 
z—>1 


Demostración. La función toma la forma indeterminada 1% cuando x = 1. 


Sea y= (2 —x)t3% 72; 
ntonces In y = tg BH ax ln (2—x)= 0.0, cuando x = !. 
% ln (2 — xy) D 3 
S lArc.121, 1 4 IN d = ] 
tgun e r ny tg 7 7 D cuando x 
1 
Según el Art. 109, — lim 15-22 tim _—_ 2% _.?l, 
2=>31 ctg lá ax 2=>1—Uacso fax ax 
2 
Luego, lím ln ya, y lím y=lim (2—u)te4rz= er. 
—>1 T z—>1 I—>1 


EJEMPLO 3. Demostrar que lim (ctg x)s$tmz =1, 
z—>0 


Demostración. La función toma la forma indeterminada 20” cuando x = 0. 


Sea y = (ctgx)sena; 
entonces la y =senx Inctgx =0.<«, cuando x =0. 
Según el Art. 121, la y = LEX _ Y cuando x =0. 
esc x ES 
Según el Art. 120, 
— asc? x 
lim Inctgx _ fi ctg x = lim nx D. 


z—=>30 CSC x 23Q —C50xX Cigx ¿—ocostx 


Luego, lím In y =0, lim y = lím (ctg x)5tn2 = e = ]l, 
- —>0 > , pro Ec nde 
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PROBLEMAS 


Determinar el valor de cada una de las siguientes formas indeterminadas: 


d lim_ (sen x) 182. Sol. 1. 8. lím cos 2)”, 
> > x 
2. lim 241). ae 9. lím (sos 2)”. 
Nx > x 
1 2,153 
¡ iz 1 10. lim (sos?) . 
Me Emos SÉ E ro x 
1 
i ay 11... 1 274 2 x)17. 
A E E 
5. lim (l +senx)0ez. e. 12. lim (x+1)ctez. 
—>0 r—0 
1 
6. lim (er + x)7%. e2. 13. lim y". 
22 > N x 
1 
7. lim (Ll +n0)7. en, 14. lim (1+x)Inz. 
t>0 > 


124. Generalización del teorema del valor medio. Sea una cons- 
tante R definida por la ecuación 


(1) S0)—S(0)- b—a)f'(a) — 4(0—aR=0. 


Sea F (2) una función que se forma reemplazando b por x en el 
primer miembro de (1); es decir, 


(2) Fla) =/(2) -S(0)— (ra) f'(4) - (0 - APR. 


Segun (1), F(b) =0, y según (2), F(a) =0. Luego, según el 
teorema de Rolle (Art. 113), un valor, por lo menos, de x= entre 
a y b, digamos 21, anulará F'(x). Por tanto, puesto que 


P'(x) =$'(2) —$'(a) — (2-aR, 
obtenemos F (a) =$ (1) —-J'(4) — (1 —a)R=0. 
Puesto que F'(x1) =0 y F'(a) =0, es evidente que también 
F' (a) satisface las condiciones del teorema de Rolle, de suerte que su 
derivada, a saber F"(x%), debe anularse para un valor, por lo menos, 


de x entre a y 21, digamos 2. Por tanto, x2 también está entre 
a y b. Pero 


F"(x) =$"(x) — R; luego F"(x) =$"(122) —R=0, 
y R =$" (21). 
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Sustituyendo este resultado en (1), obtenemos 


(F) /(0)=/S(0)+(b—a) /'(a)+ E (b—a)*J"(x2).  (a<z:<b) 


Continuando este procedimiento, obtenemos el resultado general 


(6) 5 (b)= =10) +L 2 fa 4 -fU(a) 
n—1 
+ A Ma+.. ARAS (a) 
q B=0P As JO (a). (a<w<b) 


La ecuación (G) expresa el llamado teorema generalizado del valor 
medio, 


125, Los máximos y minimos, tratados analíticamente. Sirvién— 
donos de lo dicho en los Artículos 116 y 124, podemos ahora dar una 
discusión general de los máximos y mínimos de las funciones de una sola 
variable independiente . 

Sea una función f(x). Sea h un número positivo, tan pequeño 
como queramos; entonces las definiciones que hemos dado en el Ar—- 
tículo 46 pueden enunciarse como sigue, 

Si para cada valor dex, exceptuado a, en el jutervalo [a—h, a+h ], 
se liene 

(1) f(x) —f (a) = un número negativo, 
se dice que f(x) tiene un máximo para x= A. 

Si, al contrario, 

(2) f (1) — f (a) = un número positivo, 


entonces se dice que f (1) tiene un mínimo para x= 4. 
Empezaremos dando una demostración analítica del criterio del 
Artículo 45: 


Una función es creciente cuando su derivada es posiliva; es decreciente 
cuando su derivada es negativa . 


En efecto, sea y = f (2). Cuando Ax es numéricamente pequeño, 
E y la derivada f'(x) tendrá el mismo signo (Art. 24). Seca 
f'(x) > 60. Entonces, cuando Ax es positivo, Ay lo es también, y 
cuando Az es negativo, Ay es negativo. Por tanto, f (1) es creciente. 
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Una demostración semejante es aplicable cuando la derivada es nega— 
tiva. Ahora fácilmente se deduce la siguiente proposición : 


Si f (a) es un valor máximo o mínimo de f (x), y si f'(x) existe 
en toda la vecindad de a, entonces f'(a) = 0. 


En efecto, si f'(a) 40, f(x) aumentaría o disminuiría al aumen 
tar x a través de a. Perosi es así, f (a) no es ni valor máximo ni 
mínimo . 

Veamos ahora las condiciones suficientes generales para máximos y 
mínimos. Consideremos los siguientes casos. 


I. Sean f'(a)=0 y f"(a) 0. 

De la fórmula (F) del Artículo 124, reemplazando b por z y 
trasponiendo f (a), resulta 

n (1==a)* 

(3) ii (a < q < 2) 

Puesto que /“(a) 0, y que f(x) se supone continua, pode- 
mos elegir nuestro intervalo [a — h, a+h] tan pequeño que f” (2) 
tenga el mismo signo que f“(a). Además, (2— a)? no cambia de 
signo. Por consiguiente, el segundo miembro de (3) no cambiará 
de signo, y la diferencia f (v) — f (a) tendrá el mismo signo para 
todos los valores de x en el intervalo [a —h, a+h]; además, ese 
signo será el mismo que el signo de f'(a). Luego se sigue de nuestras 
definiciones (1) y (2) que 


(4) f(a) es un máximo si f'(a) =0 y f"(a) = un número ne- 
gativo; 


(5) f(a) es un mínimo si ['(a) =0 y 1“(a) = un número po- 
siivo , 

Estas condiciones son las mismas que las del Artículo 56. 

II. Sean /'(a)=/$"(a)=0, y f"(a) 0. 


De la fórmula (G) del Artículo 124, haciendo n= 3, reemplazando 
b por x y trasponiendo f (a), 


(6) 1(0)—1(a) - (aa) (as).  (a<m<a) 


Corno antes, /”(x) tendrá el mismo signo que f"(a). Pero 
(a — a)? cambia de signo cuando + aumenta a través de a. Luego la 
diferencia f (2) — f (a) debe cambiar de signo, y f(a) no es ni 
máximo ni mínimo. 
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TI. Sean f'(a) =/"(a)=... =/" "Y (a)=0, y $” (a) 0. 


Continuando el procedimiento seguido en 1 y Il, se ve que si la 
primera derivada de f (2) que no se anula para x = a es de orden par 
(es decir, n es par), entonces 


(4) f(a) es un máximo si f'"? (a) = un número negativo; 
(1) fla) es un mínimo si f'” (a) = un número positivo. * 


Si de las derivadas de f (x) la primera que no se anula para x= 4 
es de orden impar, entonces f(a) no será ni máximo ni mínimo. 


EJEMPLO 1. Calcular los máximos y minimos de la función 
xi—9x?+24 x —7. 
Solución, Fix) = xx -9x? +24 x—7. 
F(x) =3 x* —18 x + 24. 
Resolviendo la ecuación 3 x%—18x +24 = (1 
obtenemos los valores criticos x =2 y x = 4. 
Ff1Q)=0 y F'(4) =0, 


Derivando otra yez, U(x) =06x — 18. 


Puesto que f“(2)=-6, resulta, según (H), que F(2) =l3 es un máximo. 
Puesto que f"(4) =+6, resulta, según (J/)., que £fÍ4)= 9 es un minimo 


EJEMPLO 2, Calcular los máximos y mínimos de la función 
eFtblcosa+er* 


Solución. Fix) =e +2cosx+e“% 
Pix) =e*—2snx—e?=0M, para x =U, 
Fx) =e* -=-2cosx +e*=0, para x =0, 
PUlx) =e* +2 5senx—e*=0, para x =0, 
fv(x) =0F +2leosx+e72=4. para x =0. 


Luego, según (/), f£(0) =4 es un minimo. 


PROBLEMAS 


Calcular los maximos y minimos de cada una de las siguientes funciones, em- 
pleando el metodo del Artículo 125. 


1. x1'—4x0+5. Sol. Parael valor critico x =(), la función no tiene 
ni máximo ni minimo. 
Min. = — 22 para x = 3. 


* Comoenel Articulo 46, un valor critico x = «4 5e determina igualando 


acero la primera derivada y resolviendo la ecuación resultante para obtener sus 
raices reales. 
**- x=0Uesláa única raiz de la ecuación e — 2 sen x — 7% =0. 
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2. x3343x+4+3x. Sol. Para el valor critico x= — 1, la función no 
tiene ni máximo ni minimo, 


3. xi (x—2)2. Para el valor crítico x =0, la función no tiene 
nimáximo ni minimo. 
Máx. = 1,1l para x =>. 
Min. =0, para x = 2. 
1. xix—1)? (x + 1)+. 


5. Estudiar 4 x*— 15 yt + 2) x* — 10 x?, para x= 1. 
6. Demostrar que si la primera derivada de f(x) nose anula para x = a es 


de orden impar (es decir, n esimpar), entonces f(x) es una función creciente 
o decreciente cuando x= a, según que f(") (ua) sea positivo o negativa. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Siy=e"*+e-* hallar dx en fanción de y y dy. 


“e d 
Sol. dx = == 
pi 
2. Demostrar que 
A n(3 424 VW 937 12%) == — 
dx VIX+Nx 


3. Demostrar que 


Pl A 


4, Demostrar que la curva x=194+ 21%, y =3/2+4:1 no tiene ningún 
punto de inflexión, 


5. Demosrrar que los puntos de intersección de las curvas 2y=x sen x 
y y=cosx son puntos de inflexión de la primera curva. Bosquejar ambas 
curvas, referidas a los mismos ejes. 


6. Dado el movimiento harmónico amortiguado s = ae-b! sen cr (en donde 
a. b y « son constantes positivas), demostrar que los valores sucesivos de 1 
correspondientes a y = 0 forman una progresión aritmética, y que los valores 
correspondientes de s forman una progresión geométrica decreciente. 


7. Laabscisa de un punto P que se mueve sobre la parábola y = ax? aumenta 

a tazón de una unidad por segundo. Sean O el origen y T la inrersección del eje 

de las x con la tangente en P a la parábola. Demostrar que la longitud del 
TP 


arco OP aumenta, en valor absoluto, a razón de OT por segundo. 


8. Sea MP la ordenada en un punto cualquiera de la catenaria (fig. 261) y 
tracemos la recta MA perpendicular a la tangente en P. Demostrar que la lon- 
giuud de MA es constante e iguala a. 
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9. Lacurva x*y+12 y = 144 tiene un máximo y dos puntos de inflexión. 
Hallar el área del triángulo formado por las tangentes a la curva en esos tres 
puntos. Sot. 1. 


10. Se dan In6=1,792 y In7 = 1,946. Calcular ln6,15, primero por 
interpolación y después por diferenciales. Demostrar, gráficamente, que el ver- 
dadero valor está entre las dos aproximaciones. 


11. Dada la elipse b?x? + a?y? = a?b?, hallar la longitud de la tangente más 
corta que se intercepta entre los ejes coordenados. Sol. aw+ b. 


12. Lascurvas y? = x y y? = x* limitan una superficie en el primer cua- 
drante. Se traza, dentro de la superficie, un rectángulo con sus lados paralelos 
a los ejes. La dimensión horizontal del rectángulo es 14. Una de las diagonales 
tiene sus extremos uno en cada curva. Hallar el área del rectángulo de área má- 
xima que así se puede construir. Sol. 0,019, 


13. Se trazan rectángulos con un lado en el eje de las x, otro lado en la 
recta x= Y, y un vértice en la curva y = e-7?2, Hallar el área del mayor rec- 
tángulo. Sol. e70/25 = 0,7788. 


14, Hallar los máximos y mínimos de y, si 


2 za 
y = aet -3x—2lue 4. 


Sol. Máx. = —a; min. = a(l — 3 log 2). 


15. Six?+3xy+2y?-5x-6y+5=0, hallar los máximos y mi- 
nimos de y. Sol. Máx. =1; mín. =5. 
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CAPITULO XII 
INTEGRACION DE FORMAS ELEMENTALES ORDINARIAS 


126. Integración. Il lector está ya acostumbrado a las operacio— 
nes mutuamente inversas de adición y sustracción, multiplicación y 
división , elevar a una potencia y extraer una raíz. En los ejemplos 
que siguen , los segundos miembros de una columna son, respectiva— 
mente, las funciones inversas de los segundos miembros de la otra 
columna . 


y="”r+1, ==yYy—1; 
y=0a, -= loga y; 
y=senz, YX = Are sen y. 


En el Cálculo diferencial hemos aprendido a calcular la derivada 
J'(+) de una función dada f (2), operación que se indica por 


A 
0d a) = 149, 
o bien, si empleamos diferenciales, por 


df (1) =/'(Wdz. 


Los problemas del Cálculo integral dependen de la operación inversa, 
a sabor: 


Hallar una función f (x) cuya derivada 
(1) (x) =9(x) 
es conocida . 


O bien, puesto que en el Cálculo integral-es usual emplear diferen- 
ciales, podemos escribir 


(2) df (3) =$'(x)dz =$ (x)dx 


y enunciar el problema del Cálculo integral como sigue : 
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Dada la diferencial de una función, hallar la función. 


La función f (2) que así se obtiene se llama una ¿ntegral de la 
expresión diferencial dada; el procedimiento de hallarla se llama 


integración; la operación se indica escribiendo el sígno integral * 


delante de la expresión diferencial dada; así, 

(3) fos =1, 
que se lee la integral de f'(x)dx es igual a f(x). En general, el 
signo f se lee integral o integral de. La diferencial de indica que z 


es la variable de integración. Por ejemplo, 


a) Si f(x) =x2*, entonces f'(2da =3 4* dx, y 


fara=».. 


b) Si f(x) =sen zx, entonces /'(2)dx = eos 2 dx, y 


feos de = sen z 


: de 
c) Si / (zx) =arctgx, entonces f'(1)dx = 41 Y 


A T 
Tr 


Debe hacerse hincapié en el hecho de que, según las explicaciones 
anteriores : 


La diferenciación y la integración son operaciones inversas. 


Diferenciando (3), tenemos 
(4) af sumar f'(wdx. 


Sustituyendo en (3) el valor de /'(x)dxl =d/(x,] según (2), 
obtenemos 


(5) / di (=) =J(2). 


* Históricamente. ese signo es una S deformada, lerra inicial de la palabra 
suma, (Wéase el Articulo 155.) 
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dl : 
Por tanto, si dx * . de se consideran como símbolos de ope— 
ración , son ¿nversos el uno del otro. O si empleamos diferenciales, 


de Y son inversos el uno del otro. 


Cuando d antecede a / , tomo en (4), ambos signos se anulan 


* 
. 


mutuamente; pero cuando ) antecede a d, como en (5), eso, en 


general, no será cierto. La razón la veremos en el artículo siguiente, 
al dar la definición de la constante de integración . 


127, Constante de integración. Integral indefinida. Del artículo 
anterior se sigue que 


por ser d(13) =3 dx, tenemos ) vda; 
por ser d(x? +2) =3 2* dx, tenemos fa idr=r +2; 


como  díx* —7)=3 2 dr, tenemos E do = »*—?7 


En general, como 
d4+C)=3xdr, 


siendo € una constante cualquiera, tenemos 


. 


fard=>e+0. 


La constante arbitraria C se llama constante de integración y es una 
cantidad independiente de la variable de integración. Puesto que pode- 
mos dar a C cuantos valores queramos, se sigue que si una expresión 
diferencial dada tiene una integral, tiene también una infinidad de 
integrales que difieren sólo en constantes. Por tanto, 


frios = 1040 


y puesto que € es desconocida e indefinida, la expresión 
fí3+C 


se llama la +ntegral indefinida de f'(x)dx. 

Es evidente que si $(1) es una función cuya derivada es f (2), 
entonces $(x) + C, siendo C una constante cualquiera , es igualmente 
una función cuya derivada es f (1). De aquí se deduce : 
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Teorema. Si dos funciones difieren en una constante, lienen la misma 
derivada, 


Sin embargo, no es obvio que si $(2) es una función cuya derj- 
vada es f(x), lodas las funciones que tengan la misma derivada f (x) 
sean de la forma (2) + C, siendo C una constante. En otros térmi- 
nos, tenemos que demostrar : 


Teorema recíproco. Si dos funciones tienen una misma derivada, su 
diferencia es una constante. 


Demostración. Sean $(x) y y (x) dos funciones que tengan lu 
misma derivada f(x). Sea 


F(x) = 9 (2) —y (2); entonces, por hipótesis, 
1) Po) =Elé)—w()1=J(0)=J()=0. 


Pero según la fórmula (D) del teorema del valor medio (Art. 116), 
tenemos : 
Flx+ Ax)—PF(x) = Ax P'(2+0- Ax). (0<4<1) 


F(x+ Ax)—PF(x) =0 


[Puesto que según (1) la derivada de F (x) es cero para todo valor de x. ] 
y Fíx+ Ax) = Flzx). 


Esto significa que la función F(x) =9(2) — y (x) no cambia de 
valor al dar a x el ineremento Ax; es decir, $(2) y w(x) difieren 
sólo en una constante. 

El valor de C' puede determinarse en el caso en que se conozca el 
valor de la integral para algún valor de la variable, y de eso veremos 
muchos ejemplos en el capítulo siguiente. Por ahora nos contentaremos 
con aprender a hallar las integrales indefinidas de expresiones diferen— 
ciales dadas. En lo que sigue daremos por sentado que toda función 
continua tiene una integral indefinida, proposición cuya demostración 
rigurosa queda fuera del propósito de este libro. Sin embargo, para 
todas las funciones elementales, la exactitud de la proposición apare— 
cerá clara en los capítulos que siguen. 

En todos los casos de integración indefinida, el criterio que debe 
aplicarse al verificar los resultados es que la diferencial de la integral ha 
de ser igual a la expresión diferencial dada, 


128. Reglas para integrar las formas elementales ordinarias. Il 
Cálculo diferencial nos ha proporcionado una regla general para obtener 
la derivada y la diferencial (Arts. 27 y 944). El Cálculo integral no da 


INTEGRACION 231 


una regla general correspondiente, que pueda aplicarse fácilmente en la 
práctica para la operación inversa de la integración.* Cada caso nece- 
sita un trato especial, y se llega a la integral de una expresión dife- 
rencial dada por medio de nuestro conocimiento de los resultados de 
la diferenciación. Ls decir: resolvemos el problema contestando a la 
pregunta, ¿qué función, diferenciada, producirá la expresión diferencial 
dada? 

La integración es, pues, un procedimiento esencialmente de ensa— 
yos. Para facilitar el trabajo, se forman tablas de integrales conoci- 
das, que se llaman tablas de ¿integrales inmediatas. Para efectuar una 
integración cualquiera, comparamos la expresión diferencial dada con 
las tablas. Si se encuentra registrada en ellas, se sabe la integral. 5i 
no está registrada , miraremos, por varios métodos, de reducirla a una 
de las formas registradas. Como muchos de los métodos se sirven de 
artificios que sólo la práctica puede sugerir, una eran parte de nuestro 
texto se consagrará a la explicación de métodos para integrar las fun— 
ciones que se encuentran frecuentemente en la resolución de problemas 
prácticos. 

De todo resultado de diferenciación puede deducirse siempre una 
fórmula para integración . 

Las dos reglas siguientes son útiles para la reducción de expresiones 
diferenciales a integrales inmediatas. 


a) La integral de una suma algebraica de expresiones diferenciales es 
igual a la misma suma algebraica de las integrales de esas expresiones . 


Demostración. Difereuciando la expresión 


fun + fa | dw, 


siendo 4, », w funciones de una sola variable, obtenemos 


du + dv— dw. Según III, Art. 04 


(1) A f tau + 00 as = du fa- fa 


b) Un factor conslanle puede escribirse o delante del signo integral 
o después de él. 


* Aun cuando se sabe que la integral de una expresión diferencial dada exis- 


te, puede ser imposible obtenerla en términos de funciones conocidas. 
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Demostración. Diferenciando la expresión 


a fan 


obtenemos adv. Según IV, Art. 94 


(2) EN f ¿de f AN 


A causa de la importancia de estas dos reglas, las escribiremos 
como fórmulas al principio de la lista siguiente de ** integrales inme- 
diatas”? o ““ formas elementales ordinarias ?. 


INTEGRALES INMEDIATAS 


(1) Sa + du — du) = fu +$ a— fu. 
(2) 0 adv = a ao. 


(3) y dh=x+C. 
(4) S vdv = == +C. (nx — 1) 
(5) S = In v+C. 


= ln v+1n c= In cv. 
[Haciendo C =1Inc.] 


TAE 
(6) fa d= +0. 
(7) Se du=e +C. 
(8) sen vdo=—cosu+C. 
(9) Sos v dv = sen v + C. 


(10) Sec vdo=tgu+C. 
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(11) ES vdv= —ctgu+C. 

(12) S sec v tg v du = secu + C. 

(13) $ oso vctg y dv = —csc uv +C. 

(14) $ teva — im cos 04 C= In see + C. 

(15) Sot v du = 1n sen v + C. 

(16) seo v du = In (sec v + tg v) + C. 

(17) $ esoo dv = 1n (csc v— ctg v) + C. 

(18) q . arc tg +C 

(19) amo (vu? > a) 
(19 a) ¿2 4 (+? < a”) 
(20) e == arc sen— +C. 

(21) rr = 10 (+ V 70) +C. 


RI a 2 
(22) fro 2 42 arc sen +C. 
(23) fvrzzw- 7 V8=d E mlo+ Pd) 40. 
129. Demostración de las fórmulas (3), (4) y (5). Se demuestran 
fácilmente. 
Demostración de (3). Puesto que 
d(2+ C) = dz, TI, Art. 94 
obtenemos Sas =2+C. 
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Demostración de (4). Puesto que 


el a VI, Art. 94 
(+ )a 0, IE 
b d yl C 
obtenemos fo SA . 

Esto es cierto para todo valor de n, con excepción de n= — 1, 
En efecto, cuando n = — 1, (4) implica división por cero. El caso 
de n= — 1 corresponde a la fórmula (5). 


Demostración de (5). Puesto que 


din +0)= 2, X, Art. 94 


obtenemos hs = In y + € 


Este resultado puede expresarse en forma más abreviada si repre- 
sentamos lu constante de integración por log»c. Así, 


o =m0+ln0= inv. 


La fórmula (5) dice: sí la expresión que se encuentra bajo el signo 
integral es una fracción cuyo numerador es la diferencial del denomina- 
dor, entonces la integral es el logaritmo natural del denominador. 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS * 


Comprobar las siguientes integraciones: 


all E os EE 14 ie y == a = É 
Ls fa dx ra AS > + C. segun (4). siendo u x yn=0. 


. — - 
2. JvVxax = fx” de O 4 E, por (4), siendo y =< 
yn=%Y, 
“dx x 7 e 4 ; s y 
3. S3-Sx RE A ate según (4), siendo v=x 
yn=—3. 


4, Sax di = a fx dx = + Cc. Según (2) y (4) 


* Mientras el estudiante aprende a integrar, debe recibir lección oral de 
integración de formas sencillas. 
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5. j ¡AA 
= faras-f5 tax f3xax+ f44x según (1) 


=2 fwtax—5/ xtdx—3/ xdx +4 fax según (2) 


NOTA. Aunque cada integración requiere una constánte arbitraria, escribi- 
mos sólo una constante que representa la suma algebraica de ellas. 


8. IS ES 


-/ 2 7% dx— fox=as +/5 cx dx según (1) 

=2u fas - px. dx+3c fas según (2) 
J 

te re BAC según (4) 


E 9 
=4a Vi+ 4 AC, 


2 Y 3 5 Ai 
? $ i%- XA) Bdx = ax + > a 0% yd - Os ¡A 
SUGESTION. En primer lugar, desarrollar el cubo del binomio. 


3. f co + b?x?) A dx = Le mv 4 Ls 2 + C. 


Solución. Esta integral puede reducirse a la forma (4). En efecto, se pue- 


de introducir el factor 2 b? despuér del signo integral, delante de x dx, y su 


reciproco delante del signo integral. Estas operaciones se compensan mutua- 
mente según (2). 


(Compirese con (4). v =a.+ bx? n= 64, du =2b?xdx.) 


$ (a+ b?x?) As dx 


a a (a2 + 6212) % (2 b2 x dx) [= a dit pe +C. segúntd) ] 


> Lat + bix2)% 
> EE 0 


NOTA. Se previene al estudiante que no debe trasladar una función de la 


variable de un lado a otro del signo integral, puesto que eso alteraria el valor de 
la integral. 
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3axdx 3a 
9. iaa Tia” (Bb? + c?x2) + C. 


3axdx _ xdx . 
Solución. SE ero AAA q Según (2) 
Esta integral se parece a (5). Si introducimos el factor 2 c? después del signo 


:¡ntegral y su recíproco delante de él, no se alterará el valor de la expresión. 
(Compárese con (5). v =b*+c?%x?, du =2c?x dx.) 


xdx 
Luego, 3a PEA 
_3a 2cxdx [_ 3 v_3a4 , 
iS según (5) | 


= 3% 1n (524 c2x2) + 
“72 


“dx AA 
do, fE == L4 ZÉ =1 1 E. 
>El x Ts no + 1) + 


Solución. En primer lugar, dividiendo el numerador por el denominador, 
resulta: 


q ba: pal 
x+1 > + x+1 


Sustituyendo en la integral, empleando (1) e integrando, obtenemos la so- 
lución. 


2x1 
2x+3 


Solución. Dividiendo, 


LI. dx=x—in(2x+3)?+C. 


2 A 4 
2x+3 2x+3 


Sustituir y emplear (1) 


etcétera. 


La función por integrar se llama el integrando. Así, en el ejem- 
plo 1, el integrando es 2*. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


5 
1. tdi= ; E €; 
S* x E E Vx+ 
dx 1 dx 3x% 
2. |S==--—+C. 5. e PE E 
x? rl Y x 2 + 


A 3% a 
8. Sx e 6. $3 ay? dy ay? +C. 


27 
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288 E dx a 
== iS 9. == VI 40. 
* faz Ya 0. 10, furia ¿IA sE +0, 


] Sata sr mar A 


y JLA 4V E AO, 


x 


E Ljertatro 
. fvzos—nar 2% 1% +0, 


AA E E 
x 3 
e. aa 
Ja Ad 
Saronza == LEC, 


$024 x2)? dx Lic, 


. Suyta— by?) dy = Le. 


AA 34 
A DR 


o flr+ ra = + E Ó4 O. 
4x?dx _8Vx9+8 
. EA 
J) Vxi+8 3 


6z dz . ] 
=P RR 
Wi Vds ar LY 0. 


(va-vV3 dx __2 UV 0-V 3)? 
A e a 


iia 1 a E e. 
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” dt Vat 
e e ai dl 
E, 1 
e da ICE IS 
xdx FE 
30. (a + bx2)3 AT TOA 
de q 1 
tm” RÓS 
3)2 2abz5 , b?z8 
32. Sa (a+ b23) dz E e : + E +C. 
33. f+ AE 
IA 
34. ira Hd +3x+Ce. 
(+Ddx_ 2W 843 x 
vd A A 
Vax3i43x 3 
36. Lele des Lente 
x 2 


37. Ssen? x cos x dx 
= f (sen x)? cos x dx = Er e ES +C. 
SUGESTION. Emplear (4), haciendo v = sen x, du =cosxdx, n= 2. 


Ñ sen? ” 
J sen ax cos ax dx = => +0: 
a 


39. fsen2x cos? 2 x dx = =- PELE 40, 
(E x 2 Xx = Sy 
40. Ju 5 se 5 dx = e +C. 
41. * cosaxdx EI des 
rr 
( 2 ! 4 
42. ez): E NE 
Mn > rr 
= LA (Q+3x) ej 
e iris? 3 Es 


x2dx _ In (2+ x3) c. 
a SES GA 


ñ tdi In (a+ b1?) Cc. 
Ev Mr el 
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5. SGAE ln (430) +0 
(y+2)dy _ In (y? +4y) 
7. fu Id ES E +C. 


0 do In (a + be?) 
de (As ARE O 
oi b + 


49 sen x dx 
l — cos x 


= In (1 — cos x) + C. 


EN Lt E AE b : 
> Ub a 


51. (Lx FDA 2% — in (x +2) +C. 
x+2 


(242) dx_x?_ 
E O x+3 In (x+1) +C. 


(x+ dx _2x , ¿In Qx+3) 
eses Aca T2x+3> o 4 qn 


es ds _ 
54. 7 2» (e2s + 1) +C. 


55. SH 40 =2 10 A A 


ge. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y verificar los 
resultados por diferenciación. 


UE AE 
A 5x2 
h DE ale Y 
Solución. iS == $ (0-5 x) (—10 x dx) 


A E 
= ¡o € 5x2 A+C. 
Verificación. al - 5 (0-52) 4+ c] 


3.2 (6-5x2) "A (-10 x)dx 


- 5 3 
A 2xdx 
Y6=5x 7 
57. $ (43x")dx. 60. [V by dy. 
(5 -—34)4x EE: 
58 . A =—. 
S XA 6 Tr 


Sx 5 A 
50. f E + — Jas. 62. SV 7-3 x dx. 
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Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


sen2 0 d9 esc? o de 

63. —TKÁZ . CODE 

V cos2 0 ee V 2ctg o +3 
de Qx+5dx 
ss. 7 73. > +8 

EN 74. Sega. 

"IV3F2x d 
7, PJEEVL 
66. HA , PF Fz 
7 76 ¡rea 
nn x dx ; PE 
VI=2x8" (4 x+3)dx 
$ di pi JIVIF3IXH2x2 
68. á 
3144 78 (et+ 2) dt 
k e+2r * 
. e 1 2 
69. $-5) dx. 0é (0% + sen x)dx 
A y V ez — cos x y 
1 Y3 . 

70. (v - Y dy. , sec20tg20d0 
S y? s0 J 3sec20—2 
*_sen a dó ESA EEE 

nd cos ab + b Ses V5i+3tg2r 


130. Demostración de las fórmulas (6) y (7). Estas fórmulas se 
deducen inmediatamente de las fórmulas de diferenciación correspon- 
dientes, XI y XI a del Art. 94. 


ba?z 
2 Ina 


EJEMPLO. Demostrar que S ba?z dx = + C. 


Solución. S vaz dx =b f az dx. Según (2) 


Esta expresión se parece a (6). Hagamos uv =2 x; entonces du =2 dx. 
Si ahora introducimos el factor 2 delante de dx y el factor 6 delante del signo 
integral, tenemos 


b Sa dx 


E; =b ” DE ba 
=7S02 dx =5 fura x)|-G Sar do 315) 


Aé, +C. Según (6) 
2 Ina » 
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PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


107 
6 eB3r dx =2e3%4+C. 4. 107 dx = é 
de Lp 2 a e de 
z= a _ ar 
2. fer dx = men +C. 5. San dy EE +0. 
vz 
3. Eo E 6. EE e. 
er ez Vx 


9. Sxe dx = Yer? 4 C. 
10. Sesnz cos x dx =esenz +C, 


Tí, Ses 0 sec? AdO =etR0+C. 


12. vVida=2V4+C. 


13. Sater dx = Cala +C 


l+Ina 
2 = az 
14. far ax TAS 
a En qóz 
15. S (054 max = ¿(0 + E) +0. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


16. Ss ez dx. 21. S «200 dx. 26. fin dt. 
3dx er+4 a d0 
7. pi 22. S( E ) ax. am 
4 di 23 er dx = 
CAStA : . 28. f 6 xe-=2 dx. 
18. DA SE =D S xe md 
19. fe dx. 24. S<e +2)dx. 29. MK (e27)2 dx. 


Nz 
dx pes x?dx 
20. 25. =— dx. 30. ; 
Vx 


42z * ex3 
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131. Demostración de las fórmulas (8) a (17). Las fórmulas (8) 
a (13) se deducen inmediatamente de las fórmulas de diferenciación 
correspondientes, XIII, etc. , del Art. 94. 


Demostración de (14). 


eS sen v de 
$ tg vu du = A > 
2 — sen y dv 
Cos y 
(Ateos vw) 
Cos Y 
—In cosu + € según (5) 


In secvu+C. 
=—1n 14+1n sec v=1n sec o. | 


[ Por ser — Incosv = — ln 
sec y 


Demostración de (15). 


$0 v du = eos u do _ e v) 
ao sen » 
= In seny+C, Según (5) 


Demostración de (16). Puesto que 
sec Y + tg Y 
sec y + tg v 


_ sec» tg y + sec? y 
pj 1 


sec y + tg Y 


sec y te v + sec? y 
sec y du = BRO UE 1 > BT 
sec y + tg v 


sec Y = Sec y 


a d(sec uv + tg v) 
=f sec Y + tgo 


= In (sec + tg v)4+C. Según (5) 


Demostración de (17). Puesto que 


csc YU — ctg y 


CSC Y = CSC Y 
CSC Y — Ctg Y 


_ —escuctgo +esc » 
esc y — ctg Y 


3 
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— esc y ctg u + esc? y 
resulta , YA escudo= [| —“L2UBYT eS? y, 


esc y — Cig Y 


E d (esc v — ctg 1) 
= ese y — ctg Y 


=1n (esc y — cta 1) + C. Según (5) 
Otra forma de (17) es 


sc vdo=lntgl%wv+C (véase el problema 4 
al final de este mismo artículo). 


EJEMPLO 1. Demostrar la siguiente integración. 
fsen2 ax dx =—£0570x 4 Cc. 
24 
Demostración, 


Esta expresión se asemeja a (8). En efecto, hagamos v=2 ax; 
entonces dv=2 adx. Si ahora introducimos el valor 2 a delante de dx y el factor 


5; delante del signo integral, obtenemos 
a 


f sen? ax dx 
=7Ss0m2ax-2Zadx| = 7 fsen v do = = cos 40, por (a) | 
A cosdar+O=- “52% 0, 
2a 2a 


EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración. 


fu?s =1)?ds = 14 tg25 +1n cos25 + C. 
Demostración. (tg2s — 1)? = tg? 2s-—21g2s5+!1. 


tg22 5 = sect2s-—1, Según (2) Art. 2 


Por tanto, sustituyendo, 
Se 25-1)*ds= f (secz 2 s—2 tg 25)ds = $522 ds—2 fte 25 ds, 
Hagamos v=2s; entonces du = 2 ds. Empleando (10) y (14), resulta: 


Sser2s ds $secr2sa 02 s)|= Y f sec? vdu= 4 tg v] =ltg2s. 


ft 25 ds = Y fi32sd(2 )|[= Y fig o do=—% In cos u | =—)4 Incos2s. 
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PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


1; 


2. 


3. 


13. 


14. 


SUGESTION. 
reducir antes de 


15. 


16. 


17. 


13. 


$ eos mx dx = sen mx + C. 


l 
m 
Sig bx dx = 7 In sec bx +C. 


1 


a 


Ssec ax dx In (sec ax + tg ax) -— C. 
Sesc odo =IntgY4v+C. 
$sec3rtg3rdi= Y sec3r+C. 

Jesc ay ers ay dy = =L escay+C. 


fest 3xdx=—Yctg3x+C. 


Se $ ax =2 In sen +0. 


Sar sect xó dx = Y tg xt + C. 
S dx_- gx +C. 
sen? x 


de ds =tgs +C. 


cos? 9 
$ (05 0+ct80)?d0=1g 0—cg0+C. 
S (seco — 189)? dp =2 (18 9 — secó) =p +C. 


dx 
= —ct ESC Ez 
A ios Es 


Multiplicar el numerador y el denominador por 1 — cos x, y 
integrar. 


Hua” tgx=secx+C. 
Sens ds =—1In(l+c0s s) +C. 
l+4+c0ss 
sec? x dx 


Tax "MU +tex)+C: 


$: cos x? dx = Yv sen x? + C. 
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19. Se + sen? x)dx = Y (x? — cos2x)+C. 


sen x dx 


20. PR SS > 
V4—cos x V 4= cosx +C 
21. fresenie = ln (x + sen x) + C. 
x + senx 
sec? 0 d6 A A 
22. _— == 2 0 a 
E METEO VI+F2tg0+C 


Calcular cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados por 
diferenciación. 


LS adx 
23. == d 37. é 
Joa z E bx 
24. Sos (b+ ax)dx. 38. S (se 20 - esc 5) d0. 
25. Ses (a — bx)dx. 39. fas $ + sec)? de. 
26. S se > tg > do, 40. E 4s-— ctg 4Jas. 
ET Jose 2 e db 41. $ gx — 1)? dx. 
28. fer cg er dx. 92. físect—1)*dt. 
29. S sec? 2 ax dx. 43. fo = esc y)? dy. 
30. fig £ ax 44. st 
É ESA l —cos x 
di Fr pa 
el. Ss: rre 
d0 46. sen2xdx 
e sen? 40 AT 3 +Hcos2x 
cos tdt 
33. , ORC_R 
ar ej V a+bsent 
34. sen x dx 48. pe 0 ctg 0 d0. 
Vx Y 5—d4cscO 
dt esc? x dx 
: , 49. KK, 
so Ay V3=cgx 
e ES, so. (YA tt ez 


cos4 go cos? x 
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132. Demostración de las fórmulas (18) a (21). Las fórmulas (18) 
y (20) se deducen fácilmente de las fórmulas de diferenciación corres- 
pondientes. 


Demostración de (18). Puesto que 


12) 
O) 


dv 1 v 
obtenemos Sata = are te +C. 


1 dv 4 
a are ta + c) = = q Según XXII, Art. 60 


Demostración de (19) y (19 a). En primer lugar demostraremos (19). 
Por Algebra, tenemos 


3 E E 
pa va u—a 
1 1 1 1 
Por tanto, Al 
l d a A dy Y. du 0 
ia e =m v=a 2a)v+a según (1) 
D =9- Ho) según (5) 
za” 24 E 
1 v—a a. 
Tirol Según (2), Art. 1 
Para demostrar (19 a), por Algebra , 
1 1 2a 


El resto de la demostración es igual que en el caso anterior. 


Nora. Lasintegrales (19) y (19 a) satisfacen la relación 


Por tanto, en cualquier caso dado una u otra fórmula puede aplicarse. 


Más tarde veremos que en muchos ejemplos numéricos es necesario elegir 
una u OlLra, 
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Demostración de (20). Puesto que 


¡iure | 
REGA 


por XX, Art. 94 


dv v 
obtenemos —==== are sen— + (. 
Val—a? 9 


Demostración de (21). Supongamos que v=a tg z, siendo z una 
nueva variable; diferenciando, dv = a sect z dz. Luego, por susti- 
tución , 


S E a sec? 2 dz = _ sec? z de 
Vu+ a? V a? ta? 24 a? V tg z+1 
= fsc02de=10 (sec z + tg 2) + e por (16) 


= In (tg2 + vV tg!2+1)+c. Según (2), Arl. 2 


Pero lar =->; por tanto, 


du : 
Sr" (tr h+1)+ 


Sib a? 
PR a da 


a 
=1n (v+Ve+a)—Ilna+ce. 
Haciendo € = — lIna+«, obtenemos 


rr ima CEN 


De la misma manera, suponiendo que v=4 sec 2, de=a sec z Lg 2 dz, 
obtenemos 


A sec 2 2 dz _ 
Si PARES sec 2 dz 
e ie 


Varsectaal 
= In (sec 2 + tg 2) +0 según (16) 
= ln (sec 2 + vVsectz—1)4c por (2), Art. 2 


a 
= Im? Ea 
a a 


) re (+ ve — a) +C. 
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EJEMPLO. Verificar la siguiente integración; 


Solución. Esta expresión se asemeja a (18). 
a? =9; entonces v =2x, dv=2dx y a= 3. 
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En efecto, sean v? =4 x? y 
Luego, si multiplicamos el 


numerador por 2 y dividimos delante del signo integral por 2, obtenemos 


dx 
412+09 


S 


2% 1 du 1 
[- e is 2a 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


arc tu +C según (18) ] 


it, Se i+ 0 

dé e (E5)++< 

3. ES 

4. E ta (AVIV) +C. 
V s2—16 

0 Sn (3) 

6. Tp =taredt+ 0 

o a e) 

8. A 3) +. 

9, e = arc tg e? + C. 

A 

E e de e (9) + poes 

12. ah A => arc sen x? + C. 


Vi=x17 2 
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ax dx a? 
13. Si es =+C. 
dt 1 t—2 
IT E A : 
(522459 y arce ( 3 )+e 


1 A 
5 SAA las + VTA) 


16. E (lí ———— u+3 . 
Sit=>" arc sen ( >) )+c 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


18. Ti 23. PA 28. cr 
19. Sis 24. A+ 29. Sart 
Dl fi to 
21. a 26. O She E 


Las fórmulas ordinarias (18) a (21) contienen expresiones de segundo 
grado de dos términos solamente (v? += a?, a? —v?). Si una integral 
implica una expresión de segundo grado de tres términos, ésta se puede 
reducir a una de dos términos completando el cuadrado , como pue- 
de verse en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO l. Verificar la siguiente integración: 
dx e Mo x+1 
Sar dl 
Solución. X2+2x+5=x24+2x+4+1+4=(x+1)?+4. 


St Emñk > Sit 
xX2+2x3+5 GT 


Esta última integral es de la forma (18). En efecto, hagamos v =x+1l y 
a=2; entonces du = dx. Por tanto, la integral anterior se convierte en 


SA ¿= harta l +C=-> y arg El 4 Co 
v a a 


2 dx 2 1 


EJEMPLO 2. TEA = 2 arc sen 2 WC. 
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Solución. Esta integral es de la forma (20), puesto que el coeficiente de x2 
es negativo. Ahora bien, 


14xx0=2— (xx +4) +4 =4- (x— 4)?. 


Hagamos v=x— Y, a= %. Entonces, du = dx. 


2 dx 
Vl+x=x 
íz: eE 7 cl 8 = = 2 are sen 24 C según (20) 
= Zarcsen2% 3 =1 4. 
dx 1 3x3 
E 3. A a PEN 4 
JEMPLO A+ =7 0 "3 p7+S 
Solución. 3x4 4x7 =3(x24+ 4 x-— Y) 


=3 (144x444 — 2%) 
= 3[(x 4 4)? — 2%]. 


dx =f dx LE du 
3x4 4x7 3[ (x + %)? — 24] 34 42—=a? 
según la forma (19), 


siv=x+%, a= %, puesto que también du = dx. 
Entonces, tenemos 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


+3 

+ acta (E -) +0 
$ fa a da 5+. 
4. SER > «es (Qx-3)+C. 
5. Sa 3-3 n —G)+< 

6. 


Sat =arctg (2x—1)+C. 
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A MEME x 
7. Si== are sen ( )+<. 


En "7 ( x 
x+2x 2 x+2 
Ds === (E 
o 7 
11. FR mtv Tari) +0, 
12. Si” AER) + 


dx L. 2x+1 
13. Sh = Y 5 arc tg ( V3 ) +C. 


) +<- 


arc sen (x — 1) + C. 


Xx 
14. PR 2 ú 
1. f a (++ VIA )+ 
A 2x+ 1 
sá Sin el 2 )+e 


1 3x—1 
16. Sat arc tg — )+<. 


17. 


re 


úl 
» 
a 
m 
2 
» 
[92] 
x 
+ 
um 
Na” 
9) 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


Sw A 
19. SE 25. Si= 
20. == 26. Sai5> 
a => e 
22. RESTE ZA 28. SR; 


8 dx 2%. == 4 dx 
s (is Vx2—4x +13 
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$0, Si= 2% ES 

31. urea db SiS af 

32. SÉ añ 37. Gra» 

33. + So e SP 
aw EN Si 


Cuando el integrando es una fracción cuyo numerador es una expre- 
sión de primer grado mientras que el denominador es una expresión de 
segundo grado o la raíz cuadrada de una tal expresión , la integral dada 
puede reducirse a una integral inmediata utilizando el método que se 
indica en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO l. Demostrar la siguiente integración: 
"3x1 


Fina =hv TARO ln (2 +V4x2+9)+C. 


Demostración. Multiplicando el numerador por dx. y aplicando (1). resulta 


3x—]1 A 3xdx al E 
Vino” VIax+9 VIE 
De aquí se deduce la solución según (4) y (21). 


EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración: 


PE Ad A == B1mn3x=340 
Saa * A 3 au G+ 


Demostración. 3124 4x—7=3[(x4+ 9%)? —?2%]. según el ejemplo 3 
de la página 250. 


Hagamos v =x+%. Entonces x =u-— % y dx = du 


Sustituyendo, 
2x— 3 = 2(0-2%)-3 y e => 
Sa 3 (07 — 25) a 


2u du 


e E 
EE v2—2% vi 7 


Empleando (5) y (19), y sustituyendo v =x + 3%, tenemos el resultado 
pedido. 
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PROBLEMAS 
Verificar las siguientes integraciones. 


Ea UH2DAX arc rg + ln (14 12) +C. 


I+x? 
a; E e E e 
Y x?— 1 
tx — Dir O Ñ 
SS: PE = Y 1 x arc sen x + C. 
(3x—ldx _3 a < E x 
| FO 7 In +9) qa + O 


3s-2 
5, A II 2 axe en dC, 


IA VTA (a VTA) O. 


7. PRES DA =1n Ga 10% (E) o 


3x2 12 3x4 V6 

(Gi Dar_ 5 a => 
8. ir anda 9 In (1W3+vV31=9)+C. 
9. LA 1 (0 — 19) — 10 (25) 4 0. 

Ox — x? 2 Xx 

Qx+Í)dx_ 3 ) 
10. LA” In(x2+2x+5) += A +C, 


(l—x) dx a =/3: A 7 2x-3 
11. SERE An (dd a E ==) +0. 


2x Fl 

12. EE — in (1 6 — 9 3?) 
Pati) 

13. A EN (x+I+4Vx2+F2x)4+4C. 

14, A EA arc sen (572) +. 

15. Ta 7 VA asc sen (12) +0. 


+ 1% ln (x— 4 4VU TDI x Fx )4C. 
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Ads Y 
sr 
Y In(Qx—-14V4x2-4x+5)+C. 
. 8 má 
3%: (S x — 3) dx 


=—2 “= L_ 
o e O 
+3 are sen (43) +C. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


m fúztne mn pgs 
0 ju fa 
a. ¡pe mo. [IR 
22. a 30. $ == 
Pi a 
qe RETOS Ss A 
26. IA 34. EA 


133. Demostración de las fórmulas (22) y (23). Para demostrar 
la fórmula (22) basta efectuar la sustitución 


v=Aasenz. 
Entonces dv = a cos z dz, 
y Va—ue=vVa —asentz=aco0sz. 


Luego, según (5) Art. 2, 


ño 2 
Su a —v dv = at cost de =ES (005224 1)dz 


2 


a a 
=— 4: 
4 sen 22 += 
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Para obtener el resultado en función de », tenemos, según lo ante— 
riormente dicho , 


v v Vaya 
Zz=arcsen—, y sen 22 = 2 sen 2 cos 2 = 2 ——_—_—, 
a a a 
Sustituyendo, obtenemos (22). 


Demostración de la fórmula (23). Sustituyendo uv = a tg 2, se de- 
muestra fácilmente (véase el Art. 132) que 


(1 )f e+aido =$ sec 2- a sec? de = a $ sec 2 dz. 


En un párrafo posterior se demostrará que 
2) $ sec 2ade= lá secztgz2 +) In (sec 2 + tg 2) + C. 


2 2 
Puesto que tg z + y sec 2 = VER, de (1) y (2) dedu- 
cimos 


ef “Fado = vv + ¿+ Ein (+ Vaj oe, 


to 


2 
en donde €! = € =$ Ina. Por tanto, (23) queda demostrado cenando 


el signo es positivo. 
Sustituyendo v = a sec 2, obtenemos (véase el Art. 132) 


a) Sw vw — a? dy = Sa tg 2- asecz tg 2 de 


=p Sue 2 sec 2 de 


= y $ soc de — af sec 2 dz. 


Comparando (4) con (2), tenemos 
a a a 
6) $ w —a? do = “y Sec z tg 2— "y In (sec 2 + tg 2) + C. 


Pero sec 2 = > y, por tanto, tg 2 = A Sustituyendo 


en (5), obtenemos la fórmula (23) cuando el signo delante de a* es 
negativo. 
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EJEMPLO l. Demostrar la siguiente integración: 
IAE 4 arcsen 2% 40, 


Demostración. Compárese con (22) y sean v=3x, a? =4; entonces 
dv =3 dx. Por tanto, 


SVT Par [VI 3d [Vado 
Empleando (22) y haciendo v=3x, a? = 4, tenemos la solución. 
EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración: 

SVT 7 dx 
dii42) Y ERE In (3 x+24+ VI x2F12x—21) +C. 


1 
6 
Demostración. Según el ejemplo 3, página 250, 

3124 4x-7=3[(x +4)? -*%] =3 (0? — a?) 


siv=x+%, a= %. Entonces du = dx. 


Sy e rs PR rs AA 


Empleando (23) y haciendo v = x + 5 a= >. obtenemos el resultado 


que se quería demostrar. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


a == ¿$ 
1. SVT R4a= VTA Eg aresen2x HC. 


A Fx dx = 3 Y 1745 In Bt 1+9 12) + C. 


3. IN ES 
PE y a 3 
4. SVB3B8 dx = VU D-I + aro sen +. 


a E —_ 9 ——. 
5. VETE = VIARIA A (+ ARE). 
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=== 3 
ir AG =3 38 +5 ares [7 +0. 


AA 33 
Ivi ar 2 
+2 arc sen 2240. 


Ivi Vi=2x+x! 
+21n (x-14V53-=2x+x)+C. 


A =1 —_—_———, 1 
SVI==23 dx = => WIx-=x* +3 arc sen (x= 1) +C. 


Iva EA VOR 
+2 im(x-14V 1-1: F18)+0 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


1. SVT6=3xax. 16. SV3=4x=x%dx. 
12. JVIFBDHax. 17. [VIFIE dx. 
138. f VTxm=idx. 18. [Vx—=8xF7dx. 
14. SV8=3Rax. 19. SV T=T2=HRdrx. 
mw. JVIFIH0x pr 


134. Integración de diferenciales trigonométricas. Considerare- 
mos ahora la integración de algunas diferenciales trigonométricas que 
se presentan con frecuencia y que pueden integrarse fácilmente , trans- 
formándose en integrales inmediatas por medio de reducciones trigono— 
métricas sencillas. 


Caso 1. Integrales de la sorma | sen" u cos” u du. 


En el caso de qúe m o n sean un número entero positivo impar, 
no importa lo que sea el otro, esa integración puede practicarse por 
medio de transformaciones sencillas y aplicando la fórmula (4), 


n pat 
v du = pe +0. 
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Por ejemplo, si m es impar, escribimos 
sen” u = sen”=!u sen u, 


Entonces, puesto que m — 1 es par, el primer término del segundo 
miembro será una potencia de sen? w y podremos expresarlo en poten— 
cias de cos? u sustituyendo 


sen? u = 1—cos* y. 
Entonces la integral toma la forma 
(1) S (suma de términos que contienen cos u) sen u du, 
Puesto que sen u du = — d(cos u), cada término que se debe 


integrar tiene la forma v” dy siendo v = cos u. 
Análogamente, sies n el que es impar, basta escribir 


cos” u = cos "lu cosu, 


y emplear la sustitución cos? u = 1—sen? u. Entonces la integral se 
convierte en 


(2) S (swma de términos que contienen sen u) cos u du. 


EJEMPLO l. Hallar S sen? xcosó5x dx. 


Solución. y sen? y cosó x dx =/ sen? x cost x cos x dx 


$ sen x(l — sen? x)? cos x dx según (2) del Arr. 2 


S (sen? x — 2 sento + sen" x) cosx dx 
= f (senx)? cos xdx—2 f (sen x)%cos x dx+ $ (sen x)%9 cos x dx 
nt ¿senta jesemt y Según (4) 
Aquí v=senx, de =cosx dx y n=, 4y0 respectivamente. 
EJEMPLO 2, Demostrar que uf sent 4 xdx=%Y% cost dá x—2cos lúx+C. 


Demostración. Sea MA x =u. Entonces x =2u, dx =2 du. Sustituyendo, 


(3) f sent Ys x de =2f sen? y du. 
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Ahora bien, 


S seni u du = fsentu.senudu= f (1 — cos? u) sen u du 


= f'sen udu = fcos* usen u du = — cosu + Y cost u + C. 


Empleando este resultado en el segundo miembro de (3), y sustituyendo 
= lá x, tenemos la solución. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


de $ sen? x dx = Y cos? x —= cos x + C. 

2. Ssenz 0 cos O dé = Y sent + C. 

3. feos? p sen gp do = — cost p+C. 
4, fsent 6 x cos 6 x dx = Yysentox + C. 


5, fcos*20sen20d0=— A cost20+C. 


B. SEL dam c56x — so + C- 


sent 


fe P dp =secp cos p+C. 
cos? 
8. Jeostx senixdx =— Y cosó x + lócos” x +C. 


9. Jsen x dx =—«c0sx + H cost x — Y cosó x + C. 


10. f cos" x dx = sen x — Asenó x + lí sen x +C. 


sen? y _—— 2 ] 
11, AA =-2v l — = cos? — cast ) CG: 
A cos y ( dé u+G" y)>+ 
» 3 
12, ÍA A sent) 40. 
sen t 2 


Calcular cada una de las siguientes integrales, y comprobar los resultados por 
diferenciación. 


fsen? 20:10. 15: fsen 2xcos2x dx. 


14. feos? + d0, AG. $ sen pocos (dh, 
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17. ES 5 sen? 5 db. 20. Seos* (a + bi) dt. 
a ctg 0 
18. 3 2 mt dt. 21. | == 
$ sen mt cos* m ft V sen 0 
sen32x 
5 E 
19. Ssen nx dx. AN rios 


Caso II. Integrales de la forma $ 19 udu o Seo" u du. 


Cuando nr es un número entero , estas formas se integran fácilmente. 
El método no difiere mucho del usado en los ejemplos anteriores. 
El primer paso es escribir 


tg" u = tg"? u tg? u = tg"? u (sec? u—1); 
o ctg” u =ctg"?u cta? u=ctg"?u(esetu—1). Según (2), Art. 2 
Los ejemplos ilustrarán los pasos subsecuentes . 


EJEMPLO 1. Hallar ES x dx. 
Solución. S tg x dx =/f tg? x (sec? x — l)dx 
=f tx sect x dx — ftg? x dx 
=f (18 x)? d (tg x) = f (sec? x — 1) dx 


- uE -uexr+x+C. Según (4) y (10) 
EJEMPLO 2. Demostrar que 
$ 0g2 x dx =-— Y ctg22x-—Y lInsen2x+C. 
Demostración. Sea 2 x =u. Entonces x = Y u, dx = lh du; Sustituyendo, 


(4) SE dx = Y f cig? u du. 
Ahora bien, Ja u du = S<z u .ctg? u du 


= f ctg ulesc? u — 1) du 


$ <z u escu du — S ctg u du 


—- NH ctg? u — Insenu + C. Según (4) y (15) 


Empleando este resultado en el segundo miembro de (4) y sustituyendo 
u =1x tenemos la solución. 
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Caso ILI. [Integrales de la forma $ sec u duo Sis u du. 


Las integrales de esta forma se calculan fácilmente cuando n es 
número entero positivo par. El primer paso es escribir 
n—2 
sec” u=sec""? u sectu=(te? u+1) ? sectu; 


”n—2 
0 esc" u=csc""?u esc u= (ete u+1) ? csctu, Según (2), Art. 2 
El ejemplo muestra los pasos subsecuentes. 
EJEMPLO 3. Demostrar que 


fsectAxdx= 348442 gx +C. 


Demostración. Hagamos 4% x =u. Entonces x =2u, de =2 du. Sustitu- 
yendo, 


(5) f secs Vi xdx=2 f sect ufdu. 


Ahora bicn, J sect u du = f see u.sectu du 


f (igtu+1)se?udu segun (2), Art, ? 


f tg u sec? u du + sec? udu 


=YVYtgu+tgu+C. Según (4) y (10) 

Sustituyendo en el segundo miembro de (5) y haciendo u = lx. encontra- 
mos la solución. 

EJERCICIO. Hacer sec? u =1 + tg? u enel segundo miembro de (3); ele- 


var al cuadrado, y seguir el ejemplo |, pay. 200, 


Caso IV. Integrales de la forma 


Suar secruda o Seg" ucse”u du. 


Cuando n es número entero positivo par, procedemos como en el 
caso 111. 


EJEMPLO 4, Hallar ES y osectxdx. 
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Solución. S tg% x sectx dx = Ste x(tg2x +1) sec? x dx. Según la fór- 
mula (2), del Art. 2 


= Sa x)3 sec? x dx +S tg% x sec? x dx 


ER ERA Según (4) 
9 7 
Aquí v =tgx, dv =sec xdx, etc. 


Cuando m esimpar, se procede como se indica en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5. Hallar $ tgó x secó x dx. 
Solución. Susx secó x dx = ES x sec? xsecxtgxdx 


= S (sec? x —1)? sec? x sec x tgx dx según (2) 
del Art, 2 


S (seco x—2sectx+sec? x) secx tgx dx 


a secx _2secóx A 


7 5 Según (4) 


Aqui v =secx, du =secx tgx dx, etc. 


Evidentemente , los métodos que se han empleado en los casos ante— 
riores son de aplicación limitada. Fallan, por ejemplo, en el caso 
siguiente : 


Y sc u du = Y seo u sec? u du 
= Sseo u tg? u du + In (sec u + tg u). 
En efecto, no podemos seguir adelante con las formas elementales 


ordinarias. Más tarde se desarrollarán otros métodos de aplicación 
más general. 


PROBLEMAS 
Demostrar las siguientes integraciones: 


: Sex dx =Y% tg?x+lncosx+.C. 


> Sex Fax =-—2 cg? F—3 ln sen 3 +. 
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3 ESPE esc2xdx=UVcscl2x= Vf cso02x + C. 
4. Sesot Fax = E 4 cg + C. 
5. ftg930d0=Yotg130— 4 tg?3 0 + Yin sec304+C. 
al El A 
sf costo 3 pere 
dx 1 1 
A MÁ si 082 —ti2lx=-> 2 GE: 
ig mm ás PE += a + 
costedxe _ 1 5 
A ES 
Y p z 
5 gas ES 
cos “* x 
Sy 
10. Pi CA CE SS 
(E mear)! dx A (es ax + L crgó ax) +C. 
tg ax a 3 


12. S (etg?2 0 + ctgt20)d0=— Y ctg3204C. 
13. $ (tg bi—ctg b1)? di= ES bi+ ctg? b1] +h in sen2b1+C. 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


A A dx 
a 5 e 21. ——— 
di ES ares Sian x 
esc bx Y? 
15. fsecoo do. 22 (65) dx 
XA 
ex 23. (52) de. 
16. Ses 5) dx. Ñ eo 
secti de 24. ar. 
17. ETE RE at 
sectx dx 25. 18? x de 
18. V Ex " V sec x 
19. MEz ar. dé 26. Su xsectxdx. 
ctg ax 


tg92 0 d8 
27. A 
S sec320 


20. Suez dx. 
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Caso V. Cálculo de integrales de la Jorma | sen" u cos” u du por 


medio de ángulos múltiplos . 


Cuando m o n son números impares, enteros y positivos, el mé- 
todo más corto es el del caso 1. Cuando m y nm son ambos números 
pares, enteros y positivos, la expresión diferencial dada puede trans- 
formarse, por sustituciones trigonométricas, en una expresión que 
contiene los senos y cosenos de ángulos múltiplos, que se integrará 
fácilmente. Con este fin emplearemos las siguientes fórmulas : 


sen ucosu= lK sen2u, según (5) , Art. 2 
sen? u= 14 — lí cos2u, según (5), Ari. 2 
cos? u= ¿+1 cos2u. según (5), Art. 2 


EJEMPLO l. Hallar feos u du. 
Le z 1 1 
Solución. S cos? u du = S +3 cos 2 u du 
1 1 _u 1 
=37 Sfdu+> $cos2 u du =p nda + C, 
EJEMPLO 2. Hallar Ssen? x cos? x dx. 


Solución. S sen? x cos? x dx = ES sent 2xdx según (5), Art. 2 


1 1 1 
zS (7 + cos 4 x Jax por (5), Art. 2 


1 
=3uutx+C. 


00] » 


EJEMPLO 3. Hallar Ssent x cos? x dx. 


Solución. S sent x cos? x dx = S (sen x cos x)? sen? x dx 


Sr sen?2 x(% — Y cos 2 x)dx 


ll 


1 
q S sent2xdx— A fsen*2 x cos2 x dx 


1 
¿$ 04- Y cos4x)dx 
=$ Ssent2 x cos 2 x dx 


pa - sen4x  sen?2x 
16 04 48 re 
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Caso VI. Integrales de la forma 
Sisen mx cos nx dx, Sen mx sen nx dx 


0 $000 mx cos nx dx, cuando m 4 n. 


Según (6) del Art. 2, 
sen mz cos nt = 14 sen (m+m)2+ 3 sen (m—n)x. 
Por tanto, 


$ sen mx cos nx dí = Y f sen (m + n)jz dx + 15 Sen (m —n)z de 


cos (m + nj cos (m—n)z +0 
2 (m+mnm) 2(m—n) . 


Análogamente, obtenemos 


sen ma serna de = _ sen Gn +m)x 1 sen (m — e 


2(m +1) 2(m— mn) 
_ sen (m+mn)z , sen (m—n)z : 
J'eosmz cosnzdz = Sm +m > FA + E, 
PROBLEMAS 


Demostrar las siguientes integraciones, 


L> f sentxdr= A sn? +C: 


2. foentrde= TZ MP y, M4 e 


E 3x sen2x sen Ax 
4 Es A A 
3. S cost x dx == + + 7 cat 


5x  sen2x send2x , 3sen4x 
6 3 =— —— —_ — ooo. . 
4, Sf sen x de == E 


5x , sendx senv2x , 3sen4x 
Rx = => e al A e, 
5. S cos x dx Í + 7 % + +0 


6. $ sen? ux de Ent +C. 


xn. Y a E AR 
Ne S sen O q eN $ 6 + €. 


3x senlax , sendux 
4 e = e — — — . 
8. S sen ax dx = +. + 7 +C 
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3 
X , Sen 4x_ sen8x +C. 


9. 22 42 = 
Ssen x cost2 xdx 16 rra 128 


10. $0 — sen 9)? d0=22 4 4cos 0 pena A 


3 
11, S (sen? 9 +cos $)? do A nt tE. 


12. Ssen?x cos4 x dx ost 


13. $sen3 x sen? x dx nr 


sen x sen7 x 
. a O 
14 Sos 4 x cos3 x dx a + 13 + 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los resul- 
tados por diferenciación. 


15. Sos? ax dx. 21. Sa + cos x)? dx. 

26; Seost ase. 22, Sivanzi - cos20)? do. 
TEA Ssen? ax cos? ax dx. 93. S (Viosó — 2 sen 0)? d0. 
18. Ssen* 2 cos? 740. 24. ER (sen 2x —sen3 x)?2 dx. 
19. Ssent2 a cost2 a da. 25. S (senx +4 cos 2 x)? dx. 
20. S sen? x cos x dx. 26. f (cosx +2 052 x)2 dx. 


135. Integración, por sustitución trigonométrica, de expresiones que 


contienen Y a? — uo Y ul + «a. En muchos casos, el método más 
corto de integrar tales expresiones es efectuar un cambio de variable 
como sigue : 


Cuando ocurre Y a? — u*, hágase u=a sen z. 
Cuando ocurre Y a? + u?, hágase u=a 182. 


Cuando ocurre Y u? — a?, hágase u=a sec z. 


Estas sustituciones se han empleado en los Artículos 132 y 133. 
En cada caso el signo radical desaparece. 
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En efecto, 

(1) Véase 2 =avV 1—sen 2 =4 0082: 
(2) Vara tgez=avV 1+tg2=4secz; 
(3) Vaso: =aV se 2-1=atg2. 
EJEMPLO 1. Hallar e Sen 


Solución. Hagamos u = a sen z; entonces du =a cos z dz, y emplean- 


do (1), 
du acosz dz 1 1 á 
—KÁ = 5 2d 

a u?) A e id 


=EF4C0= +C. 


tl IP 

a a? — ul 

En efecto, puesto que sen z = 4, trácese un triángulo rectángulo y már- 
Pp q Fa 


u 
quense los lados como se indica en la figura 101. Entonces, tg z = e 
a —u 


va=0* a 
Fig. 101 Fig. 102 
V 4 x249-3 
EJEMPLO 2. Demostrar que $ us e ln st + C 
xV 4x9 3 2 x 


Solución. Haciendo u=2x y a = 3, resulta VAix+9=v ula? 
Por tanto, si hacemos 2 x = u. entonces x = Yu, dx = Y du. Sustitu- 


yendo, 
Y du du 


4 . 
a rr 


Hagamos u=a tg z. Entonces du=asec* z dz, y empleando (2), resulta 
du sl: asec?z dz Ll year dz 
uV ul +a atgz.asecz a tg Z a “Y senz 


=lfcseozdz=Lin (csez — ctg z)+C. 
a a 


268 CALCULO INTEGRAL 


Puesto que tg z=-“L, trácese un triángulo rectángulo y márquense los lados 
a 


como se indica en la figura 102. Entonces, 


e TEO e 
u u 
d 1 2 t 
A. TB o. 
uVu+tal * 


Sustituyendo en (4), y haciendo u =2x, a=3, tenemos la solución, 
PROBLEMAS 


Demostrar las siguientes integraciones. 


dx x 
E 
e 2x7 7 


2. TE EV GAS ln (+ UT) 0. 


dx x 
3. HS => E 
rr ¿VE 
4. TFR +3 VET 4 2aresen tf +0. 


dx x 
5. == ———+in (x+Vx2+8)+<C. 
E FP 8 bs ee] 


u? du u u 
6. Sa e 3 +C. 
dx 1 E 
Ta ÚAÁÁáÁ 1] 10 2 
Vx ? rosal 


8 ¿e dx Ls ( x )+o 
. = 7 in . 
Pr IN E 


yvVy=7 7y 
AE 
10 dx 1 P: +C 
2 YV5T— x2 Y x 
=0 » 
11: AAA a E, 


192 vl6—?dtr__ VIó—?7? 


t 
— arc Sen +C. 
(? t 


INTEGRACION 269 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


Vx?+ 16 dx ses 
A 7 
A 
del po 5 dá 
y (0? — 3)7 
2 
A A EA UN 
EZ EA Vxi+5 
16, YA za 21. li 
xv x?2—3 
— y? 2 
17. pa u du m7 LA x ES 
u 


136. Integración por partes. Si u y v son funciones de la misma 
variable independiente , tenemos, según la fórmula para la diferencia— 
ción de un producto (V, Art. 94), 


d(uv) =u do +vdu, 
o sea , trasponiendo , 


u dv = d(uv) —v du. 


Integrando , resulta la fórmula inversa, 


(4) fu du = uv — fuas 


que se llama fórmula de integración por partes. Tal vez no podamos 
integrar u du directamente ; pero esta fórmula hace que su integración 
dependa de la de dv y v du, que pueden ser formas fáciles de integrar. 
Este método de integración por partes es uno de los más útiles del 
Cálculo integral . 

Para aplicar esta fórmula en un caso dado, debe descomponerse la 
diferencial dada en dos factores, a saber, u y dv. No pueden darse 
instrucciones generales para la elección de esos factores, pero son úti- 
les las siguientes : 


a) dx es siempre una parte de dy; 
b) debe ser posible integrar dv; 
ec) cuando la expresión para integrar es el producto de dos funcio- 


nes, ordinariamente es mejor elegir la de apariencia más complicada, con 
tal que pueda integrarse, como parte dy . 
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Los siguientes ejemplos enseñarán en detalle cómo se aplica la 
fórmula : 


EJEMPLO 1l. Hallar f x cos x dx. 


Solución, Sean u=x y du=cosxdx; 


entonces du=dx y y= S cos xdx = sen x. 
Sustituyendo en (A), 
u du u Uv v du 
AR cm. A po 
$ x cos x dx = x sen x — S sen xdx=xsenx +cosx+C. 


EJEMPLO 2. Hallar ES In x dx. 


Solución. Sea u=Ilnx y du=xdx; 
dx x? 
t du = == v= d= X=, 
entonces u - y S x dx z 


Sustituyendo en (A), 


2 
fx inxdx =Inx.E- a 


ye x? 
“SMA 


EJEMPLO 3. Hallar $ xe0z dx. 


1! 
a 
»x 


Solución. Sean us ear y du 


entonces du =e%%t.adx y v 


= 
Y 
sx 


Sustituyendo en (A), 


2 . y2 
S rec dx = eur ES Sea dx 


ll 


a - FS x?car dx, 


Pero integrar x2et dx es menos sencillo que integrar xett dx. Este hecho 
indica que no hemos elegido nuestros factores convenientemente. En lugar de 
eso, sean 


u=x y du =enr dx; 
nr 
entonces du=dx y vu = fea dx = X=, 
a 
Sustituyendo en (A), 
e 15 * pax 
S xeaz de ==. EE — £ dx 
a a 


O a c= E (x-L)+c. 
a a 


a a? 
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En algunos casos es necesario aplicar la fórmula de integración por 
partos más de una vez, como en el ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 4. Hallar $0 car ax. 


Solución. Sean u= xy? y du = er dx; 


entonces du=lxdx y vu 


il 
=, 
E 
9 
x 
1 

| m 


Sustituyendo en (A). 


nz E na 
Prerda=x. LE-$L.2xdx 
a mi 


(1) = HZ Sena do, 
a a 


La integral del segundo miembro puede hallarse aplicando otra vez la fórmu- 
la (A). Deesta manera obtenemos 


Sustituyendo este resultado en (1), se tiene 


fred EEE AS 


a? 


EJEMPLO 5. Demostrar que 
ESE = VB secztegz+ Y ln (secz+tgz) +C. 
Demostración. Hagamos u = sec 2 y dv = secdz dz; 


entonces du=stcztgzdz Y uU=1gZ2- 


Sustituyendo cn (A), 
S sect z dz = secz tBz =$ sec z tg? z dz. 


En la nueva integral, efectuemos la sustitución tg? z = sec? z — 1. Entonces, 
obtenemos 


f serz da = secz tgz— fsecóz dz + 1n (secz + tg2)+C. 


Trasponiendo al primer miembro la integral del segundo miembro y dividiendo 
por 2, tenemos el resultado buscado. 


EJEMPLO b, Demostrar que 


enrt(g sen nx —ncosnx) +e 


en sen nx dx = 
j Es 
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Demostración. Sean  u= eaz 


a y dv = sen nx dx; 
entonces du = aetz dx y p=-—“osnx 
n 


Sustituyendo en la fórmula (A), el resultado es 


(2) S eaz sen mx dx =- LO5Dx y 


L fea cos nx dx. 
n n 


Integremos por partes la nueva integral. 


Sea u= ear y du = cos nx dx; 


entonces du = aetz dx y v 


= Stn nx 


n 
Luego, según (A), 


(3) Sen cos nx dx == 22M NX 


ia Y e0z sen nx dx. 
n n 


Sustituyendo en (2), obtenemos 


ar 2 
(4) S ¿az sen nx dx = = (: sen nx — n cos nx) E SS eaz sen nx dx. 
n n 


Las dos integrales de (4) son idénticas. Trasponiendo la del segundo miem- 
bro, y despejando la integral se obtiene el resultado buscado. 


Entre las aplicaciones más importantes del método de integración 
por partes se encuentra la integración de 


a) diferenciales que contienen productos, 
b) diferenciales que contienen logaritmos, 


e) diferenciales que contienen funciones trigonométricas inversas. 


PROBLEMAS 
Demostrar las siguientes integraciones. 


de fx sen x dx = senx—x cos x +C. 


2. f in x dx = x (In x — 1) +C. 


- 5 Se sen > dx 4 sen 2 x cos +. 


il 


e cos n x sen nx 
4. $ x cos mx dx A 


n? n 


5. S useciuda = utgua +1n cos u 4 C. 
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6. fu sent3 o do = Y v?—Weavsenbu—lacosbu+C, 
» 


> 2 cos n 2 ysenn 2 cos n 
CA put seo ny ay A A 


x 1 
B, frorax= a m3]+c. 

xn+1 
a, fun In x dx = 5 (4 x— +1) +C, 
10. paso sen x dx =xarcsen x+ Y lit 4C. 
AL: farc roxas =xarctex— Y In U+x2)+C. 
12; / are ctg y dy =yarcctgy4 4 In(l + y?) +C. 
18", REID 
14. 


re sec y dy = y are sec y — |n (y+v y—= + 


arc asc - > di=tare esc 5+2 In (+ vna 4)+C, 


E x 
16. Saro rg rar = 3 actgx—>3]+C€, 


17. Garers Vias = (341) arc ta Vi 13 + O. 
18. de dx = —eTr(1+ 1 +10) 4 0 
ed 
19. e9 cos Ó di = 7 (sen 04 cos 0) + C. 
LA o 
20. Ji+1)? 1190 In (x4+ 1) +C. 


3 e 12 
SL Sot are sen da Gare sen + + UTA. 


*la (x +1)dx 
Vx-+l 

ve? dx a qt 

40 Mery Ex 


eta sen 1 — cos 11) 
24. fo cos al di = A +6 


22. =2 VW x+1lIn (+1 —-2]1 +C. 


FC. 
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Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


3 


1 
31. arc sec Y dy. 42. cos _ Xx dx. 


32. 


25. ) x sect dx. 36. j arc tg Vx dx 
x? 
26. 4 xcos?2xdx. 37. fx aro tgx dx. 
ar $» cos x dx. 38. S (e7 +2 x)?* dx. 
28. f arc sen mx dx. 39. fa + x2)? dx. 
x 0 
29. S arc ctg y dx. 40. Jos cos 7 d6. 
1 1 
30. J arc cos dx. 41. ps sen xt dt. 


! 

arc esc nt dt. 43, Ñ 2 cos2 tdt. 
G : 

33; arc sen N A dx. 44. Se 3% cosatdt. 


34, ES arc sen x dx. 45. es ES _— E 
35 xarcsen x dx 20:16 
> e 46. S esci O de. 


137. Observaciones. Lu integración es, en general, una opera- 
ción más difícil que la diferenciación. En efecto, una integral tan 
sencilla en aspecto como 


fu sen x dz 


no se puede calcular; es decir, no hay ninguna función elemental 
euya derivada sea Y x sen x. Para ayudar en el cálculo de integrales 
se han preparado tablas extensas de integrales ya resueltas. Ll Capí- 
tulo XXVII de este libro es una tabla de esta clase. El uso de esa 
tabla se explica más adelante, en el Artículo 176. Aquí basta seña— 
lar que los métodos hasta ahora presentados son adecuados para 
muchos problemas. En capítulos posteriores se desarrollarán otros 
métodos. 
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PROBLEMAS DIVERSOS 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 


resultados por diferenciación. 


3xdx 


5 , V5—-2x*' 


*3xdx 
y $ =2x*" 


"(ax + b)dx 
reses EA 


4. f> cos2x dx. 


*(4x +3) dx 
br "(Ax +3)dx 
CIVERA +8 


7 / dx 
ES 


dx 

SN ES 
y dx 

D. MES +8” 


dx 
10. x—6x +10 


11. (aa es)?2de, 


12. $ ca =2x)*dx. 
dx 

19. pep 

14. $ sen: ux vosax dí. 


15. $ sen ax costuax dx, 


pe 


17] 


ó Sin (1— Vx)dr. 


17. j (2182 4 — ctg 0)% dh. 


"Axidx 
E 


$ fe xidx 
0 EE 
"xido 


18. 


22. 


23. 


24, J el cos 31 dt, 
0 
25, sens Fo, 


> ) 
26, j sent E de, 


Ue —esc? 2 nde 
27 a scglr 


38. arc sen x y 
Tx? 
dx 

nj [Gil 


Sdx 


MAH 


31. fa arc tg + dy. 


32: Sue + sen x)* dx. 


30, 


33. 


34. 


35. 


36. 


CALCULO 


fu —= cos x)? dx 


fa + tg x)*%dx. 


_sengdo 
(U= cos 0)3 — cos) 3 
*(l + sen 10)3dt 
cos t y 


INTEGRAL 
37. Se=tsen 21dt. 
38. Y sen 260c0s3 0 d0. 
39. Sen $ sen4o do. 


40. feos a cos2a du. 


CAPITULO XIII 
CONSTANTE DE INTEGRACION 


138. Determinación de la constante de integración por medio de 
condiciones iniciales. Como se ha indicado en el Artículo 127, la 
constante de integración puede hallarse, en un caso dado, cuando 
conocemos el valor de la integral para aleún valor particular de la 
variable. En realidad, para poder determinar la constante de inte 
gración es necesario tener algunos datos además de la expresión dife- 
rencial que se ha de integrar. Ilustremos esto con un ejemplo, 


EJEMPLO. Hallar una función cuya primera derivada seca 3Jx?=2x+8$, 
y tenga el valor 12 cuando x = 1. 


Solución. (31? —2x +5) dx es la expresión diferencial por integrar. 
Ahora bién, 


Fo lid =x0d—xi0+45x3C, 


siendo C la constante de integración. Por las condiciones de nuestro problema. 
este resultado debe ser igual a 12 cuando x = 1; es decir, que 


12=1-—1+4+5+C, osea, que C=7. 


Por tanto, 1id—1i?+5x+4+7 c35 la función buscada. 


139. Significado geométrico. llustraremos con ejemplos el sienifi- 
cado geométrico de la constante de integración . 


EJEMPLO 1. Determinar la ecuación de la curva cuya tangente en cada 
punto tenga de pendiente 2 a. 


Solución. Puesto que la pendiente de la tangente a una curva en un punto 


cualquiera us de, tenemos, por hipótesis, 
UL 
UY =24 
dx 


O 5ea, dy=?2x dx. 
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Integrando, y=2 So dx, osea, 
(1) y=x*+4+C, 


siendo C la constante de integración. Ahora bien: si damos a C varios valo- 
res, digamos 6, 0, —3, entonces (1) da las 
ecuaciones 


y=x+0 y=x, y=x*?-3, 


cuyos lugares geométricos son parábolas (fi- 
gura 103) con sus ejes en el eje de las y y que 
cortan a este eje a las distancias 6, 0, — 3, 
respectivamente, del origen. 

Todas las parábolas (1) tienen el mismo 


valor de dy; es decir, tienen la misma d:rec- 
Xx 


ción (o pendiente) para el mismo valor de x. 
Se advertirá también que la diferencia de sus 
ordenadas permanece la misma para todos los 
valores de x. Por tanto, todas las parábolas 
pueden obtenerse trasladando una cualquiera 
de ellas a lo largo del eje de las y, puesto que 
en este caso el valor de C no afecta la pendiente 
Fig. 103 de la curva. k , Ae 

Si en este ejemplo imponemos la condición 
adicional de que la curva pase porel punto (Il, 4), entonces las coordenadas de 
ese punto deben satisfacer (1), lo que da4=1+C, o sea, C=3. Luego 
la curva particular que se pide es la parábola y = x2 +3. 


EJEMPLO 2. Hallar la ecuación de una curva tal que en un punto cual- 
quiera de ella la pendiente de la tangente sea igual a la razón de la abscisa a la 
ordenada, cambiada de signo. 


Solución. La condición del problema 
se expresa por la ecuación 


Wo =E 


dx y 


osea, separando las variables, 


ydy == xdx. 
Integrando, 
gy 
8 0d Cc, 
O sea, *Ar*y=2C. 


Esta ecuación representa una familia de circunferencias concéntricas (fig. 104) 
coa el centro en el origen. 
Si se impone la condición de que la curva debe pasar por el punto (3, 4), 


entonces 949 16=2C. Luego la curva particular que se pide es la circunferen- 
cia 1? + y? = 25, 
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PROBLEMAS 


Las siguientes expresiones se han obtenido derivando ciertas funciones. En 


cada caso, 


función. 


10. 


NN HR 0mwNA 


hállese la función para los valores dados de la variable y de la 


q r Valor corres- 
de po pr ies di sine la Solución 
x—3 2 9 18 x2-3x+1. 
3H x—)5x? 6 — 20 304+ 3 x + 2% x2— Y x3, 
ya — by 2 0 14 9*— By" + 2% 4. 
sen 6 +cos Y Y xn 2 sen 9 —coso +1. 
a 1 0 In (Q1=- 12). 
t 2= t 
secoó+ tes 0 5 tg 9 + In seco +5. 
+0 á a EP 
bx3+Fax+4 b 10 
Vi+— 4 0 
t 
ctg 0 — esc? 0 Uan 3 
E al 0 4 


11. 


Hallar la ecuación de la familia de curvas tales que la pendiente de la tangente 
en un punto cualquiera tiene el valor que se indica. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17, 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Sol. 


E 


ww 
> 

1] 
. 


<ln $/- 


» [< 


Rectas, y = mx +C. 
Parábolas, y = 4x?+C. 


Parábolas, 6 y? =x +C. 
Parábolas semicúbicas, Y y? = Y x3 + C. 


Parabolas semicúbicas, Y y? = Y x?+C. 
Parábolas cúbicas, y =x3+C. 


Parábolas cúbicas, Y y? =x +C. 
Hipérbolas equiláteras, y? — 1? =C. 
Hipérbolas equiláteras, xy = C. 
Hipérbolas, b?x? — a?y? = C. 
Eltpses. b9x? | aty* = €. 


Circunferencias, x? HFy4+42x-2y=C 
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En cada uno de los siguientes ejercicios, hallar la ecuación de la curva cuya 
pendiente en un punto cualquiera es la función dada de las coordenadas, y que 
pasa por el punto particular asignado. 


2 A a AE Sol. 2y=x?+1. 
25. 4y; (1, 1). Iny=4x-4. 
26, 2x9. (4 1, In y = x?—09. 
a? 
27. —=xy; (0, 2). y=le 2. 
$. EL: (WADI= (+ 1)34+3 
yl 
29. —h (0, 0). 22 gl 2 br 2 hy 0 
s0. L; (1.1). xInu=x-—l. 
x 
31. ygVx: (40D. 3 Iny=2(xVWx-—8). 
A > 1" Mi 
32. FA ¡EA dx y 15 
s3. L; (1.4). $. LA 
x 2y-3 
34. xvWy; (1,9). $8 2+x. (2,6). 
3+y ; 
35. 2; (3. 0). 
Y 39. A ES (3. 5). 
x-2 
36 Ud: DY 
x+4 40. xcos?y; (4, la). 
41. Sedan dy = (2x +1)dx, y =7 cuando x = 1. Hallar el valor de y 
cuando x = 3. Sol. 17. 


42. Sedan dA=vV2 pxdx, A = ES cuando x = En Hallar el valor de A 


cuando x =2 p. Sol. 5% p?. 


43. Sedan dy = x Y 100— x3dx, y =0 cuando x = 0. Hallar el valor 
de y cuando x = 8. Sol. 75%. 


44. Sedan do =c0s20d0, 0 =6 cuando Y = Y x. Hallar el valor de o 
cuando 0 = 3% 1. 


45. Se dands=:1W 41 +1dt, s=0 cuando : =0. Hallar el valor de s 
cuando £ =2, 


46. En cada punto de cierta curva es y” = x. Hallar la ecuación de la curva 
sabiendo que pasa por el punto (3, 0) y tiene en ese punto la pendiente Y. 
Sol. 6y =x*?—6x-—09, 
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47. En cada punto de cierta curva us y” = == Hallar la ecuación de la 
Xx 


curva sabiendo que pasa por el punto (1, 0) y es tangente en ese punto a la 
recta Ox + y =Ó06. Sol. xy + 6x=0. 


3 
48. Encada punto de cierta curva es y” = TAE Hallar la ecuación 


de la curva sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y tiene una inclinación d: 45* 
en ese punto. 


49, En cada punto de cierta curva es y” = 1 La curva pasa por el pun- 
x 
to (1, 0) con inclinación de 135%, Hallar su ecuación. 


50, Hallar la ecuación de la curva cuya subnormal es constante e igual a 2 a. 


Sol. y =%4ax+6C, una parábola, 
SUGESTION. Según (4) del Artículo 43, la sabnormal esigual a y dy 


51. Hallar la curva cuya subtangente es constante e iguala q (vease (3) 
del Articulo 43), Sol. alny=x+€C. 


52. Hallar la curva cuya subnormal es igual a la abscisa del punto de con- 
tacto. Sol. y—-1x2=2C. una hiperbola equilátera. 


59. Hallar la curva cuya normal es constanie (=R), suponiendo que 
y = kK cuando x =1[). Sol. 128 y? = R?, 


un circulo. 


SUGESTION. Según el Articulo 43, la longitud de la normal es igual a 


Un! HE). osea, dí == (Ri — y?) y dy. 


54. Hallar las ecuaciones de las curvas en las que la longitud de la subnor- 
mal es proporcional al cuadrado de la ordenada. Sol. y = Cube, 


55. Hallar la ecuación de lá curva en la que el angulo que forman e] radio 
vector y la tangente es la mitad del ángulo polar. Sol. u=«(l— cos 0). 


56, Hallar las ecuaciones de las curvas en las que el ángulo que forman el 
radio yector y la tangente en un punto cualquiera es n veces el ángulo polar. 


Sol. 01 =«< sen ni. 


140. Significado físico de la constante de integración. Los si- 
guientes ejemplos ilustrarán lo que se entiende por significado físico de 
la constante de integración . 


EJEMPLO 1, Hallar las leyes que rigen el mosimiento de un punto que se 
mueve en linea recta con aceleración constante. 
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Solución. Puesto que la aceleración [-2 según (A) del Artículo 5] 
1 E 


es constante, digamos f, tenemos 


de 
di y 
O sta, dv=!t dt. Integrando. 
(1) v=f1+4+C. 


Para determinar C, supongamos que la velocidad inicial sea vo; es decir, 
sea y = yg cuando 1 =0. 
Esos valores, sustituidos en (1), dan 


ú=DEC, Condiciones iniciales 
O sea, (== 1 : y A 
Luego (1) se convierte en 
(2) v=ft +00. 0 2D 30: .] 


Puesto que o=E ((C) del Art. $1), obtenemos de (2) 
pa 


ds - ft +0 
di 
O sta, ds =ftdt + vodt. Integrando, 


(3) s=YN f?+ovr+C. 


Para determinar C. supongamos que la distancia ¿nicial sea so, es decir, 


sea s = sy cuando / =0, 
Esos valores, sustituidos en (3), dan 


so =0+0+C, osea, C = su» 
Luego (3) se convierte en 
(4) s= Y fi? + vt +s$o- 
Sustituyendo en (2) y (4) los valores f =g, vo=0. so=0. s=h, ob- 
tenemos las leyes del movimiento de un cuerpo que cae en el vacío partiendo del 


reposo, a saber, 
v=gt y h=1 


ms 


gt? 


Eliminando £ entre estas ecuaciones, tenemos v = Y 2 gh. 


EJEMPLO 2. Estudiar el movimiento de un proyectil que tiene una veloci- 
dad inicial vo, siendo « el angulo de tiro y despreciando la resistencia del aire. 


Solución. Tomemos el plano XOY como el plano del movimiento, OX 
como horizontal y OY como vertical; y supongamos que el proyectil parte 
del origen. 


CONSTANTE DE INTEGRACION 283 


Supongamos que sólo la fuerza de la gravedad influye en el proyectil. En 
este caso la aceleración será cero en el sentido horizontal y — y en el sentido 
vertical. Luego, según (F) del Artículo Y, 


Integrando, 


Fig. 105 


Pero  v4 cos a = componente horizontal de la velocidad inicial, 


y Up Sen (Y = componente vertical de la velocidad inicial. 
Luego, Cr=uvpcos a y Ca = vg sen, loque da 
(5) Vr = Up COS U y Uy = — QU + Lo sen (. 
, dx OA : 
Pero, según (€) y (D) del Art. 83, vs = dE y Uy = Te por tanto (5) da 
k 
ÁX = vo cost y A 
dt di 
O sea, dx = vgcos «de y dy = — yt de + vysen 4 dt. 


Integrando, obtenemos 
(6) x =vpcosa.1+Cy y y =—>dqtl?+wvsne-:+€4. 


Para determinar C3 y Ca, observamos que cuando ¿1 =0, x= y y =0U. 
Sustituyendo esos valores en (6), tenemos C3=0 y C;¿=0. Luego, 


(7) x=Up9CO0sU.t, y 
(8) y == VU gt? + vu senu- 1. 


Eliminando £ entre (7) y (8), obtenemos 


2 
9 O o, 
(9) LATA 2 va? cos? au 


Esta ecuación, que representa una parábola, es la ecuación de la iruyectoria 
del proyectil. 


PROBLEMAS 


En los siguientes problemas se da la relación entre v y to Hallar la relación 
entre s yt, si s =2 cuando / = |. 


0 EN, Sal ¿== W ERA = 1) 1 
E a Yi] 3. ot, 


284 CALCULO INTEGRAL 


En los siguientes problemas se da la expresión para la aceleración. Hallar la 
relación entre v y t, si v=2 cuando t = 3. 


4. £=t, Sol. v=4t-HMRB—l. 


5. Wi+3. de Lom 


En los siguientes problemas se da la expresión para la aceleración. Hallar la 
relación entres y t si s =0, v=20 cuando t =0. 


7. —32. Sol. s=20t— 16 +2. 


3. 4 ib 9, —:16 2052 f, 


10. ¿Con qué velocidad dará una piedra en el suelo si se deja caer desde lo 
alto de un edificio de 40 metros de altura? (g =9,8.) 
Sol. 28m por segundo. 


11. ¿Con qué velocidad dará la piedra del problema 10 en el suelo si se ha 
arrojado hacia abajo con velocidad de 5 m por segundo? ¿y si se ha arrojado 
hacia arriba con velocidad de 5 m por segundo? Sol. 28,44 m por segundo. 


12. Una piedra se dejó caer desde un globo que ascendía a la velocidad de 
5 metros por segundo. La piedra llegó al suelo en S segundos. ¿Qué altura tenía 
el globo cuando la piedra se dejó caer? Sol. 273,6 m. 


13. Enel problema 12, si el globo hubiese estado bajando a la velocidad de 
5 m porsegundo, ¿cuánto tiempo hubiera tardado la piedra en llegar al suelo? 
Sol. 7 segundos. 


14. Un tren parte de una estación de ferrocarril. Si su aceleración es de 
0,15 +.0,006 t m por segundo por segundo, ¿qué distancia recorrerá en 20 se- 
gundos? Sol. 38 metros. 


15. Un cuerpo que se desliza hacia abajo sobre cierto plano inclinado está 
sujeto a una aceleración de 1,2 m por segundo por segundo. Si se pone en movi- 
miento hacia arriba en el plano con velocidad de 1,8 m por segundo, a) ¿a qué 
distancia llegará en t segundos? b) ¿a qué distancia llegará antes de deslizarse 
hacia atrás? Sol. 1,35 metros. 


16. Siel plano inclinado del problema 15 tiene 6 m de largo, y el cuerpo se 
pone en movimiento desde lo más bajo, ¿cuál debe ser la velocidad inicial para 
que el cuerpo llegue justamente hasta lo más alto? 


Sol. 1,2 Y 10 m por segundo. 


17. Una pelota se lanza del suelo hacia arriba. En un segundo llega hasta 
una altura de 25 m. ¿Cuál será la máxima altura alcanzada? 


18. Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia 
de 147 m. La velocidad inicial es 49 m por segundo. 


a) Siga = 459. hallar la altura del impacto del proyectil en la pared. 
Sol. 58.8: m. 
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b) Hallar a. de manera que el impacto del proyectil esté en la base de la 
pared. Sol. 18% ó 72?. 


c) Hallar u de manera que el proyectil dé en la pared a la altura de 24,5 m. 
Sol. 29% 6 70%. 


d) Hallar U para la máxima altura del impacto en la pared, y calcular esa 
altura. Sol. 59%; 78,4 m. 


19. Un cuerpo se mueve con velocidad variable v; su aceleración es —Rku?, 
siendo k constante. Si voy es la velocidad cuando += 0, demostrar que 


20. Dentro de ciertas limitaciones de velocidad, la resistencia del aire en un 
automóvil es proporcional a la velocidad. Por tanto, si F es la fuerza neta 


generada por el motor, tenemos M E = F — kv. Expresar la velocidad en 


función de t, sabiéndose que v = 0 cuando + = 0. 
Sol. v=2 (1—-e M). 
PROBLEMAS ADICIONALES 


1. En un cuarto a la temperatura de 20? se observa que un líquido tiene una 
temperatura de 70%; después de 5 minutos, de 60%. Suponiendo que la rapidez 
de enfriamiento sea proporcional a la diferencia de las temperaturas del liquido 
y del cuarto, hallar la temperatura del liquido 30 minutos después de la primera 
observación. Sol. 33,15, 


2. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (a, 0) y cuya sub- 
tangente en coordenadas polares es n veces la longitud del radio vector corres- 
pondiente. 0 

Sol. 0=ae". 


3. Hallar la ecuación de la curva que pasa porel punto (a, 0) y cuya sub- 
normal polar es n veces la longitud del radio vector correspondiente. 
Sol. 9 = aer?, 


4. Una partícula se mueve en el plano xy de manera que las componentes 
de la velocidad paralelas al eje de las x y al eje de las y son, respectivamente, 
Ry y Rx. Demostrar que la trayectoria es una hipérbola equilátera. 


5. Un cuerpo que se lanza desde lo alto de una torre bajo un ángulo de 45” 
arriba del plano horizontal, cae al suelo en 5 segundos, en un punto cuya dis- 
tancia horizontal del pie de la torre es igual a la altura de ésta. Hallar la altura 
de la torre (g = 9.8). Sol. 61,25 m. 


6. Un móvil parte del origen de coordenadas, y después de + segundos la 
componente x de su velocidad es 1? — 4 y la componente y es 4 £. 


a) Hallar la posición del móvil después de + segundos. 
Sol. x=Mt8P-41t, y=2H8?. 
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b) Hallar la distancia recorrida en la trayectoria. Sol. s=YUtH+4t 

c) Hallar la ecuación de la trayectoria. Sol. 72x?= y? — 48 y? + 576 y. 

7. Obtener la ecuación de una curva en la que la longitud de la tangente 
(Art. 43) sea constante (=cC). 


SUGESTION. Elegir el signo menos en el problema 2 (4) de la pagina 104 y 
suponer que y = c cuando x = Íl). 


sa 
Sol. O O 


y 


8. Para cierta curva es a? ds = 00 d0 (Art. 96); la curva pasa por el pun- 
to (a, 0). Obtener su ecuación. Sol. 0? = a? sec? h. 


CAPITULO XIV 


INTEGRAL DEFINIDA 


141. Diferencial del área bajo una curva. Consideremos la función 
continua € (2), y sea 


y=+(x) 


la, ecuación de la curva AB. Sea CD (fig. 106) una ordenada fija, 
MP una ordenada variable, y u la medida del área CMPD. Cuan- 
do x toma un incremento pequeño Áz, u toma un incremento An 
(= área MNQP). Completando los rec- 
tángulos MNRP y MNQS, vemos que 


Area MN RP<área MNQP<área MNQS, 
osea, MP+Arx< Au< NQ-Ax; 


y, dividiendo por Az, 


Au 
3 == * 
MP< AS < NQ. 

Ahora bien, hágase tender Az hacia cero; entonces, puesto que 
MP queda fija y NQ tiende hacia MP como límite (puesto que y es 
una función continua de x), obtenemos 


d 

da = 1 (= MP), 
o sea, empleando diferenciales, 

du = y dz. 


En la figura, MP es menor que NO; si MP es mayor que NQ. no se 
necesita más que invertir los signos de desigualdad. 
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Teorema. La diferencial del área limitada por una curva cualquiera, 
el eje de las x, una ordenada fija y una ordenada variable es igual al 
producto de la ordenada variable por la diferencial de la abscisa corres- 
pondiente. 


142. La integral definida. lel teorema del Artículo 141 se sigue 
que si la curva 4/ es el lugar geométrico de y = $(x), entonces 
du=ydx, 4scu, 


(1) du = $ (2) de, 


siendo du la diferencial del área entre la curva, el eje de las x y dos 
ordenadas. Integrando, obtenemos 
u= fo (2)dx. 


Si designamos 


0% $ (x)de por J(2) +0, 


resulta 
(2) u=J(1)+C. 


Para determinar (C, observamos que 
n= 0U cuando =a. Sustituyendo estos valores en (2) obtenemos 
U=Jf(a0)4 (, 

de donde, C=-—/f(a). 


Fig. 107 


Lucgo (2) se convierte en 
8) u= (2) —J (a). 


El área CEFD que se pide es el valor de u en (3) cuando x= b, 
Lnego tenemos 


(4) Area CEFD = f(b) — f (a). 
Teorema. La diferencia de los enlores de S y dx para x=a y 


x = bh da el rirea limitada por la curva cuya ordenada es y, el eje de las 
x y las ordenadas que corresponden a x= ua y x= b. 


Esta diferencia se representa por el símbolo * 


h bh 
(4) fvazo $ H(2)dx, 


Esta notación se del 4 Joseph Fourier 11705-13530). 
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que se lee **la integral desde a hasta b de y dx**. La operación se 
llama ¿ntegración entre límites; a es el límite inferior, b el límite 
superior, * 

Puesto que (4) tiene siempre un valor definido, o puesto que los 
limites a y b definen un valor determinado, se llama ¿integral defi- 
niída. Yin efecto, si 


Sacate =f(+C, 


entonces 


IS [co pol =I10+CI= 1040), 


O sea, o scaar=30)-S(0, 


desapareciendo la constante de integración . 
Por consiguiente, podemos definir el símbolo 


b h 
S H(xjdx o y y de 


como la medida numérica del área limitada por la curva y = $(x), ** 
el eje de las x y las ordenadas de la curva en x=u y x=b. Esta defi- 
nición presupone que esas líneas limiten un úrea; es decir que la curva no 
tome valores infinitos y no alraviese el eje de las x, y que a y b sean 
ambos finitos. 


143. Cálculo de una integral definida. El procedimiento puede 
resumirse como sigue : 


Primer Paso. Integrar la expresión diferencial dada . 


Seguxbo Paso. Reemplazar la variable en esta integral indefinida 
en primer lugar por el limite superior, después por el inferior, y restar el 
segundo resultado del primero. 


No es necesario tener en cuenta la constante de integración, puesto 
que siempre desaparece en la sustracción . 


- 


La palabra '*limite'” usada en este caso no representa más que el valor de 
la varjabTe en un extremo de su intervalo de variación (valor extremo), y no 
debe confundirse con el significado de la misma palabra en la teoria de los limi- 
tes. Algunos autores, para evitar confusiones. prefieren emplear las palabras 


**extremo inferior” y ““extremo superior ”, 
** bix) es continua y uniforme en todo el intervalo [a. b]. 
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EJEMPLO 1. Hallar ps dx. 
JH 


Solución. ls dx = [5 
1 


E 


EJEMPLO 2. Hallar / 7 sen x dx. 


. 


Solución. Si sen xdx= [> cos x |? = [-e 1] - [-1] =2, 


EJEMPLO 3. Demostrar que e UA 
o a4+x? da 


Solución. Sá - E arc tg 2) o tg l SL ás tg0= A, 
d+ y? a a lo a a 4a 
EJEMPLO 4. Demostrar que / 9 _de a Lie 0,134. 
MT 9 12 


Solución. Comparando con (19) o (19 a) del Articulo 128, 


v=2x 0=3, du =2 dx, 


Para decidir si se debe emplear (19) o (19 a), consideremos los limites. Los 
valores de x aumentan desde — 1 hasta (). 

Por tanto. v (=2x) aumenta desde — 2 hasta 0. 

Luego v?< 4, Pero a? =%. Por consiguiente, uv? < a?, y tenemos que em- 
plear (194), Asi, 


o dE a A 3+2x]0 > 
(1) y Jas 4x2-09 dl 1 0-4 y? [tn a POr A) 


Determinando los valores en (1), obtenemos la solución. El resultado es nega- 
tivo porque la curva y las ordenadas que limitan el área están debajo del eje 
de las x. 


144. Cambio de limites correspondiente a un cambio de la variable. 
Cuando se integra por sustitución de una variable, a veces es algo 
engorroso retransformar el resultado en función de la variable primi- 
tiva. Sin embargo, cuando integramos entre límites podemos evitar 
el procedimiento de reponer la variable primitiva, cambiando los 
límites de mancra de hacerlos corresponder a la nueva variable, 
lHustraremos este procedimiento con un ejemplo. 


E 16 vu 
EJemMPLO. Calcular $ ESERA 
10 


LI +4-.x% 
Solución. Supóngase que x = z*, 


Entonces dx=4z*%dz, x%=2?, x4 =>. Además, para cambiar los li- 


mites observamos que cuando 
x=0. 2=0,. 


! 
7 


y cuando x=l, z=-= 
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Por tanto, 


"16 x4 dx 22423 dz: 
— = =4 | dz 
S, IF xé S, TT SE tz mal 
”2 "3 2 dz 
=4 2? dz-—4 d S 
S,> . A q L 1+2? 


= [$ —4 z+4arc 182 |: 
3 0 


=F+Htarctg2. 


La relación entre la variable primitiva y la nueva debe ser tal que para cada 
valor de la una, dentro de los límites de la integración, haya siempre un valor 
finito de la otra y sólo uno. Cuando la una se da como una función multiforme 
de la otra, debe tenerse cuidado de elegir los valores que convienen. 


PROBLEMAS 


b 
1. Demostrar que S f(x)dx == Are (0) dx. 
a b 
Verificar las siguientes integraciones: 


2. Ña (ax — 5) dx = E, E 
0 4 AE = 5,0094. 
x+l 


e dx 
3. dx 1, 
$; p 10. dí 0,3167. 


e 


Als 


5d Y cos p dq = 1. 


12. Fun cos 0 dé = 


6. Ke dx 3103. 
o x+l 3 = 
e. AR rr 13. y sen? x cosóx dx = a 
ya —TR———= .t. o > 
dl Vit=x2 2 s 
“u A Z a? 7 EE “4 
8 | (Vu Va) dx = E: 14, $; sect de = 3. 
Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales definidas; 
15 4 dx y eee LA d 
á yA v9-2x MI—=4y? 


.3 pillao 
16. S E. 18. A Va= dr. 
vo Vr+1 0 
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5 dx ” 0 0 
19. YA 22. YN sen? — cos — d6. 
S, vV2x—=1 0 2 2 
20. IN xe-? dx. es: fZ2x, 
0 =x+2 
21. Le cos? 0 de. 24. J e dx 
0 o x+1 


145. Cálculo de áreas. En el Artículo 142 se demostró que el área 
entre una curva, el eje de las x y las ordenadas T =a y 2=b, viene 
dada por la fórmula 


0 
(3) Area = Ñ y dx, 
o 
sustituyéndose el valor de y en términos de x obtenido de la ecuación 


de la curva dada. 


EJEMPLO l. Hallar el área limitada por la parábola y = x?, el eje de las x 
y las ordenadas x =2 y x =4 (fig. 108). 


Solución. Sustituyendo en la fórmula, resulta 


Area ABDC =f, xdx= [5]; 
2 2 


3 


Fig. 108 Fig. 109 


EJEMPLO 2, Hallar el área limitada porel circulo x? + y? = 25, el eje de 
las x y las ordenadas x = — 3, x =34 (fig. 109). 


Solución. Despejando y, tendremos: y = V25=x2. Por tanto, 


4 e x E x |! 
Area =/ ¿13 =x* dx = [5v3 =xi+>s aresen= |_, por (22) 


= 64% aresen > +0 q aresen(— 2) = 31,6, 
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La solución debe compararse con el área del semicírculo. que es 


+ (251) = 39,3. 


EJEMPLO 3. Area bajo una parábola de eje paralelo al eje de las y. En la 
figura 110, el punto P”, del arco parabólico PP" está elegido de manera que 
AO = OB. Las ordenadas de P, P', P” son respectivamente y, y', y”. De- 
mostrar que el área entre la parábola, el eje de las x y las ordenadas de P y P” 


es igual a MN h(y+4y'+ y”) si 2h es la distancia entre las ordenadas de 
PyEre 


Solución. Tomemos para eje de las y la ordenada de P' como en la figura. 
Entonces, AB =2 h. La ecuación de una parábola de eje paralelo al eje de las y 
es, según (7) del Artículo3, (x—h)*?=2p(y=—Rk). Si de esta ecuación 
despejamos el valor de y, se obtiene una ecuación de la forma 


(D) y=ax?+2bx+<c. 


Y 


Fig. 110 


El área APP"B (= u) que se pide es, según (B) 


(2) u= f (ax? +2bx + 0) dx = Aah?+2ch. 


«2—h 


Según (1), six=—h, y =AP =ah?-—2bh+c; 
six =0, y =0P'=cC; 
h, y" = BP"= ah? +2 bh+c. 


Por tanto, 4h[y+4y'+y") =%ah3+2ch=u, c. s. q. d. 


six 


146. Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva se dan 
en forma paramétrica. * Sean las ecuaciones de la curva en la forma 
paramétrica 


2=f(0), y=+(). 


El lector puede ver en tratados de Cálculo más avanzados, la demostra- 
ción rigurosa de esta sustitución. 


* 
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Entonces tenemos y = $(t) y dr = f'(t)dt. Por tanto, 


(1) arco= | yde | OSO, 
a fi 


en donde t=t cuandoz=a y t¿=l2 cuando x= b. 


EJEMPLO. 


Hallar el área de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas (Ar- 
tículo 81) son 


x=acosp, y=b sen. 


Solución. Aquí 
y = b sen q, 
y dx = —a sen $ do. 
Cuando x=0, ¿=%Xx; 
y cuando x=a =0. 


Sustituyendo estos valores en (1), obte- 
nemos 


Area u 
A ai d 
4 S, pis 


0 mab 
. Qe b 2 = y 
Fig. 111 = So. sen? p dp = a 


Luego el área total es igual a xab. 


PROBLEMAS 


1. Calcular por integración el área del triángulo limitado por la recta 
y=2x, el eje de las x y la ordenada x =4. Verificar el resultado, obteniendo 
el área como la mitad del producto de la base por la altura. 


2. Hallar por integración el área del trapecio limitado por la recta 
x+y=10, el eje de las x y las ordenadas x=1 y x=8. Verificar el 
resultado, obteniendo el área como la semisuma de las bases por la altura. 


Hallar el área de la superficie limitada por la curva dada, el eje de las x y las 
ordenadas dadas. 


3. y=x3 x=(, x=4. Sol. 04. 

4. y=9-x*% x=0, x=3. 18. 

5. y=x4+3x2+2x; x=-3 x=3. 54. 

6 y=azxi+x+4l: x=2 x=. 9%. 

T. xy=kRk*% x=4a x=b (tn (2) 
8 y=25+2, c=lx=4 15%. 


15. 
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y ——; £=0, 


Vx+F4 


ay =xW a —=x2; x=0. «e =a. 


x=. 


y +ix=0 x=-l, x=0. 
y =4x+1l; x=-—2 x=0, 
y=xP4+4x;: x=-4 1=-2. 


y=4x=x*% x=l, x=. 


Il 
o 
e 

8 
vo 
e 
o 
t» 


y =9=x; x 


Sol. 


Ya?. 


Hallar el área de la superficie limitada por la curva dada. el eje de las y 
y las rectas dadas. 


17. 
18. 


y=4x: y=0, y=4 
pri=R25 y =D. 153 
x=9%y-=y*% y=0. y =3. 21. y 


y=4 22. ay? 


Sol. 
42 
y=a 


54. 
4%. 


Bosquejar cada una de las siguientes curvas y hallar el área de una arcada. 


28. 


29. 


30. 


y =1 cos x. 


y =2 sen Y, ax. 
y =c0s2 x. 


y =sen Y x. 


Sol. 


Hallar el área limitada por los ejes coordenados y la parábola 


VitvVy=vV a. 


alo + 


>. 


Demostrar que el area de un segmento cualquiera de parábola obtenido 
cortando la curva por una cuerda perpendicular al eje, es dos tercios del recrán- 
gulo circunscrito. 


P y Q son dos puntos cualesquiera de la misma rama de una hipérbola 
equilarera xy = k. Demostrar que el area de la superficie limitada por el arco 
PQ. las ordenadas de P y Q y el eje de las x, es igual al area limitada por PO. 
las abscisas de P y Q y el eje de las y. 


Hallar el área de la superficie limitada por la catenaria 


Ss Za 
A EE 2), 


el eje de las x y las rectas x=a y x= —a. 


Sol. a (e - 2). 
e 
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31. Hallar el área de la superficie comprendida entre las dos parábolas 
y? =2 px y x?=2 py. 
4 
Sol. =p? 
3 p 
32. Hallar el área de la superficie comprendida entre las dos parábolas 
y? =ax y x? = by. 
1 
Sol. —ab. 
3 
33. Hallar el área de la superfície encerrada por el lazo de la curva cuya 


ecuación es 4 y? = x?*(4— x), 


341. 


x?(x2— 1) y por la recta x = 2. 


Hallar el área de la superficie 


35. Hallar el area de la superficie 
ecuación es y? = x?*(9— x). 


36. Hallar el área de la superficie 
ye =— 3% y la recta x= 2 


37. Hailar el área de la superficie 
ecuación es y? = x(x —2)?. 


38. Hallar el área de la superficie 
ecuación es 4 y? = xt(4— x). 


39. Hallar el área de la superficie 
y la recta x=2 a. 


40. 
y la recta x 


O. 


Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola x* — 4 y? 


limitada por la curva cuya ecuación es 


S.. 1243, 


encerrada por el lazo de la curva cuya 


limitada por la curva cuya ecuación es 


32 


Sol. E" 


encerrada por el lazo de la curva cuya 


E A 
A E 
ol. 7 V 


encerrada por el lazo de la curva cuya 


limitada por la hipérbola x?* — y? = a? 


Sel: al2/3—1a (+43) 1. 


4 


41. Hallar el área de la superficie limitada por una arcada de la cicloide 
x=a(0-—sen), y =a(l — cos 6) y el eje de las x. Sol. 3 142. 
42. Hallar el área de la cardioide 
x=a( cost —cos2t), 
y =a( sen: —sen?2 1). 
Sol. 0 xa?, 
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43. El lugar geométrico representado en la figura 112 se llama *'la compa- 
nera de la cicloido''. Sus ecuaciones son 


x=a4a%, y =all —cos 0). 


Fig. 112 
Hallar el área de una arcada. Sol. 2:xa”. 


44, Hallarel área de la hipocicloide x =a cost 0, y =a sen” (, siendo 0 
el parámetro. 


2 
E w 3 , 7 e . 
Sol. 3 As es decir, $ del área del circulo circunscrito. 


€ 


147. Representación geométrica de una integral. ln lo anterior 
la integral definida ha aparecido como área. lsto no significa necesa 
riamente que toda integral definida sea un área, porque la interpreta— 
ción física del resultado depende de la naturaleza de las magnitudes 
que representen la abscisa y la ordenada. Así, si x y y se consideran 
como coordenadas de un punto fijo, entonces la integral en (3) del 
Artículo 145 es realmente un área. Pero supóngase que la ordenada 
represente la velocidad de un punto móvil, y que la abscisa correspon- 
diente represente el tiempo cuando el punto tiene esa velocidad ; 
entonces la gráfica es la curva de la velocidad del movimiento, y el 
área bajo ella entre dos ordenadas representa la distancia recorrida en 
el intervalo de tiempo correspondiente. Es decir, el número que 
representa el área es igual al número que representa la distancia (o el 
valor de la integral). Asimismo una integral definida que significa 
volumen, superficie, masa, fuerza, ete. , puede ser representada 
geométricamente por un área. 


148. Integración aproximada. Fórmula de los trapecios, Ahora 
demostraremos dos reglas para determinar aprorimadamente el valor de 


(1) Ss (2) dz. 


Estas reglas son útiles cuando la integración en (1) es difícil o no se 
puede efectuar en términos de funciones elementales, 
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11 valor numérico exacto de (1) es la medida del área de la super- 
ficie limitada por la curva 


(2) y=f(m, 


el eje de las x y las ordenadas 2=a, ==b, El valor de esa área 
puede determinarse, apro- 
ximadamente, sumando 
trapecios, como sigue : 

Divídase el segmento 
b—a de OX (fig. 113) 
en n partes iguales; sea 
Az la longitud de una par— 
te. Sean las abscisas suce— 
sivas de los puntos de 
división 


xo (= a), Lily Via ...-. 


Fig. 113 


Levántense en estos puntos las ordenadas correspondientes de la 
curva (2). Scan éstas 


y=J(20), Y =f(), y=/S(22), ..., Yn=JS(2n). 


Unanse las extremidades de las ordenadas consecutivas por líneas 
rectas (cuerdas); de esta manera se formarán trapecios. Entonces, 
como que el área de un trapecio es igual a la semisuma de las bases por 
la altura, oblenemos 


Yly + y)Az 
(y + y.)Ar 


área del primer trapecio, 


Il 


área del segundo trapecio , 


Y% (Yi-1 + YnJAr = área del enésimo trapecio. 
Sumando , obtenemos la fórmula de los trapecios, 
1 1 
(T) Area = 7 Yp+ N+g+...+Yn dea Yn | Ax. 
Es evidente que cuanto mayor sea el número de intervalos (es 


decir, cuanto más pequeño sea Ax), tanto más se acercará la suma 
de las áreas de los trapecios al área bajo la curva. 
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12 z E 
EJEMPLO l. Calcular / x? dx por la fórmula de los trapecios. dividien- 


«21 


do de x=1 ax = 12 en once intervalos. 


Solución. Aquí Ax = Al GN Bo - l. El área de que se trata está 
n 


Sustituyendo en esta ecuación las abscisas 
PO E PCIA VA. 
obtenemos las ordenadas y=1,4,9, ..., 144. Luego, según (T)., 
Area= (M+4+9+4+16+25 + 
+ 30 + 49 +64 + 8l + 
+100+121 +) 144) .1 
=57Y. 


2 


bajo la curva y = x?. 


Por integración, 


MS dee mm E =575%, 
1 3 1 


Luego, en este ejemplo el error de la 
fórmula de los trapecios es menor 
que una parte entre trescientos. 


EJEMPLO 2. Hallar el valor 
aproximado de 


1= VIE as 


según (T). tomando n = 4. 


Solución. Sea y = V 4 + x3. 


En este caso, Áx = 0,5. 


Y y 
Hágase una tabla de 0% e = e 
valores de x y ycomo 1 2;236.= ya 
la que se muestra. 1,5 2,716 =y3 Fig. 114 
Aplicando (T), 2 3,464 = ya E: 


1 = (1,000 + 2,031 + 2,236 + 2,716 + 1,732) X 0,5 = 4,858. 


Si tomamos n = 10, obtenemos / = 4,826, mejor aproximación. 


PROBLEMAS 


Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales por la fórmula 
de los trapecios, empleando los valores indicados de n. Verificar los resultados 
efectuando las integraciones. 


Mdx 8 A 
1. ca =7. = 308 3 » 
A OS 3. $; Vó=x2 dx: n=8. 


5 q 3 A 
2. Í: xV 3 =x*dx: n=10. ES dx; n=06. 
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Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales por la fórmula 
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Je los trapecios, empleando los valores indicados de n. 


4 
ef 
0 


dx 


VA+x3 


n=4, 


6. SV TFR as n=4, 


10 TA 
T Y Y 1235 —x? dr: 


n=). 


5 — 
$ VUiTo6=xXBdx: n=4. 


8 
la 
2 Vitx? 


3 A 
10. $, VIFA As n=. 


xdx 


6. Sol. 9,47. 


2 A 
1. ), 2 VW TI6=x%t dx: n=4. 


34,78. 


6 oi 
12. $; Vxi+3xdx; n=5. 


%  xdx 

13. == 1 0: 
1 WIO0+ xs 
4 Sie 

24 xdx E 


a TOERE 


149. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). En vez de unir 
las extremidades de las ordenadas sucesivas por cuerdas y formar tra- 
pecios, podemos obtener una mayor aproximación del área uniéndolas 
por arcos de parábolas y sumando las áreas bajo esos arcos. Una 


parábola con eje vertical 
puede hacerse pasar por 
tres puntos cualesquiera de 
una curva, y una serie 
de tales arcos se ajustará 
más estrechamente a la 
curva que la línea quebra— 
da formada por las cuer— 
das. La ecuación de tal 
parábola es de la forma (1) 
dada en el ejemplo 3 del 
Artículo 145, y los valores 
de las constantes a, b y c 
pueden determinarse de 


manera que esta parábola pase por tres puntos dados. Pero esto no 
es necesario en la presente investigación . 

Dividamos el intervalo desde =a = OMo hasta =b=0M, en 
un número par (= nm) de partes, cada una igual a Ax. Por cada 
serie de tres puntos sucesivos Pu, Pi, P2; Pa, P3, Pa; ete., se 
trazan arcos de parábolas con ejes verticales. Las ordenadas de esos 
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puntos son Yu, Y1, Y2, -+-, Yn, como se indica en la figura Así, se 
reemplaza el área MwPoP» ... PM, por una serie de ** tiras purabó- 
licas dobles'? como MP ¿P1P2M2, cuya extremidad superior es er 
cada caso un arco parabólico (1) del ejemplo 3 del Artículo 145. 
El área de cada una de esas tiras se obtiene empleando la fórmula 


u=4h(y+4y +") 
de ese ejemplo . 


Para la primera, h=Azt, y=Y., Y =N, Y "=%y. Luego 
área de la primera tira MoP+P1P:M+ = Y (Ya +4 y + Yy2)- 
Análogamente , 


segunda tira = 2 +dgy +), 


tercera tira = $ (ma +4y+y), 


Az 


última tira = on Y=2 +4 Y1-1+Un)- 


Sumando , obtenemos la fórmula de Simpson (siendo n par), 
Áx 
(s) Area == +1n+2yYy9+49+294+ .--+Yu). 
Como en el caso de la fórmula de los trapecios, cuanto mayor se: 
el número de partes en que se divide MoM,, tanto más se acercará e 


resultado al área bajo la curva, 


) < , . 
EJEMPLO l. Calcular Í xd de por la fórmula de Simpson, tomandi 
.lU 


diez intervalos. 


Solución, Aquí Ax = == a Il. El área en cuestión es bajo 1. 
curva y =x9. Sustiruyendo las abscisas x = 0. 1, 2, ..., JU en y = x%, ob 
tenemos las ordenadas y =0, 1, 8, 27, ..., 1000. Luego, según ($), 


Arca = Y (0+4 +16 + 108 + 123 + 500 + 432 
+ 1372 + 1024 + 2916 + 1000) = 2500. 


z *2 14 4710 : 
Por integración, $ x3dx = [E] = 2500, de manera que en este ejem 
0 ¿ 


ñ 
plo la [órmula de Simpson da un resultado exacto. 
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EJEMPLO 2. Hallar el valor aproximado de 


1= [ VIFD As 


según (S). tomando n= 4. 


Solución. La tabla de valores se da en el cjemplo ilustrativo 2 del Ar- 
ticulo 148. Por tanto, 


0,5 
1 = (2,000 4- 8,124 + 4,472 + 10,504 + 3,404) X 3 =+4.821. 
Compiárese el resultado dado por (T ) cuando n = 10; asaber, 4,820, 

En este caso la fórmula ($) da mejor aproximación que (T ) cuando n = 4. 


PROBLEMAS 


Calcular, por la fórmula de Simpson, los valores aproximados de las 
siguientes integrales, empleando los valores de n indicados. Verificar los resul- 
tados etectuando las integraciones. 


ñ Lo po 
1 f e a sk Vo—=xidx; n=6. 


*4 + 5 
2, Í, xVli=xidxs n=3. af, VIÓ+x*dxi n=b. 


Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales según la fórmula 
de Simpson, empleando los valores de n indicados. 


4 
5. $ E n= 4, Sal. 1,236. 
ns VA FRI? 


"a 

b. ÚS Vit+xiidx n=4. 3,239. 
5 

dp y V llo =x? dx; n=>+. 35,08. 


8. E n =b. 9,49, 
3 An 
2 Vitpx 
ñ 
0 i Y O+x?*dx; n=a4, 
5 24d 
10 A ¿n=06 
e VIP 
5,3 
Th ¡ xi—xdx; n= 
4 
xd 
12. + =4 
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Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales según ambas 
fórmulas, la de los trapecios y la de Simpson. Si se puede hallar la integral 
indefinida, calcular también el valor exacto de la integral. 


4 rr 2 a? 
e yn Vlo—=xidx: n=4, 18. BA e ldx: n=3. 
0 


4 zz 
— y2 - e = 
14, $, xVWVlz—=x? dí n=4, 19: = 10 de 
o vv 2 + sen? / 


x dx > 
15. ——T——o pm=34, Z 
3 VO0=x? 20, di Vl2l=cos*0 dh, n=0. 
7 d 
16. y => a=4, S 1 10.40 á 
F 64 — x? . A. TE E 
: za o Vi+cos! il 0 
17 "Edo o ai 
. 8 > Mr 
9 VIH 22. pi Vi—3sent4dr n=8. 


150. Intercambio de límites. Puesto que 
NM 
far) 1(0), 
a 


y de $lmda= f(0)—S(1)= — 190)—J/ (0) 1, 


h mi 
tenemos S d (x) dx = = 1 b(x) dx. 
$“ h 


Teorema. Intercambiar los límites de una integral definida es equi- 
valente a cambiar el signo de la inteyral. 


151. Descomposición del intervalo de integración en una integral 
definida. Puesto que 


fos (2Hdx= f (21) —-J (a), (a< xa <b) 
y y $ (ridx =$ (0) —S(1), 


obtenemos, por adición, 


£; b 
Y étoar+ $ d(eddz =f(0)—J (a). 


h 
Pero, $ $ (r)dx == fib)—- fla); 
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por tanto, comparando las últimas dos expresiones, obtenemos 


(c) $ (mar= [“ótdar+ f" ptoar. 


Interpretando este teorema geométricamente como en el Artícu— 
lo 142, vemos que la integral del primer miembro representa el área 
entera CEFD (fig. 116), la pri- 
mera integral del segundo miembro 
el áren CMPD y la segunda .inte- 
gral el área MEFP. Luego el 
teorema es obvio. 

Evidentemente, de esta ma- 
nera, la integral definida puede 
descomponerse en un número cual- 
quiera de integrales definidas sepa— 
radas. 


152. La integral definida es una función de sus límites. Ln 
efecto, de 


fstmar=10 fa), 


vemos que la integral definida es funeión de sus límites Así, 


h bh 
f d (2)dz tione exactamente el mismo valor que $ $ (ride. 
ay” a 

Teorema. Una integral definida es función de sus limites. ' 


153. Integrales impropias. Limites infinitos. llasta aquí se ha 
supuesto que los límites de la integral son finitos. Sin embargo, aun 
en el teabajo elemental, a veces conviene quitar esta restricción y 
considerar integrales con límites infinitos. In ciertos casos esto puede 
hacerse sirviéndonos de las siguientes definiciones. 

Cuando el límite superior es infinito, 


+ l 
$ ó(12)de= lím $ $ (u)de, 
Mm A 


y cuando el límite inferior es infinito, 


bh bh 
d (2) dx = lím $ $ (r)dr, 


con tal que existan los límites. 
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EJEMPLO 1. Hallar Y de 
Y Y 


Solución. (“X= lim fE- lm [-=] 
O 


. 1 
= 1 — = l, 
ím 7] 


I—=S +w 


+ Badx 
EJEMPLO 2. Hallar $, E 
0 x?+4 q? 


+* 8ardx . ls 8addx [ b 
Solución, IA = lim |4atarctg 
$, 3440 p>4+0.)0 x2044a i—>+42 e el: 
= lim [4atarcta 2 ]-=40.P=2x0. 
bo 2a 2 
Interpretemos este resultado geométricamente. La gráfica de nuestra función 
es la curva llamada la bruja, o curva de Agnesi (fig. 117), dada por la ecuación 


== Eg 
Y 34 4a? 


b 8aidx b 
Area OPQb = f A tr 
Q Jo i+440 li dy 


Fig. 117 
s 
Luego, cuando la ordenada bQ se mueve indefinidamente hacia la derecha, 
el área OPQb tiende hacia un límite finito 2 xa?, 


EJEMPLO 3. Hallar dh dx 
x 


Solución. Ms de = ETE Se e lim (In b). 


1 A b—= +0 Xx b—=> +00 


No existe el limite de ln bh cuando b aumenta sin limite; por tanto, la 
integral no tiene significado en este caso. 


154. Integrales impropias. Cuando y= d(x) es discontinua. 
Consideremos ahora casos donde la función para integrar es discon— 
tinua para valores aislados de la variable dentro de los límites de 
integración . 
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Consideremos, en primer lugar, el caso en que la función para 
integrar es continua para todos los valores dle x entre los límites 


a y b, con excepción de x= 4. 
Si a<b y e es positivo, empleamos la siguiente definición: 


bh bh 
f $ (1)dr = lim ñ d(x)dx, 
u A ES 


(1) 
e igualmente, cuando ¿(xr) es continua salvo en x=b, definimos 


b h—e 
(2) S $ (2)dx = lr /, $ (x)lde, 


con tal que existan los límites. 


Y dx 
EJEMPLO l. Calcular > A 
o Wal—x? 
Solución, Aquií —————— se vuelve infinita para x=. Luego, se- 
y al — x2 
gún (2), 
De dx P e dx , apa. 
0! A Yi: | Aro sen y 
v Wax? «0 Ju Vai=xl 31 0 
= lim [ aresen (1 —- 2) =arcsen1=Í, 
e a 2 


Solución. Aqui —7 se vuelve infinita para x =0. Luego, según (1), 


1 y 
£ dz — lim (=- 1). 
PAS ON € 
la integral no existe. 
entonces, siendo 


=-(C, 


EJEMBLO 2. Calcular de dx 
Jo x? 


CF = lim 
0x «y 


En este caso no hay limite y, poresto, 
Si c está entre a yb y g([x) es continua salvo en x 


e y el números positivos, la integral entre a y b se define por 
y a > _ . h ; 
(3) $7 900 de = lim p v(x) de Flim eCopdx 
4 «—>0 Ja “—0 Jere! 


con tal que exista cada uno de los límites. 
2xdx 


xa?) % 
a; es 


30 
EJEMPLO 3. Calcular $, 
a ( 
Aqui la función por integrar se hace discontinua para x 


decir. para un valor de y entre los limites de integración U y 3a. Luego debe 


Solución, 


emplearse la definición (3). 
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y da 2xdx ¿ ue 2xdx , da  2xdx 
Asi, EA lim AA lim $, A 
S, (223% i—=>0 0 (xa?) % + ¿=0%a0 (at) A 


= lim E EE lim [3 (ap) 
:—36 


.—Ú th mart 


á ARS Pr T 1 y 4 De 
lim [3 (a—e)?=4+30%]+ lim [34 Sa 
cs —>0 
L -3Y (a +e)?—a*] 
=3 a% + bar =9 a%, 
Para interpretar geométricamente este resultado, tracemos la gráfica (figu- 
ra 115), es decir, el Jugar geométrico, representado por la ecuación 
2x 
ET 
y notemos que x = a es una asintota. 
ae 2 xdx Y TT] 
= HZ = —.£)?— ug? A. 
Area OPE $ (4 —a?) » 3Y la E) a +34 ( 
Luego, cuando PE se mueve hacia la derecha acercándose a la asíntota (es 
decir, cuando e tiende a cero), el área OPE tiende a 3 a% como limite. 


Asimismo, 
B 2 > A AO 
Area E'QRG = A E RA ER 


de! (1? Ss a?) a 


tiende a 6 a% como limite cuando QE? se mueve hacia la izquierda acercándose 
a la asíntota (es decir, cuando €” tiende a cero). Sumando estos resultados, 


obtenemos O y%. 


Fig. 118 


y > 
EJEMPLO 4. Calcular $; A 
vo (x—a)? 
Solución, También esta función se vuelve infinita entre los limites de la 
integración. Por tanto, según (3), 
2 ¿ —« ¿ 2 
es iy (E YES 
o (x—a)? esodJo (x—a)?  e-—>0 are” (x —a)? 


se 1 |- [A+ tim |- A td 
e x—_ajo “—U o 


e RA 
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En este caso los límites no existen, y la integral no tiene significado. 

Si trazamos la gráfica de esta función (fig. 119), parece que todo es casi como 
en el ejemplo anterior. Pero vemos que los limites no existen; en esto está la 
diferencia. 

La importancia de observar si la función dada se vuelve infinita dentro de los 
límites de la integración, o no, aparecerá inmediatamente si aplicamos nuestra 
fórmula de integración sin hacer aquella investigación previa. Asi, 


fia ds 21 te 4 
Jo (x=aJ? > x—alo a” 


resultado que es absurdo en vista de la discusión anterior. 


PROBLEMAS 


Verificar cada una de las siguientes integraciones. 


le pps de 7. Sem da = 
pr «5 El>-2 0 a 
+uw d +0 d a 
2 S a 8. $ YT. 
1 xvW2x?=1 1 (U+x)% 
¿ (Ue do, MPAA 
TES o Va=x2 * 
4. Lata 10. Si" 
o a2+b?x? 2ab -o xX+2x+2 
2 dx A 11 pS Ed. 1 
A E AAN e 
S AE = yz 4 1 (1 + x2) 
24 y dx 
6. 


+4 1 ————á—Áá-- — 2 
ade = E 12. ———»= 2,39 a?. 
/ A é 2 a Vxi=a? 


CAPITULO XV 
LA INTEGRACION COMO SUMA 


155. Introducción. Hasta ahora hemos definido la integración 
como la operación inversa de la derivación. Pero en muchas aplica— 
ciones del Cálculo integral es preferible definir la integración como un 
procedimiento de suma. De hecho, el Cálculo integral se inventó con 
el fin de calcular el área de las superficies limitadas por curvas, supo- 
niéndose la superficie dada dividida en “un número infinito de partes 
infinitamente pequeñas que se llamaban elementos, siendo la suma de 
las áreas de todos estos elementos el área buscada '*. Históricamente, 
el signo integral no es otra cosa que la $ larga, empleada por los 
primeros autores para indicar la palabra suma, 

Esta nueva definición, que se desarrolla en el arlículo siguiente, 
es de importancia fundamental, y es indispensable que el lector com- 
prenda a fondo lo que se quiere decir, para que pueda aplicar el 
Cálculo integral a los problemas prácticos. 


156. Teorema fundamental del Cálculo integral. Si % (x7) es la 
derivada de f(x), se ha demostrado, en el Articulo 142, que el 
alor de la integral definida 


(1) fet 100100) 


de el área de la superficie limitada por la curva y= (1), el eje 
de las x y las ordenadas correspondientes a 1 =4u y Y= lb, 

Ahora bien, a propósito de esta ¿rea hagamos la siguiente cons 
trucción. Dividamos el intervalo desde x= =a4u hasta =6b en un 
número n de partes iguales, tracemos las ordenadas en los puntos 
de división y completemos los rectángulos trazando líneas horizon— 
tales por las extremidades de las ordenadas, como se indica en la 
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figura 120. Es evidente que la suma de las áreas de estos n rectán— 
gulos (el área sombreada) es un valor aproximado del área que 
consideramos. Además es también evidente que el límite de la suma 
de las áreas de estos rectángulos, cuando se aumenta indefinidamente 
su número a, será igual al área bajo la curva. 

Ahora efectuemos la siguiente construcción más general. Divi- 
damos el intervalo en n partes, que no serán necesariamente ¡iguales , 
y levantemos ordenadas en los puntos de división. Elijamos de cual— 


quier modo un punto dentro de cada parte, levantemos ordenadas en 
estos puntos y tracemos por sus extremidades líneas horizontales de 
manera de formar rectángulos, como se indica en la figura 121. 
Entonces, como antes, la suma de las áreas de estos n rectángulos 
(el área sombreada) es igual, aproximadamente, al área bajo la 
curva; y el límite de esta suma cuando n tiende a infinito y cada 
parte tiende a cero es, precisamente, el área bajo la curva. De 
estas consideraciones vemos que la integral definida (1) puede mirarse 
como el limite de una suma. Ahora formulemos este resultado. 


a) Designemos las longitudes de 
las divisiones sucesivas por 


Asi Der, ms  ..<, Átta. 


b) Designemos las a«bscisas de los 
puntos elegidos en cada una de las 
divisiones por 


RÁ 3 


md vs 
$ 


is. 122 Li. Ve, Ta, ...y Tu. 
Entonces las ordenadas de la curva en esos puntos son 


P(x), $(22), $(23), -.., P(tn). 
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c) Las áreas de los rectángulos sucesivos son , evidentemente , 
$ (211)Ax1 , $ (1:)Azs, $ (13)Ax5 y Cay $ (2, )At, . 
d) Portanto, el área bajo la curva es igual a 


lím [$ (x1)Axi + $(22)JAzr»+ é(23)A03 + .-. +9 (2:)Az5 ]- 


n— 


h 
Pero según (1) el área bajo la curva = S $ (ude. 
a 


Luego, 
(4) fu dx = lim [$ (x:)Ax + 6 (x2) Ax: +... + ¿(x) Axa]. 


Esta igualdad se ha deducido sirviéndonos de la noción de área. 
La intuición nos ha ayudado en establecer el resultado. Ahora consi- 
deremos la igualdad (4) simplemente como un teorema de Análisis mate- 
mático, que se puede formular como sigue : 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO INTEGRAL. Sea $(x) una 
función continua en el intervalo desde x = a hasta x= b. Divídese oste 
intervalo en n subintervalos cuyas longitudes son AXi, AX2, ..., ÁXn, 
y elíjanse puntos, uno en cada subintervalo, que tengan las abscisas 
Xi, X2, -.., Xy, Tespectivamente. Considérese la suma 


(2) ¿(x)Axu + $ (x)A0 +... + $(0)Ax. = 6 (x,)Ax. 
1 


Entonces, el ralor límite de esta suma cuando n tiende a infinito, y 
cada subintervalo tiende a cero, es igual al valor de la integral definida 


ASS 


La igualdad (4) puede abreviarse como sigue : 


”n 
(3) $ $ (1)dx = lím Ye (x¡JAr.. 
Qu p Edd =1 

La importancia de este teorema resulta del hecho que asi podemos 
calcular, por integración, una magnitud que sea el límite de una suma 
de la forma (2). 

Puede observarse que cada término de la suma (2) es una expre 
sión diferencial, puesto que las longitudes Ar, Axz, ,,., Ar, tienden 
a cero. Además, cada término se llama un elemento de la magnitud 
que se trata «de calcular 
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La siguiente regla será muy útil en la aplicación de este teorema a 
los problemas prácticos. 


REGLA PARA APLICAR EL TEOREMA FUNDAMENTAL 


PrimeER PASO. Se divide la magnitud buscada en partes semejantes 
de manera que sea claro que el resultado deseado se encuentra tomando el 
límite de una suma de esas partes. 

SEGUNDO PAs0. Para las magnitudes de estas partes se hallan 
expresiones tales que su suma seo de la forma (2). 

Tercer Paso. Elegidos los límites apropiados, x=a y x=b, 
se aplica el teorema fundamental 


Mim, Fan lo $ (x)idx 


y se integra. 


157. Demostración analítica del teorema fundamental, Como en 
el Artículo 156, dividamos el intervalo desde x=au hasta x= b 
en cualquier número n de subintervalos, que no necesitan ser iguales, 
y representemos las abscisas de los 
puntos de división por 


br, ba, ... y Bn=1 , 


y las longitudes de los subintervalos 
por Az, Azz, ..., Az,. Hagamos 
ahora que Y, 22, ..., T'n repre- 
senten abscisas, una en cada inter 
valo, determinadas por el teorema 
del valor medio (Art. 116); levan- 
temos las ordenadas en los extremos 
de estas abscisas y tracemos por los extremos de las ordenadas líneas 
horizontales para formar rectángulos, como se indica en la figura 123. 
Obsérvese que aquí $ (x) reemplaza a f'(x), Aplicando (B) del Ar— 
tículo 116 al primer intervalo (a = a, b= bi y x'1 está entre ay bi), 
tenemos 


o sea, puesto que b—a=Ax, 


F(b1)—/ (a) = $(21)Az,. 


LA INTEGRACION COMO SUMA 313 


Igualmente, 
$ (b2) — f (b1) = e (2'2)Az2, para el segundo intervalo, 
f (bi) — f (da) = 4(2'1)Azs, para el tercer intervalo , 


(5) — $ (bn-1) = € (7':JAzZ,, para el enésimo intervalo. 
Sumando éstos, obtenemos 


(1) $ (b) —_ f (a) = $(x 1) Ari+ $(x') Ax: + ds Fó (1 1)Atp. 
Poro $ (21) - Az = área del primer rectángulo , 
$ (1'2)- Aza = área del segundo rectángulo , ete. 


Luego el segundo miembro de (1) es igual a la suma de las áreas 
de los rectángulos. Pero según (1) del Artículo 156 el primer miem- 
bro de (1) es igual al área entre la curva y =49 (7), el eje de las x 
y las ordenadas en =a y z=b. Entonces, la suma 


(2) a $ (1'¡)JAzx; 


i=1 


es igual a esa área. Y si bien la suma correspondiente 
n 


(3) a $ (x;)Ax; (en donde x, es una abscisa cual- 
¡=1 quiera del subintervalo Azx;) 


(formada como en el Artículo 156) no da igualmente el área, sin 
embargo podemos demostrar que las dos sumas (2) y (3) tienden a 
ser iguales cuando » tiende a infinito y cada subintervalo tiende a cero. 
En efecto, la diferencia $ (2) — $ (x;) no excede en valor numérico 
a la diferencia de las ordenadas más grande y más pequeña dentro de 
Azx;. Y además siempre es posible * hacer que todas estas diferencias 
sean, en valor numérico, menores que un número positivo cualquiera 
e dado de antemano, por pequeño que sea este número, si continua 
mos suficientemente el proceso de la subdivisión ; es decir, si elegimos 
n suficientemente grande. Por tanto, para tal elección de a la dife— 
rencia de las sumas (2) y (3) es menor que e(b — a) en valor numé- 
rico ; es decir, es menor que una cantidad positiva cualquiera dada de 
antemano , por pequeña que se la suponga. Por consiguiente, cuando 


* La demostración puede yerse en obras superiores de Calculo infinitesimal. 
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n aumenta indefinidamente, las sumas (2) y (3) tienden hacia el 
mismo límite, y puesto que (2) es siempre igual al área, se sigue 
el resultado fundamental 


, " 
1 $ (2) d2= lim 4 (2i)Azs, 


i=1 


en donde el intervalo [a, b] se subdivide de cualquier modo y x; es 
una abscisa cualquiera del subinteryalo correspondiente . 


158. Areas de superficies limitadas por curvas planas; coordenadas 
rectangulares. Como ya se ha explicado, el área entre una curva, 
el eje de las x y las ordenadas correspondientes a 2 = a y c= b viene 
dada por la fórmula 


b 
(B) Area = S y dx, 
o 


sustituyéndose de la ecuación de la curva el valor de y en térmi- 
nos de z. 

La fórmula (B) es fácil de recordar observando que el elemento de 
área es un rectángulo como CR (fig. 124) de base de y altura y. 
El área buscada ABQP es el límite de la suma de todos esos rectán- 
gulos (tiras) entre las ordenadas AP y BQ. 


PILAS 


Fig, 125 


Apliquemos ahora el teorema fundamental (Art. 156) al cálculo 
del árca de la superficie limitada por la curva += 4 (y) (AB en la 
figura 125), el eje de las y y las líneas horizontales y =c y y = d. 


Primek PASO. Construiremos los n rectángulos como en la figura . 
Evidentemente, el área que se busca es el límite de la suma de las áreas 
de estos rectángulos cuando su número tieude a infinito y la altura de 
cada uno tiende a cero. 
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SEGUNDO PASO. Representaremos las alturas por Ay, Ays, ete. 
Tomaremos en cada intervalo un punto en la extremidad superior y 
designaremos las ordenadas de estos puntos por y1, Y2, ete. Entonces 


las bases son $ (y1), $(y2), ete., y la suma de las áreas de los rec— 
tángulos es 


+ (u)Ay +4 (ua)Aya +... + $(9)Am = Y ¿lydAy. 


i=1 


Tercer Paso. Aplicando el teorema fundamental se obtiene 
n dl 
lim Y $ (y) Ay = S b(y)dy. 
n—> La E sb r 


Luego el área entre una curva, el eje de las y y las líneas horizon- 
tales y =c y y =d viene dada por la fórmula 


a 
(Cc) Area = $ x dy, 


sustituyéndose de la ecuación de la curva el valor de x en términos 
de y. La fórmula (C) se recuerda pensando en el límite de la suma de 
todas las tiras horizontales (rectángulos) dentro del úrea buscada, 
puesto que z y dy son la base y la altu— 
ra , respectivamente, de una tira cual- 
quiera. El elemento de área es uno de 
estos rectángulos. 


Significado del signo negativo delante 
de una área. En la fórmula (B), a es 
menor que b. Puesto que ahora inter— 
pretamos el primer miembro como el 
límite de la suma de n términos que re— 
sultan de y:¡Ax; haciendo ¿=1, 2, ...,n, 
se sigue que cuando y es negativo cada término de esa suma será 
negativo, y (B) dará el área con signo antepuesto. Esto significa que 
el área está debajo del eje de las z. 


EJEMPLO 1. Hallar el área de una arcada de la sinusoide y = sen x 
(Figura 127). 


Solución. Haciendo y =0 y despejando el valor de x. encontramos 
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Sustituyendo en (B), 
Arca OAB = Ss dx = S sen xdx=2. 
a 


Además, Area BCD = Ss dx = SA sen xdx =— 1. 
a r 


EJEMPLO 2. Hallar el área de la 
superficie limitada por la parábola se- 
micúbica ay? = x", el eje de las y y 4 
las rectas y=a y y=2a. Fig. 128 


Solución, Según (C) y la figura 128, el clemento de área es 
x dy = aly% dy, 


sustituyendo de la ecuación de la curva MN el valorde x. Deaqui, 
Area BMNC = "aiyiidy = + a2(Y/32—1)= 1.304 a?. 
at 


Obsérvese que a? = área OLMB. 


En el área dada por (8), uno de los límites es el eje dle las 2. 
En (C), uno es el eje de las y. Consideremos ahora el área limitada 
por dos curvas, 


EempLO 3. Hallar el área de la superficie limitada por la paribola 
y=2x y la recta x—y=>+4 (fig. 129). 

Solución. Las curvas se cortan 
en AQ, —2), B(8, 4). Divi- 
diremos la superficie en tiras hori- 
zontales por un sistema de parale- 
las a OX equidistantes, trazadas 
desde la parábola AOB hasta la 
recta AB, Seca dy la distancia de 
una paralela a orra. Consideremos 
la tira (vease la ligura) cuyo lado 
superior tiene por extremos los 
punios (xi, y). (wz. y). Dees- 
tos puntos tracemos perpendicula- 
res al lado inferior. Asi se forma 
Fig. 129 un rectangulo; su área es 


(10) dA = (x2 — x1) dy. (xo > 1) 
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Este es el elemento de área. En efecto, el área buscada es, evidentemente, 
el límite de la suma de todos estos rectángulos. Es decir, según el teorema fun- 
damental, 


(2) Área = | . (xa — x1) dy, 


en donde, xa y x1 son funciones de y, dererminadas por las ecuaciones de las 
lineas que limitan la superficie. Asi, eneste ejemplo, de x — y = 4 encontra- 


mos x= xe=4+ y; de y? =2 x se obtiene x=x =)/:.y?* Luego, según 
(1), tenemos, 
(3) da=(++y-34)av. 


Esta fórmula es aplicable al rectángulo formado por cualquier tira. Los limites 
son«=—21 (en A), d =4 (en B)., Por tanto, 


Area = Ses y = $4" Jay = 13. 


En este ejemplo también es posible dividir la superficie en tiras por un sistema 
de paralelas a OY equidistantes. Sea Ax la distancia de una paralela a otra. 
El extremo superior de cada recta 
estará en el arco de parábola OB. 
Pero el extremo inferior estará en el 
arco de parábola OA, sise ha trazado 
a laizquierda de A, y en la recta AB 
si se ha trazado a la derecha de A. 
Si (x. ya) es el extremo superior 
y (x. yi) la inferior, el rectangulo 
cuya área es 


(4) dA =(ya—-yiddx (y:>y:1) 


es el elemento de área, Pero en este 
ejemplo no es posible obtener de (4) 
una fórmula única para representar 
el area de cada uno de los rectángulos. Fig. 130 


En efecto, mientras que ya = Y 2x y 


tenemos que yy = — Vx o y =x —+ según que la esquina inferior de dAÁ 
esté en la parabola o en AB. Así, de (4) tenemos dos formas de dAÁ, y se 
necesitan dos integraciones. 


Luego enun problema cualquiera las tiras deben construirse de manera que 
sólo se obtenga una fórmula para el elemento de área. La fórmula (4) se 
emplea cuando las tiras se construyen trazando paralelas al eje de las y. 


En el teorema fundamental, los elementos $ (1,)Ax,, o algunos de 
ellos, pueden ser negativos. Por tanto, el límite de su suma (la inte- 
gral definida) puede ser nulo o negativo. Por ejemplo, si 


p(1)=senx, a=0,b=2x, 
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la integral definida (3) del Artículo 156 es cero. La interpretación de 
este resultado, cuando se trata de áreas, aparece en el ejemplo 1, 
tratado antos. 


PROBLEMAS 


1. Hallar el área de la superficie limitada por la bipérbola xy = a?, el eje 
de las x y las ordenadas x =a y x=2a. Sol. a? 1n2, 


2. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = In x, el eje de 
las x y la recta x = 10. Sol. 14,026. 


3. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = xe”, el eje de las 
x y la recta x = 4. Sol. 164,8, 


4, Hallar el área de la superficie limitada por la parábola Y x + Y y =V a 
y los ejes de coordenadas. Sol. Ya?. 


5. Hallar el área total de la hipocicloide x% + y?% = a%. Sol. Y xa? 


Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas. En cada 
problema trazar la figura, mostrando el elemento de área. 


6. y?=6x, x?*=6y. Sol. 12. 10. y=2x, 24 y=4x. 

7. gi=4 x. xi=6y. 8. 11. y=6x-x%. y=x. 

8. y?=4x, 2x—y=14. 9. 12. y=xi—3x, y=x. 

9. y=1-x?. y=4-—4tx. 10%, 13. y =4x, x=124+2y- y?. 


14. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola y =0 +4x=— x? 
y la cuerda que une los puntos (—2, —6) y (4, 0). Sol. 36. 


15. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola semicúbica y!=x? 
y la cuerda que une los puntos (—1, 1) y (8, 4). Sol. 2,7. 


16. Hallar una fórmula para el área de la superficie limitada por la hipér- 
bola equilátera x? — y? =a?, el eje de las x y una recta trazada del origen a 


cualquier punto (x, y) de la curva. » 
Sol. Ein (Es). 
a 


17. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x(l = Vx) 
y la recta x = 4. Sal. 3%. 


18. Hallar el área de la superficie limitada por la curva xy =x?— 1 y 
las rectas y =1, x=1l y x=4. Sol. Y. 


19. Hallar el área de la superficie limitada por la curva 
y=x4-91x?4+24x-—7, 
el eje de las y y la recta y = 29. Sol. 108. 
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Los ejes de coordenadas y las coordenadas del punto (1, 1) forman un cua- 
drado. Calcular la razón de la mayor a la menor de las áreas en las que es divi- 
dido por cada una de las siguientes curvas. 


20. y=x*.?. Sol. 2. 26. y =sen = Sal. 2 > 
== 

21. y =x. 3. 
22. y= x!. 4. ar. y ==. xe1 
23. y =x?. Y. 

Pe = 28. y =1tg Ez, 
24. Vx+vVy=1. > 4 
E A ES 29. xXA+yA=1. 

x 


Para cada una de las siguientes curvas, calcular el área de la superficie del 
primer cuadrante limitada por el arco de curva que va desde el eje de las y hasta 
la primera intersección con el eje de las x. 


30. x+y+y?=2. Sol. 1. 


ls 


34. y=e? cos2x. 
31. y=x9-8x04+15 x. 15%. 
r 
32. y =et senx. 12.07. 35. y=4e 2cosl4 xx. 
33. y?= (4— x)?. 36. y =sen (x + ¡). 


159. Areas de curvas planas; coordenadas polares. Se pide que 
hallemos el área limitada por una curva y dos de sus radios vectores. 


Supongamos que la ecuación de la 
curva sea 
p= e (0 ) , 


y OP, y OD los dos radios vectores. 
Designemos por a y fB los ángulos 
que forman estos radios y el eje polar. 
Apliquemos el teorema fundamental 
dado en el Artículo 156. 

PrIMER Paso. Evidentemente, 
el área pedida es el límite de la suma 
de sectores circulares construídos tal Fig. 131 
como se indica en la figura 131. 


SEGUNDO PAso. Sean los ángulos centrales de los sectores 
A61, AQ2, ete., y sus radios 01, 02, ete. Entonces la suma de las 
áreas de los sectores es 


Yo A+ VU ortA0+ .. + UV on A0n= DY oí A0s, 


i=l 
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puesto que el área de un sector circular = lá radio x areo. Luego el 
área del primer sector = 15 p1- 01 Ad1 = 14 v* A01, ete. 


Tercer PASO. Aplicando el teorema fundamental, 


" A 
lim 24 o? a05= $, 1% 0% do. 
do d=1 a 


Por tanto, el área barrida por el radio vector de la curva cuando pasa 
de la posición OP, a la posición OD se da por la fórmula 


B 
(D) Area = Y A 0* do, 


sustituyéndose de la ccuación de la curva el valor de py en térmi- 
nos de Q. 
1l elemento de área para (D) es un sector circular de radio o y 


ángulo central d0. Luego su área es 14 0? de. 


a 


EJEMPLO. Hallar el árca total de la lemniscata 0? = u? cos2 0. 


Solución, Puesto que la figura es si- 
métrica con respecto a OX ya OY, el área 
total = 4 veces el area de OAB (fig. 132). 


Puestu que o =0 cuando 4 = z . ve- 


mos que si Y varía desde (O hasta 5d el ra- 


dio vector OP describe el área OAB, Por 
Fig. 132 tanto, sustituyendo en (D), tendremos: 


nn 
Arca total = 4 X área OAB =4 Se de =2 un | "cos? 0d0=a?; 
“ 10] 


es decir, el área de ambos bucles es igual al área de un cuadrado construido sobre 
OA como lado. 


PROBLEMAS 


1. Hallar el área de la superficie limitada por el circulo 0 =a cosé y las 
rectas / = (1 y f= 00". Sal. 0,37 a?. 


2. Hallarel área total de la superficie limitada por la curva 4 = u sen2 0. 
Sol. Yxa?. 


Calcular el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes 
curvas. 


3. 00=4sen20. Sol, 4. 5. v=a(l—c<os0). Sol. Y ra. 


4. b=ucos30. VALER 6. v.=2—cos/. % an. 
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Calcular el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes 
curvas: 


7. 0 = sen? > Sol. %x. 12. Q =2co0s? > 

8. 0=+cos20. Y xa. 13. 0 =asen nó. 

9. 0=2-+sen30. %x. 14. 0 =<c0s389—cos0. 
10. 0=3+c0s309. 15. 0 =c0s30-—2cos0. 


11. 0 =acos8 + b sen 0. 


16. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola p(1+c0os 0) = a 
y las rectas 0 =0 y 0 = 1209, Sol. 0,866 a?. 


17. Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola 0? cos2 4 = a? 
y las rectas 9 =0 y 0 = 30%. Sol. 0,33 a?. 


18. Demostrar que el área de la superficie engendrada por el radio vector de 
la espiral o = e% es igual a un cuarto del área del cuadrado construido sobre el 
radio vector, 


19. Hallar el área de la parte de la parábola o = a sec? 5 que es intercep- 


tada entre la curva y el lado recto, o sea, la cuerda trazada por el foco, perpen- 
dicular al eje de simetria. Sol. Aa?. 


20. Demostrar que el área de la superficie limitada por dos radios vectores 
cualesquiera de la espiral hiperbólica 00 = a, es proporcional a la diferencia 
de las longitudes de esos radios. 


2 p2 
21. Hallar el área de la elipse 9? = NE Sol. xab. 
22. Hallar el área total de la superficie limitada por la curva 
o = a(sen20++cos 20). Sol. xua?. 


23. Hallar el área bajo OX dentro de la curva Q = a sen? 7 
Sol. U4(101 +27 VW 3) a?. 
24. Hallar el área de la superficie limitada por 0? = a? sen409. Sol. a?. 


Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las rec- 
tas dadas. 


[5] 
pa] 

=] 
ti 


scó+tg0; 0=0, 0= lx. 


IS] 
co 

m 
tl 


asenó+bcosó; 0=0, 0= Ka. 
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Calcular el área que tienen en común cada uno de los siguientes pares de 
curvas: 


5 
29. 0=3c0s0, Q=l1+c0s8. Sol. q 
5 
30. 0=1+c0s0, o=1l. q-2. 
1 
31. 0=1l—cos0, Q0=senO, 3-1. 
1 pS 
382. 0?2=2c0820. o=1. Fa+2-wvV3. 
1 a 
33. 0?*=co0s28, q? =sen?2 4. A 
A 1 PA 
34. 0=VW6c0s6M 0%=09c0s2 0. 7 (14+9-3vV3). 
la 1 e 
35. 0=vVW2sn0, 02=c0s20. 7 (1+3-3vV3). 


36. v=vVW21c0s0, 02.= V3 sen20. 


37. Hallar el área de la superficie interior al círculo 304 = W3cosf y al 


bucle de la curva y =c0s 2H desde 4 = — z hasta 0 = + 


38. Idem id. a las curvas 34 = V 6 sen 2 8, 0? =c0s 2 0. 


39. Hallar el área del lazo interior de la trisectriz Q = a (l — 2 cos 0). 
Para la ligura, véase el caracol de Pascal, Capítulo XXVI. 


1 en 
Sol. ya (2x-3vV3). 


160. Volúmenes de sólidos de revolución. Designemos por Y el 
volumen del sólido engendrado haciendo girar el recinto plano ABCD 
alrededor del eje de las x, siendo la ecuación de la curva plana DC 


y=/S(x). 
Primer Paso. Dividamos el segmento AB en n partes cuyas 
longitudes sean Az, Axe, ..., At» y hagamos pasar por cada 


punto de división un plano perpendicular al eje de las x. Estos 
planos dividirán el sólido en n placas circulares. Si dentro del recinto 
ABCD se construyen rectángulos con las bases Ati, Arz, ..., Atn, 
entonces cada rectángulo engendra un cilindro de revolución cuando 
el recinto ABCD se hace girar. Así se forma un cilindro corres- 
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pondiente a cada una de las placas circulares. (En la figura 133 
n= 4 y se ven dos cilindros). El límite de la suma de estos n 
cilindros (n > «%) es el volu— 
men buscado. 


aj 


SEGUNDO PASO. Sean 


Yi) Y2) -., Yn SA 
las ordenadas de la curva DC 
en los puntos de división en el 
eje de las 2. Entonces el volu- 
men del cilindro engendrado por 
el rectángulo ALFD será ay “Aza, 
y la suma de los volúmenes de 
todos estos cilindros es 


SS 


Ey 
ma: : 


> 


ay? Ari + ay Amñ+ ... 
“M 


E + TYn LA =>», ayi Ax;. 


i=l 


Fig. 133 


TrrceER PASO. Aplicando el teorema fundamental (empleando los 
límites OA =a y OB=b), 


" h 
lím ye Az; = f ay” de. 
“ 


=D 
¡=1 


Por tanto, el volumen que se engendra haciendo girar alrededor 
del eje de las zx la superficie limitada por la curva, el eje de las x y 
las ordenadas 1=a4u y x= b viene dado por la fórmula 


(E) V, = af y dx, 


en la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de la curva dada, 
el valor de y en términos de z. 

Esta fórmula se recuerda fácilmente si consideramos una rebanada 
o placa delgada del sólido formado por dos planos perpendiculares 
al eje dle revolución y miramos esta placa circular como, aproximada— 
mente, un cilindro de altura dx y base de área xy?. Evidentemente, 
el volumen de un tal cilindro es ny? dz. Este cilindro es el elemento 
de volumen. 

Análogamente, cuando OY es el eje de revolución empleamos la 
fórmula 


' 
(7) Y,=x S 2d, 
c 
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en la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de la curva dada, 
el valor de x en función de y. 


EJEMPLO 1. Hallar +1 volumen del sólido engendrado haciendo girar alre- 


dedor del eje de las x la elipse = ye = |, 
a? 1714 


2 
Solución. Puesto que y? = Lo (a? — x3%), y que el volumen buscado es 
po 


dos veces el volumen engendrado por OABR, obtenemos, sustituyendo en (E), 


a Sta dx = EE 
0 o a? 3 


¿ e na? 
A fin de verificar este resultado, sea b= «a. Entonces Ve = 4 7 . el volu- 


men de una esfera, que no es otra cosa que "un caso especial del elipsoide. 
Cuando la elipse gira alrededor de su eje mayor, 
el sólido engendrado se llama esferoide alargado: 
cuando gira alrededor de su eje menor, esferoide 
achatado. En ambos casos se les llama también 
elipsoides de revolución, 


Fig. 134 


EJEMPLO 2. La superficie limitada por la parábola semicúbica 
(1) uy? = xi, 


el eje de las y y la recta AB(y = a) (fig. 135) gira alrededor de AB. Hallar el 
volumen del sólido de revolución engendrado. 


Solución. En la figura, OPAB es el área que se hace girar. Dividase el 
segmenio AB en n partes iguales de longitud Áx. En la figura, MN es una 
de esas partes. El rectángulo NMPO, girando alrededor de AB, engendra un 
cilindro de revolución, cuyo volumen es un elemento del volumen buscado. 


Por tanto 
Elemento de volumen = ar?h =x(a— y)? Ax, 


RM-=RP=a=y 
"y h= NM = Ax, 


1 


puesto que r= PM 
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Entonces, según el teorema fundamental, 


(2) Volumen del sólido = V = x E (a—= y)? dx 


== y * (a —2 3 » 
x /) (a ay + y) dx 


puesto que los limitesson x=0 y x=AB=d4. Reemplazando y por su valor 
según (1), la solución es Y = 0,45 xa?. 

Este resultado debe compararse con el volumen del cono de revolución con 
altura AB (= a) y base de radio OB (= al. Volumen del cono = Y au*. 


Si las ecuaciones de la curva CD de la figura 133 se dan en forma 
paramétrica , 


entonces se debe sustituir en (£) los valores y =+%9(1), di=J'(Ddl, 
y cambiar los límites en l. y te, si 


¿= ti cuando z=a, t=t cuando x= b. 


Volumen de un sólido de revolución hueco. Cuando una superficie 
plana gira alrededor de un eje situado en el mismo plano, y este eje no 
corta a la superficie, se forma un sólido de revolución hueco. Consi- 
dérese, por ejemplo, el sólido que se obtiene haciendo girar alrededor 
del eje de las x el recinto ACBDA de 
la figura 136, Ilagamos pasar por el 
sólido un sistema de planos equidis- 
tantes perpendiculares al eje de revo- 
lución OX., Sea Az la distancia entre 
uno y otro. Entonces, el sólido se 
divide en placas circulares huecas de 
espesor Ár. Si uno de los planos que 
dividen el sólido pasa por M, la placa 
circular hueca con una base en este Fig. 136 
plano es, aproximadamente, un cilin— 
dro circular hueco cuyos radios interior y exterior son, respecti- 
vamente, MP, (= y) y MP2 (= y2)- Por tanto, su volumen es 
n(y2? — y *)Az. Sean u cilindros huecos, siendo b—u=n-Axc. El 
limite de la suma de estos » cilindros huecos cuando n-> 0 es 
el volumen del sólido de revolución hueco. Por tanto, 


h 
(3) a x/ (ya — y %)dr (Y >y1) 
2 
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El elemento de volumen en (3) es un cilindro circular hueco con 
radio interior y: , radio exterior y» y altura Az. Los radios y1 y y2 
son funciones de x (= OM) que se obtienen de las ecuaciones de las 
curvas que limitan (o la ecuación de la curva que limita) a la superficie 
que gira . 


EJEMPLO 3. Hallar el volumen del sólido anular (toro o argolla) que se 
forma al hacer girar un círculo de radio a alrededor de un eje situado en su plano 
y exterior al círculo, que dista de su centro b unidades (b > a). 


Solución. Sea la ecuación del círculo 
E E 


y sea el eje de las x el eje de revolución. 
Despejando y, tenemos 


y=b+VWVa—x, y=b=vVa=x. 
dv a(ya — y 2) Ax =431b Y a? —- x2 Ax. 


a ——— 
4 ab Sv al —= x? dx =2xa*b. 


Según (3), Vx 


Un sólido de revolución puede dividirse en cáscaras cilíndricas 
haciendo pasar por él un sistema de cilindros circulares cuyo eje 
común es el eje de revolución. Si el 
área ACBD de la figura 137 gira 
alrededor del eje de las y, puede de- 
mostrarse que 


b 
(4) V,=2 : (ua — ya)z dz, 
en donde 


OM=x, MP.=y, MP: =y:. 

Fig. 137 El elemento dV es ahora una cáscara 

cilíndrica de radio 7, altura Y» — Y1 

y espesor Ax. El ejemplo 3 puede resolverse también , utilizando la 
fórmula (4). 


PROBLEMAS 


1. Hallar el volumen de la esfera que se engendra haciendo girar el círculo 
x2 + y? = r? alrededor de un diámetro. Sol. %ar?. 


2. Hallar por integración el volumen del cono truncado que se engendra 
haciendo girar alrededor de OX la superficie limitada por las rectas 
y=6=x, y=0, x=0 y x=4. 


Comprobar el resultado con la fórmula obtenida en Geometría. 
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3. Hallar el volumen del paraboloide de revolución cuya superficie se en- 
gendra haciendo girar alrededor de su eje el arco de la parábola y? = 2 px com- 
prendido entre el origen y el punto (xi, y1). 

Sol. apxi? = Vi xayi?x1; es decir, la mitad del 
volumen del cilindro circunscrito. 


4. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OY 
el arco del problema 3. Sol. Yi xaxi?y,; es decir, un quinto del cilindro 
de altura y: y radio de la base x1. 


Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OX la 
superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: 


5. y=x?. y=0, x =2. Sol, “Ax. 

6. ay =x3, y=0, x=a. Y na?. 

7. La parábola Vxi+Vy=vVa x=0. y=0. Ys na. 

8. La hipocicloide x%4 + y% = a%. 305 11a?. 

9. Una arcada de y = sen x. Y a?. 

10. Una arcada de y = cos? x. Y x. 

ll. y=eY"%, y=0, x=0 x=. Y a(l — e-10), 
12. 9x2 +16 y? = 144. 48 1. 

13. y=xe", y=0. x=. UY a(e — 1). 
14. La bruja (x? +4a?)y=8a?, y=0. 4 Wa. 

15. (3)+ (2) = 1. 334 xab?. 

a b 

16. y?(2a—=x)=x*., y=0, x=a. 0,2115 xa. 


19. y(4+4x?)=1, y=0, x=0, x=00. 
20. (x—ly=2, y=0, x=2, x=. 


Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor de OY, 
la superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: 


2... y=xX y=0 x=2: Sol. 5% x. 
22. 2y2=x*. y=0, x=2. 34 1. 
23. y=% y=0, x=0, 2. 


24. 9x? + 16 y? = 144. 64 x. 
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25. (A (2 
a b 
26. y=9%-x x=0 
27. x2=l-—-y y= 
28. y =ax, y=0 x=a. 


Sol. Y xa?b. 


29. La ecuación de la curva OA de la figura 138 es y? = x3, Hallar el 
volumen del sólido que se engendra cuando la superficie 


Y 


Fig. 


138 


(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 
(1) 
(8) 


OAB gira alrededor de 
OAB gira alrededor de 
OAB gira alrededor de 
OAB gira alrededor de 
OAC gira alrededor de 
OAC gira alrededor de 


OAC gira alrededor de 


(h) OAC gira alrededor de 


OX. Sol. 6t x. 


AB. 10245 1. 
CA. 70% x. 
OY. 5% x. 
oY. 384 x. 
CA. 57% . 
AB. 345% 5 10. 


OX. 192 x. 


30. Hallar el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo girar 
alrededor del eje de las y la superficie limitada por la elipse b?x? + a?y? = a?b?. 


Sol. %YAnxa?b. 


31. Deuna esfera de radio r se corta un segmento de una base de espesor h. 


Demostrar, porintegración, que su volumen es 


1ah?(3r—h) 
A 


Calcular el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor de 
cada una de las siguientes rectas la superficie que corta de la curva correspon- 


diente. 
32. 
33. 
34. 


35. 
36. 
37. 


38. 
39. 


y=3 y=4x-x*. 

x=4; y =x. 

y=-=4: y=4+6x-2x*. 
y=x; y=x*. 

yex: y =3x—x. 
4y=4x+33: y =9-x*. 
x+y=l: Vr+vVy=!- 


x+y 


7; xy =0. 


Sol. 1/51. 


204545 1. 


125% 1. 

Yo xav 2 
Ysav 2. 
Ysav 2. 
Ysav?. 
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40. Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar una arcada 
de la cicloide 
x=r arc vers L — Y 7 ry — y? 
alrededor de su base OX. 


b cs _udy A 
SUGESTION. Sustituir dx = e EETENTA y los límites y =0, y=2r, 
De 


en (E) del Artículo 160. Sol. 5 x2r3, 


41. Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar la catenaria 
zx 


Ed 
y= al. +e :) alrededor del eje de las x desde x = U hasta x = b. 
2b 


al = 3) 2 
Sol, + gg? =g ? e 


42. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar la cisoide 


3 
y? "3 es alrededor de su asíntota x =2a. Sol. 21%a3. 
a=x 


y 
Va — y? 
llar el volumen del sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX. 
Sol. xa. 


43. Dadala pendiente de la tangente a la tractriz, Ed =- ha- 


44. Demostrar que el volumen de un casquete cónico de altura a cortado del 
sólido engendrado haciendo girar la hipérbola equilátera x? — y? = a? alrededor 
de OX, esigual al volumen de una esfera de radio a. 

45. Empleando las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide 

x=acos 0, 
y =a sen 0, 


hallar el volumen del sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX. 
Sol. *“Aosxa?. 


46. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar una arcada de 
la cicloide 


x =a(0— sen 0) 


ñ a(l —cos 0) 
alrededor de su base OX. Sol. 5 1x%a2. 


Demostrar que si la arcada gira alrededor de OY, el volumen que se engendra 
es 61%a4?. 


47. Hallar el volumen que se engendra si la superficie limitada por la curva 
y = sec L me, el eje de las x y las rectas x = “> gira alrededor del eje de 
las x. Sol. 4. 


48. El área debajo de la curva y =e* sen x. desde x=0 hasta x= 13. 
gira alrededor del eje de las x. Hallar el volumen del sólido que se engendra. 
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49. Dada la curva x= 1?, y =41— (%, hallar: a) el área del lazo, y 
b) el volumen del sólido engendrado por la superficie interior del lazo, cuan- 
do gira alrededor del eje de las x. Sol. a) *5%s: b) 67,02, 


50. Hágase girar alrededor de cada eje la superficie limitada por las dos 
parábolas y? =4x y y? =% — x. Calcular los volúmenes respectivos. 


Sol. Alrededor de OX, l0x: alrededor de OY, "5% xr. 


51. Hágase girar alrededor del eje polar la parte de la cardioide y =444 cos 4 


ñ 


que está entre las rectas Ó =U y Q = 7 Calcular el volumen. Sol. 160 x. 


161. Longitud de un arco de curva. Por longitud de una recta 
queremos decir, ordinariamente, el número de veces que podemos 
colocar sucesivamente sobre ella un segmento rectilíneo que se toma 
como unidad de longitud; así, por ejemplo, el carpintero mide la 
longitud de una tabla aplicando a ella repetidas veces el metro, u otra 
unidad de longitud . 

Puesto que es imposible hacer que un segmento rectilíneo coincida 
con un arco de curva, no podemos medir las líneas curvas de la misma 

manera que las rectas. Entonces proce— 
E demos como sigue. 

Dividimos el arco de la curva, figu- 
ra 139, (como 48) en cualquier número 
de partes de una manera cualquiera (co— 
y mo en C, D, E) y unimos los puntos 

sucesivos de división (como AC, CD, 
Fig. 139 DE, EB) formando una poligonal . 


La longitud de un arco de curva se define como el límite de la suma de 
los lados de la poligonal cuando el número de los puntos de división tiende 
a infinito, al mismo tiempo que cada uno de los lados tiende a cero. 


Puesto que ese límite será también la medida de la longitud de 
algún segmento rectilíneo, el hallar la longitud de un arco de curva se 
llama también ** rectificar la curva *?. 

En Geometría el estudiante ya se ha servido de esta definición de la 
longitud de un arco de curva. Así, la longitud de la circunferencia se 
define como el límite común de los perímetros de polígonos regulares 
inseritos y cireunseritos cuando el número de los lados aumenta infini- 
tamente. 

El método del Artículo 162 para determinar la longitud de un arco 
de curva plana se funda en esta definición. El estudiante debe obser- 
var cuidadosamente cómo se aplica. 
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162. Longitudes de arcos de curyas planas; coordenadas rectangu- 
lares, Ahora vamos a expresar en forma analítica la definición de 
artículo anterior, sirviéndonos del teorema fundamental. 

Dada la curva 

y=/f(x) 


y en ella los puntos P'(a, e) y Q(b, d); hallar la longitud del 
arco P'Q. 


Primer PASO. Tomemos cualquier número n de puntos sobre la 
curva entre P! y (Q, y tracemos las cuerdas que unen los puntos 
adyacentes, tal como se indica en la figura 140. Evidentemente, la 
longitud buscada del arco P'Q es el límite de la suma de las longitudes 
de estas cuerdas. 


Fig. 140 Fig. 141 


SEGUNDO PASO. Consideremos uha de estas cuerdas, PP" pur 
ejemplo, y sean las coordenadas de P* y P" 


PU, y) y P"(Y+AY. y + Ay). 
Entonces, como en el Artículo 95, 


Pp =EIFFODT, 


27% 
O sea, pp” = E + (55) | Az. 
a 


Epuserrao dentro del radical por | 
y multiplicando fuera de él por Ax”. 


Pero, según el teorema del valor medio (Art. 116), obtenemos 
(si $ (b) — f (a) se representa por Ay” y b—a por Ax'), 


2h $10), E <a $74 Ar) 


siendo xi la abscisa de un punto Pi, de la curva entre P! y P", en 
el cual la tangente es parulela a la cuerda. 
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Sustituyendo , P!P"=[1+ f'(21):]4Ax' 

= longitud de la primera cuerda. 
Análogamente, P"P"=[1+/'(22) Ax" 

= longitud de la segunda cuerda. 


PWo=l[1+/Y$'(x,)* [Az 
= longitud de la enésima cuerda. 


Entonces la longitud de la poligonal inscrita que une P* y (Q 
(la suma de las cuerdas) es la suma de estas expresiones, a saber, 


l1+ (6) VA +11+J'(09) 440 + ...+11+/'(2)? “Ac 


= +0) ALO, 


¡1 


TerCER PASO. Aplicando el teorema fundamental, tendremos; 
" j b 
O E 
" "al le] 


Por esto, designando la longitud del arco P'Q por s, resulta, para 
la longituá del arco, la fórmula 


= li+sa Pa, O sen, 


(G) E 


en donde y! = A se obtiene en función de + de la ecuación de la 
curva dada . 
A veces es más cómodo emplear y como variable independiente. 
A fin de deducir una fórmula aplicuble a este caso, sabemos, según el 
Artículo 39, que 
de A. E 
de de luego dz = x' dy. 
dy 
Sustituyendo estos valores en (G), y observando que los limites de 
y correspondientes son e y d, obtenemos también , como fórmula para 
la longitud del arco, 


(4) 5 | er+ay dy, 
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en donde z' == se obtiene en función de y de la ecuación de la 


curva dada. 


La fórmula (G) puede deducirse de otra manera. En efecto, la 
fórmula (D) del Artículo 95, 


(1) ds = (1+y2% dx. 
da la diferencial del arco de una curva. Sia partir de (1) procedemos 
como en el Artículo 142, obtenemos (G). Igualmente, (4H) se deduce 
de (E) del Artículo 95. Por último, si la curva está definida por 


ecuaciones paramétricas 


(2) =Jf(), y=e(), 
conviene emplear la fórmula 
pe 
a) .= farra Urra, 
1 
puesto que, según (2), dx = f'(t)dt, dy = p'(t)dt. 
EJEMPLO l. Hallar la longitud de la circunferencia x* + y? = r?, 
Solución. Derivando, A 
y 


dx 


Sustituyendo en (G), 


ME +45]%s 
2.20 y X 


e TE 
0 y? v Lri—x? 


| 012 ciccont y =1r?—x?, según la osatic | 


Arco BA 


de la circunferencia, a fin de tener todo en tér- 


minos de x. Fig. 142 


arco BA = EG = HL. (Véase el ejemplo | del Articulo 154.) 
o Yr=x2 2 


Luego la longitud total es igual a 2 xr. 
EJEMPLO 2. Hallar la longitud del arco de una arcada de la cicloide 
x=a(0-sen0), y =a(l —cos8). 


Véase el ejemplo 2, Art. 8l. 
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Il 


Solución. dx =a(l —cos9)d0, dy = a send d0, 


Luego  dxi+ dy? 
Art. 2. 


Empleando (3), $= fr asen 140d0=8a. 
0 


2a*(1— cos0)d0? =4 a? sen? 150 d0?. Según (5), 


Los límites son los valores de (en O y D (véase la fignra 62 del Articu- 
lo 81): esdecir, A=0 y 0 =2x. 


EJFMPLO 3. Hallar la longitud del arco de la curva 25 y? = x% desde 
x=0 hasta x = 2, 


Solución. Derivando, y'=Y4 yA, 
Luego, según (G), 


(4) = [+ Ad far dx. 
0 


El valor de la integral en (4) se determinó, aproximadamente, aplicando la 
regla de los trapecios, en el ejemplo 2 del Articulo 148, y según la regla de 
Simpson en el ejemplo 2 del Articulo 149. Tomando este valor, s = 4 (4,821) 
que es igual a 2,4] unidades lineales. 


163. Longitudes de arcos de curyas planas; coordenadas polares, 
De (1) del Artículo 96, procediendo como en el Artículo 142, obte- 
nemos para la longitud del arco, la fórmula 


ole (8) Te 


en donde han de sustituirse de la ecuación de 


do 
la curva dada los valores de p y ym en tér— 
minos de $. 
Fig. 143 A veces conviene más emplear p como 


variable independiente, y entonces la ecua— 
ción tiene la forma 


0=+$ (o) ) 
de 
de «donile de =$ (u) do = Te do. 
p 
Sustituyendo en [o*d0* + do? 4, 


a 4 
obtenemos E (is) + | do.. 
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De aquí, si y1 y o» son los límites correspondientes de la variable 
independiente o, obtenemos para la longitud de arco, la fórmula 


Y CAN 
(7) fo E 2) +1] A 


en la que ha de sustituirse de la ecuación de la curva dada el valor de 


29 en términos de 0. 
de 


EJEMPLO. Hallar el perimetro de la cardioide 4 = all + cos M1. 
Solución. Aquí, Z = —a sen 0. 


Si hacemos variar € desde () hasta 7, el punto 
P engendrará la mitad de la curva. 
Sustituyendo en (/), 


5=/ “[a2(1 + c0s 0)? + a? sen? 9]% de. 
0 


= afro +2 cos 8)4% dh 
0 


1 = a f/"cos Pd0=4 a. Fig. 144 
0 2 


=X24A. 


PROBLEMAS 


1, Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es y" = x?, com- 
prendido entre los puntos (0, (0) y (8, 4). Sol. 9,07. 


2. Hallar la longitud del arco de la parábola semicúbica uy? = x* desde ul 
origen hasta la ordenada x =5u. 


A 
2x 
desde el punto de abscisa x = 1 al punto de abscisa x = 3. Sol. Y. 


A 
3, Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación ts y = os + 


4. Hallar la longitud del arco de la parábola y? =2 px desde el vértice a 
un extremo del lado recto. 


Sal. 2 242 1n (14+V7). 


2 


5. Hallar la longitud del arco de la curva y? = x* desde el punto correspon- 
dientea x =0 al punto donde x = %. Sol. 1%. 


6. Hallar la longitud del arco de la parábola (6 y = x* desde el origen al 
punto (4, 4). Sol, 4,95, 
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7. Determinar, aplicando la regla de Simpson, la longitud aproximada 
del arco de la curva 3 y = x? desde el origen al punto (l, Y). Sol. 1,09. 


8. Hallar la longitud del arco de la curva y = In sec x desde el origen al 


punto (5 ln 2). Sol. In (Q4+vV3). 


9. Hallar la longitud del arco de la hipérbola x? — y? = 9 comprendido 
entre los puntos (3, 0) y (Ó, 4). (Empléese la regla de Simpson.) 
Sol. 4,56. 


10. Hallar la longitud del arco de la parábola y =4x— x? que está por 
encima del eje de las x. Sol. 9,29. 


4 2 
11. Hallar la longitud total de la hipocicloide + yA = A. Sol. 6a. 


ES zx 
12. Rectificar el arco de la catenaria y = E + 3) desde x=0 al 


punto (x. y)- E ea 
Sot INS € PAS 
13. Hallar la longitud de una arcada completa de la cicloide 
x=rbarc verse -V 2ry-u?. Sol. 8r. 
dx y 


SUGESTICN. Empléese (H) del Articulo 162, Aquí -- = A 
dy y ?ry-—y 


14. Rectificar el arco de la curva 9 ay? = x(x-3 a)? desde x=0 a x=3 a. 


Sol. 2avV3. 


YA (9yA 
15. Hallar la longitud en un cuadrante de la curva (5) + (2) = ). 
a? + ab + pb? 


Sol. 
a+b 
y er+ 1 
16. Hallar la longitud entre x =4d4 Y x= b de la curva e” = -=T1 
o 
Sol. In A + a—b. 
17. Las ecuaciones de la evolvente de un circulo son 
de = alcos 0 +0 sen 0), 
y = alsen 0 — 6 cos 6). 
Hallar la longitud del arco desde 4 = 0a 0=01. Sol. Ya0x. 


18. Hallarla longitud del arco de la curva 


x = el sen 0 pa _ A 7 
o UA ERAS a vi -1) 
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Hallar la longitud del arco de cada una de las siguientes curvas, comprendido 
entre los puntos cuyas abscisas se indican: 


19. y=1In(l — y?) desde x =0ax= 1%. 


20. y = EL tn x desde =1 ax =2. 


21. y = In ese x desde x = E a x= 


wa 


22. 3x?= y? desde y =l a y = 20. 


23. Una arcada de la curva y = sen x. 


24, Hallar la longitud del arco de la espiral de Arquimedes, Q = at, desde 
el origen al extremo de la primera vuelta. 


Sol. aa VIFIR+TIla+ VW TF 42). 


25. Rectificar el arco de la espiral Q = e% que va del origen al punto 
(o, 0). 
SUGESTION. Empléase (J). Sol. L ya +1, 
a 


26. Hallar la longitud del arco de la curva 0 =u sec? - desde 0 =0 


a E 

al=>z Sol. [Wi+In(wW2+1)] a. 

HA 

l+c0s 0 

Sol. V2+1n (vW2+1). 

28. Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica p/= a limitado 
por los puntos (01, 01) y (02. 0). 


Sol. Var+o2—vV a +02 +4 ln 


27. Hallar la longitud de la parábola o = desde 4 =0 4206 = F 


orla+ Y a? + 09?) 
orla+ War) 


29. Demostrar que la longitud total de la A 


curva P = u sen? a es +5 


OA, AB y BC (fig. 145) están en progre- 


sión aritmética. 


. Demostrar que 


30. Hallar la longitud del arco de la ci- 
soide 0 =2a4 tg 0 sen 0 desde 0=0a 4 == 


31. Determinar, aproximadamente, el pe- 
rimerro de una hoja de la curva Y = sen 2 0. Fig. 145 


164. Areas de superficies de revolución. Una superficie de revo- 
lución está engendrada haciendo girar alrededor del eje de las x el 
arco CD (fig. 146) de la curva y = f (1). Se desea medir el área de 
esa superficie, sirviéndonos del teorema fundamental. 
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Primer Paso. Como antes, dividimos el intervalo AB en subin- 
tervalos Ax, Az», ete., y levantamos ordenadas en los puntos de 
división. Trazamos las cuerdas CE, EF, ete. de la curva. Cuan-— 
do la curva gira, cada cuerda engendra la superficie lateral de un 
tronco de cono de revolución. El área de la superficie de revolu- 
ción se define como el límite de la suma de las áreas laterales de 
estos conos truncados. 


HS 


1 
O 


O, 


ARA * 


Fig. 146 Fig. 147 


SEGUNDO PASO. Para mayor claridad tracemos el primer troneo 
de cono en escala más grande (fig. 147). Sea M el punto medio de 
la cuerda CE, Entonces 


(1) Area lateral =21NM-CE. * 


Para aplicar el teorema fundamental es necesario expresar este 
producto como función de la abscisa de algún punto del intervalo Ax. 
Como en el Artículo 162, empleando el teorema del valor medio, 
obtenemos la longitud de la cuerda , 


(2) CE=l1+J$'(2:P]* Am, 


en donde x, es la abscisa del punto Pi(x1, y1), del arco CE, donde 
la tangente es paralela a la cuerda CE. Sea R el punto en que la recta 
horizontal trazada por M corta a QP1 (la ordenada de P,), y desig- 
nemos RP, por £1.** Intonces 


(3) NM = Y — €1. 


* Elarea lateral de un tronco de cono de revolución es igual a la circunfe- 
rencia de la sección media multiplicada porel lado del tronco. 


** El lector observará que cuando Áx, tiende a cero, €, también tiende a cero, 
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Sustituyendo (2) y (3) en (1), obtenemos 


2 (9 —81)[1+/(21)?]* Ati = área lateral del pri- 
mer tronco de cono. 
Análogamente, 


2 1 (y — €e2) [1 +/$'(22)* ]* Axs = área lateral del segun 
do cono truncado. 


2 (Yu —en) 11 +/'(2,)*]4 Az, = área lateral del últi- 
mo tronco de cono. 
Luego 


Yy2 (y —e) 11 +$'(2:)*]* Az; = suma de las áreas 


¡=1 
laterales de los tonos truncados. 
Esto puede escribirse 


(4) 2x1 +/'(0924Ax2- 231 Dell +3J"(2)* 1% Az. 


i=1 í=1 


TERCER PASO, Aplicando el teorema furdamental a la primeru 
suma (empleando los límites OA =a y OB=b), obtenemos 


” > 
E 22 ayi +J1(09 1 am | 2 yl 1 + (2)? 1% de. 
' 7 " 


El límite de la segunda suma de (4) cuando n—><w es coro.* De aquí 
que el área de la superficie de revolución engendrada haciendo girar el 
arco CD alrededor de OX viene dada por la fórmula 


h amu 
SS dyy | 
(K) 5.25 f y[1+ (2) 2 


+ Esto se ve facilmente como sígue; designemos la segunda suma por Sy. 


Si e es igual al mayor de los números positivos |£1|. |Esl, .... |enj. en- 
tonces 


Snsr Y 1141 (x0)1]% Axa, 
i=l 


La suma de la derecha es igual, según el Articulo 162, a la suma de las cuerdas 
CE, EF, etc. Sea esta suma ln. Entonces 


Sn<tln. Puesto que lim e=0, Snes un infinitéesimo, y por tanto, lim Su=0, 
S n— M2 
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en donde Sz representa el área buscada. También podemos escribir 
la fórmula en la forma 


d 

(2) S=2 x/ y ds. 

Análogamente, cuando (OY es el eje de giro empleamos la fórmula 
d 

(1) 5/23 x ds. 


En (Z) y (27), ds tendrá una de las tres formas (C), (D), (E) 
del Artículo 95, a saber, 


2 27% 
ds = + (22) | d=[1+ (5) | dy = (de + dy) %. 


De estas tres formas emplearemos la primera o la segunda según la 
variable independiente que hayamos elegido ; la tercera. si la curva 
dada está definida por ecuaciones paramétricas. Para emplear (2) o (M), 
hay que calcular ds en primer lugar. 

La fórmula (L) se recuerda fácilmente si consideramos una faja 
angosta de la superficie, incluída entre dos planos perpendiculares 
al eje de revolución, y miramos esta faja como , aproximadamente, la 
superficie convexa de un tronco de cono de revolución de lado ds, 
con una sección media cuya circunferencia es igual a 2 1y, y, por 
tanto, de área 2 xy ds. 


EJEMPLO l. El arco de la parábola cúbica 
(3) ay =x0. 


comprendido entre x =0 y x=a, gira alrededor de OX (fig. 148). Hallar 
el área de la superficie de revolución que se engendra. 


Solución. Según (5), y! E 
Por tanto, 

ds= (1+y2)A dx = (a+ +9 x4)4 dx. 
Luego, el elemento de área = 2 y de 


=?z (ar +9 x1) 4 x3dx, 
a 


Fig, 148 Por tanto, según (L), 


SL UA A 
Sr E a+ x0% x3 dx Ta (A +0 xx?) ' 


= 7 (104 10 — 1)a? = 3,6 a?. 
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EJEMPLO 2. Hallacel área del elipsoide de revolución engendrado haciendo 
girar alrededor de OX la elipse cuyas ecuaciones paramétricas (véase (3) del 
Artículo 81) son x=aco0sp. y = b sen y. 


Solución. Tenemos 
dx =—aseng de, dy =bcos do, 
y ds = (dx? + dy?) 4 = (a? sen? y + hb? cos? p)4 de. 
Luego, el elemento de área =2 1y ds 


=l21b(a% sen? p + b? cos? 4) 5% sen $ de. 


(0. 14 S2=2xb | (a? sentó + 52 cos? p) 4 seno de. 

0 
A fin de integrar, sea u = cos. Entonces, du = — sen $ dy. Ademas, 
a? sen? + b? cos? p = a*(l — cos? p) + b? cos? p = a? — (a? — b?) u?. 


Poresto, empleando los nuevos límites u = 1, u =0, eintercambiando los 
limites de u (Art. 150), 2] resultado cs 


1 
1MS:=2 ab /| [a2 — (a? — 5%) u2]% du. (a > b) 
0 
Resolviendo esta integral aplicando la fórmula (22), obtenemos 
; Val — BE 
Sr = 1 1b? + ¿mob arcsen e, en donde e = excentricidad = AA , 
e a 


EJEMPLO 3, Hallar el área de la superficie de revolución que se engendra 
cuando la hipocicloide x% +y% =a% gira alrededor del eje de las x. 


y PM YA 
Solución, Aqui, de A 


Sustituyendo en (L), observando que 
el arco BA engendra sólo una mitad de 
la superficie, obtenemos 


Sz 2 na/ f” (a% — yAy% Y dx. 
2 al) 


Estaes una integral impropia, puesto 
que la función por integrar es disconti- 
nua (llega a serinfinita) cuando x =0, 
Empleando la definición (l) del Ar- 
tículo 154, el resultado es 

Sr_ 6x0 
Ax 5 
De donde, 


_ ln? 
Sa 6 Fiz. 149 
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PROBLEMAS 


1. Hallar, por integración, el área de la superficie esférica engendrada 
haciendo girar el circulo x? + y? = r? alrededor de un diámetro. Sol. 4ar?, 


2, Hallar, por integración, el área lateral del cono engendrado al hacer 
girar el segmento que une el origen con el punto (a, b) alrededor de OX. 


Sol. nabvV a?+b?. 


3. Hallar, por integración, el área lateral del cono que se engendra cuando 
la recta y =2 x, desde x=0a x=2, gira: a) alrededor de OX; b) al- 
rededor de OY. Verificar los resultados geométricamente. 


4. Hallar, por integración, el área lateral del tronco de cono que se obtiene 
cuando el segmento de la recta 2 y =x — 4 desde x =0a x = 5, gira alrededor 
de OX. Verificar el resultado geométricamente. 


5. Hallar el área de la superficie que se engendra cuando el arco de la pará- 
bola y = x?, desde y =0U a y =2, gira alrededor de OY. Sol. ax. 


6. Hallar el área de la superficie que se obtiene cuando el arco de la pará- 
bola y = x?, desde (0, 0) a (2, 4) gira alrededor de OX. 


7. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar alrededor 
de OX el arco de la parábola y? = 4 — x que está dentro del primer cuadrante, 
Sol. 36,18. 


8. Hallar el área de la superficie engendrada cuando el arco de la parábola 
y? =2 px desde x=0 a x =4 p, gira alrededor de OX. Sol. 5% ap?. 


9. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar el arco de la 
curva y = x3 desde (0, 0) a (2, 8), alrededor de OY. 


Hallar el área de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien- 
tes curvas gira alrededor de OX. 


10. 9y=x?, desdex=02ax=2. Sol. “%Yix. 


11. y? =9x, desdex=0 a x=4. 49 x. 

12. y? =24-—4x, desde x =3 a x =6. 5 xn. 

13. 6y=x?, desdex=0a x=4. SS 

14. y=e", desdex=0ax=00. alYV2+ in (14 V42)]. 
15. El lazo de 9 ay? = x(3 a — x)?. 3 xa?. 

16. 6axy=x143 at, desde x=a a x=2la. “Ys xa?. 

17. Un lazo de 8 a?y? = a?x? — x!. Y xa?. 


18. y +4x=2 log y, desde y=1lay=2. 'a. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 
24. 
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La cicioide ! x =a(0 — sen 0), Sol. *% xa?. 
y =a(l —cos8), 
La cardioide Í * = 9 ( cos 0 — cos 2 4), 129% xa?. 
y =a(l sen 0 — sen 2 0). 


=4x, desde x=0 a x =3. 
x?24 y? =4, desde x=1l a x =2. 
x? +4 y? = 36. 
9 x2? + 4 y? = 36. 


Hallar el área de la superficie que se obtiene al hacer girar cada una de las 
siguientes curvas alrededor de OY. 


25. 


31. 
32, 


x= y? desde y =0 ay=3. Sol. Yrx[ (730) %-1]. 
y=x?* desde y=0a y =3. 

6atxy = x*+3 a*, desde x=a a x=3a. (20 + In 3) xra?. 
4y=x?*?—2Inx, desde x =1 ax =4. 24 1. 
2y=xWx2-1+In(x-Wx2-1), desde x=2ax=35. Sol. 78x. 
y? = x3, desde x=0a x =8. 713. 
4y=x?, desde y=01ay=4. 33. 4x?*+ y? = 64. 

1244 y? = 16. 34. 9x=y?, desde y=0 a y=3. 


Hallar el área de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien- 
tes curvas gira alrededor de OX o OY. 


35. 


36, 


Alrededor de OX Alrededor de OY 


Solución Solución 

¿ 2 2 xb? ¡, 1+e 

La el PR TA a? re 
a elipse q + 1 > DA 
SUGESTION. e=excentricidad de la 
elipse 
za APA - ci 

La catenaria y == ERE U 
desde x=0a x=a. lirica 2 2a? (1—e-1). 

(Figura 261.) 
x*43=6 xy, desdex=lax=2. 17/51. (144 In 2). 


37. 


38. 


39. 


: x=e sen ladegaVa Z. PEZ (02). 220041). 
y=e! cos Ó, 7 5 


2 
3x24+4y2=3 0? (3+5)«.. (443 In 3) >. 
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40. La pendiente de la tractriz en cualquier punto de la curva del primer 
a d = 
cuadrante viene dada por la fórmula LL Demostrar que la super- 
dx V 2 — y? 
ficie que se obtiene haciendo girar alrededor de OX el arco que une los puntos 
(xi Yi) y (xz ya), sobre la tractriz, es 21c(y, — ya). (Fig. 200.) 


41, Se hace girar alrededor de OX la superficie del primer cuadrante limi- 
tada por las curvas cuyas ecuaciones son y = x* y y =4x, Hallar el área total 
de la superficie del sólido que se obtiene, Sol. 410,3. 


42. Se hace girar alrededor de OY la superficie limitada por el eje de las y 
ylas curvas cuyas ecuaciones son x?=4y y x—2y>+4=0. Hallar el área 
total de la superficie del sólido que se engendra. Sol. 141,5, 


43, Hallar el área de la superficie que se engendra cuando se hace girar alre- 
3 
dedor de OX el arco de la curva cuya ecuación es y = E desde x=1 a 
x 
xa=3. 


208 x 


IM 
So 5 


44, Hallarel área total de la superficie del sólido que se engendra cuando la 
superficie limitada por las dos parábolas y? =4x y y? = x +3 gira alrededor 
de OX. 


Sol. hr (174 17+32 12 - 17) = 51,53. 


45. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar una arcada 
de la curva y = sen x alrededor de OX, Sol, 14,42. 


165. Sólidos cuyas secciones transversales se conocen. En el Ar- 
tículo 160 hemos estudiado el volumen de un sólido de revolución , tal 
como el de la figura 150, Todas las 
secciones transversales por planos 
perpendiculares al eje de las x son 
círculos. Si OM =x, MC = y, 
entonces 


(1) Area de la sección trans- 
versal ACBD = 1x1 y? 


=alp$(0)], 


si y=%(x) es la ecuación de la 
curva engendradora OCG. Por lan— 
to, el área de la sección transversal 
por cualquier plano perpendicular a OX es una función de su distan— 
cia (=x) al punto O. 
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Ahora vamos a estudiar el cáleulo de volúmenes de sólidos que no 
son de revolución , cuando es posi- 
ble expresar el área de una sección 
cualquiera del sólido, que sea 
perpendicular 4 una recta fija 
(como OX), como función de su 
distancia de un punto fijo (como 0). 

Dividamos el sólido en n reba— 
nadas, cada una de espesor Az, 
por secciones equidistantes perpen— 
diculares a OX. Fig. 151 

Sea FDE una cara de una de 
las rebanadas y sea ON =x. Entonces, por hipótesis, 


(2) Area FDE = A(x). 
El volumen de esta rebanada es igual, aproximadamente, a 


(3) Area FDE x Ax = A(z)Ax (base x altura). 


n 
Entonces y A (1,)Ax, = suma de los volúmenes de todos esos pris- 
f=l 


mas. Es evidente que el volumen pedido es el límite de esta suma ; 
por tanto, según el teorema fundamental , 


lim A (2) Ax; = S A(ejdz, 
n—> 0 ¿ai 
y, por lo tanto, tenemos la fórmula 
(w) V= f4tar, 


en donde A (2) está definida por (2). 

El elemento de volumen es un prisma (en algunos casos, un 
cilindro) cuya altura es dr y cuya base tiene de área A(x). Es 
decir, 


dV = A(x) dz. 
EJEMPLO l. La base de un sólido es un circulo de radio r (fig. 152). 


Todas las secciones perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados. 
Hallar el volumen del sólido. 
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Solución, Sea la base el círculo x? + y? =+* en el plano XY, y OX 
el diámetro fijo. Según el enunciado la sección PORS perpendicular a OX es 
un cuadrado, cuya área es 4 y?, si PO =2 y. (En la figura se ha suprimido 
la parte del sólido a la derecha de la sección PORS,) 

Por tanto, A(x) =4 y? =4(r2— x?), y según (N) 


A 
Volumen = 4 (rl —=x*) dx 


el —y 


=p, 


3 


Fig. 152 Fig. 15 
EJEMPLO 2. Hallar el volumen de un conoide recto de altura a, con base 


circular de radio r. 


Solución, Colocando el conoide como muestra la figura 153, consideremos 
una sección POR perpendiculara OX. Esta sección es un triangulo isósceles, 


y puesto que 
RM=vV 1 rx — x2 


(este valor se obtiene despejando y de la ecuación x? + y? = 2 r5rx, que es la 
ecuación de la circunferencia ORAQ), y 


MP = a, 
uVl2lrx=x? = A (x). 


Sustituyendo en (N). tendremos 


2r A, nr? 
V=af) V 7 rx xl dx = E: 
0 


el área de la sección es 


Esta fórmula nos dice que el volumen del conoide es la mitad del volumen 
del cilindro de la misma base y altura. 


EJEMPLO 3. Calcular el volumen del elipsoide 


a 


a? ca p2 + (2 


mediante una sola integración. 
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Solución. Consideremos una sección del elipsoide perpendicular a OX, 
como ABCD (fig. 154) con los semiejes b' y c'. La ecuación de la elipse 
HEJG en el plano XOY es 


Fig, 154 


Despejando y (= b') de esta ecuación en función de x(= OM), obtenemos 
en. 
b!= Y at x?, 


De la misma manera, de la ecuación de la elipse EFGI en el plano XOZ 
obtenemos 


VEA. 


cl 
Luego el área de la elipse (sección) ABCD es 
able! = TO (a? — x?) = A(x). 
a 
Sustituyendo en (N), resulta, finalmente, 


+a 
V = aho (a? — x2) dx = 3 xabc. 
a J-a 


PROBLEMAS 


1. Un sólido tiene base circular de radio r. El segmento AB es un diáme- 
tro de la base. Hallar el volumen del sólido si cada sección plana perpendicu- 


lara AB es: 

a) un triángulo equilátero; Sol. 4riyv3. 
b) un triángulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa está en el plano de la 
base. Sol. Y r3 

c) un triángulo rectángulo isósceles con cateto en el plano de la base; 

Sol. Ar, 
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d) un triángulo isósceles de 20 cm de altura; Sol. 10 xr?, 


e) un triángulo isósceles con altura igual a su base. $4 r3. 


2. La base de un sólido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 20 cm 
y eje menor de l0 cm. Hallar el volumen del sólido si cada sección perpendicu- 
lar al eje mayor es: 


a) un cuadrado; Sol. 1333 cm?. 
b) un triángulo equilátero; 577,3 cm?. 
c) un triángulo isósceles de 10 cm de altura. 785,4 cm3. 


3. La base de un sólido es el segmento parabólico obtenido cortando la curva 
por una cuerda perpendicular a su eje. La cuerda tiene l6cm de largo y dista 
Sem del vértice de la parábola. Hallar el volumen del sólido si cada sección 
perpendicular al eje de la base es; 


a) un cuadrado; Sol. 1024 cm?. 
b) untriángulo equilátero; 443,4 cm?. 
c) un triángulo isósceles de 10 cm de altura. 426,7 cm?. 


4. Una pelota de fútbol americano tiene 10 pulgadas de largo, y una sección 
plana que contiene una costura es una elipse cuyo diámetro menor es de 8 pulga- 
das. Hallar el volumen: a) si el cuero está tan estirado que cada sección trans- 
versal es un cuadrado; b)  sila sección transversal es un círculo. 


Sol. a) 341% pulgadas cúbicas; b) 535,9 pulgadas cúbicas. 


5, De un cilindro de 5 cm de radio se corta una cuña mediante dos planos: 
uno es perpendicular al eje del cilindro, y el otro pasa por un diámetro de la 
sección hecha por el primer plano y forma con éste un ángulo de 45%. Hallar el 
volumen de la cuña. Sol. 25% cm3, 


6. Los ejes de dos cilindros de igual radio r se cortan en ángulo recto. 
Hallar el volumen de la parte común a los dos cuerpos. Sol. 1% r?. 


7, Un circulo de radio a se mueve de manera que su centro describe una cir- 
cunferencia de igual radio, mientras su plano se mantiene paralelo a un plano 
dado que es perpendicular al plano del círculo dado. Hallar el volumen del 
sólido que se engendra. Sol. %a(B 148). 


8. Un triángulo equilátero variable se mueve de manera que su plano se 
mantiene perpendicular al eje de las x, mientras que los vértices de su base 
se apoyan sobre las curvas y? = 16 ax y y? = 4 ax, situadas por encima del eje 
de las x. Hallar el volumen que el triángulo engendra cuando se mueve del ori- 
gen a los puntos cuya abscisa es «. Sol. UV 3 a? 


9. Un rectángulo se mueve desde un punto fijo. Un lado del rectángulo es 
siempre igual a la distancia de este punto, y el otro es igual al cuadrado de esta 
distancia. ¿Qué volumen se engendra cuando el rectángulo se mueve 2 metros? 


Sol. 4m2. 
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ñ 2 3 
10, Sobre las ordenadas dobles de la elipse E =l, se construyen 
a 
triángulos isósceles de ángulo en el vértice de 90%, en planos perpendiculares 
al de la elipse. Hallar el volumen del sólido que se engendra si tal triángulo 
variable se mueve de un extremo a otro del eje horizontal de la elipse. 
Sol. Y ab?, 


Calcular los volúmenes limitados por las siguientes superficies de segundo 
grado y los planos dados. 


11. z=x?2+4y* z=1. Sol. Y a. 
12. 4x2 +922+y=0 y+1=0. Ya T. 
13. x24+4y=1+2% 24+4!1=0 z-1=0. 44 x. 
14, 25 y +92 =1+4+x?% x=0;3 x=2. 15 1. 
15, x*4+4y2+9z2?*=1. YT. 
16. 22 =x?+9 y? z+1=0. Y ñ. 


17. Sedan la parábola z =4—x?, enel plano XZ, y el circulo x?+ y? =4 
en el plano XY. Por cada punto de la parábola que está por encima del círculo 
se trazan dos rectas paralelas al plano Y Z que se apoyan en la circunferencia, 
limitando un sólido en forma de cuña. Calcular el volumen de este sólido. 

Sol. Óx, 


18. Hallar el volumen del sólido limitado por el hiperboloide de una hoja 


2  y2 2 
=p! y los planos x=0 y x=a. Sol. Y xabc. 


19, Un sólido está limitado por una hoja del hiperboloide de dos hojas 


a O a 1 yel plano x =2u. Hallar el volumen. Sol, %xabe. 


20. Hallar el volumen del sólido limitado por la superficie 
xt yy 22 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Hallar el área del lazo de la curva 
y = (x+4) (1? =x+2y>—4). Sol. 25%5. 


2, Un punto se mueve a lo largo de una parábola de manera que la razón de 
las áreas descritas porel radio vector que lo une con el focoa los tiempos emplea- 
dos en describirlas es una cantidad constante. Si el punto se mueve del vértice a 
un extremo del lado recto en un segundo, ¿cuál será su posición después de lo: 
8 segundos siguientes? Sol. Distancia del foco = % lado recto. 
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3, Hallar el perimetro de la figura limitada por la recta y = 1 y la curva 
4 y=e24 e, Sol. 13 +In(2+4+V3) =3,05. 


4. El arco OP de la curva xy =x— y une el origen con el punto 
P(x1. yi). y limita, con el eje de las x y la recta x= x1, una área A. 
El mismo arco limita, con el eje de las y y la recta y = y, una área B. 
Demostrar que los volúmenes que se obtienen haciendo girar A alrededor 
del eje de las x y B alrededor del eje de las y son iguales. 


5. La superficie limitada por la curva 16 y? = (x +4)? y su tangente en 
el punto (12, 16) gira alrededor del eje de las x. Hallar el volumen engendrado. 
1024 
Sol. —= X. 
9 

6. La base de un sólido es el área limitada por la parábola y? = 2 px y su 
lado recto (cuerda trazada pot el foco, perpendicularmente al eje de simetria). 
Cada sección del sólido hecha por un plano perpendicular al lado recto es un 
rectángulo cuya altura es igual a la distancia entre la sección y el eje de la pará- 
bola. Hallar el volumen del sólido. Sol. Y p?. 


7. Dada la elipse 9 x? 4 25 y? = 225, alrededor de esta curva se forma un 
sólido de manera que todas las secciones planas perpendiculares al eje de las x 
son elipses cuyos focos están sobre la elipse dada. Los ejes mayor y menor de 
cada sección son proporcionales a los de la elipse dada. Hallar el volumen del 
sólido Sol. 54 x. 


8. Sea (x, y) un punto sobre la curva del Articulo 159, siendo O el ori- 
gen y OA el eje de las x. Demostrar que (D) puede escribirse 


(1) Area => f(x dy — y dx), 


empleando la transformación (5) del Artículo 3. Los limites se determinan por 
las coordenadas de los extremos de la curva. 


9. Obtener la fórmula del problema anterior directamente de una figura, 
empleando (B) y (C) del Artículo 158. 

La fórmula (1) del problema 8 es útil para las ecuaciones paramétricas. Uti- 
lizando esta fórmula hallar las áreas si- 
guientes; 


10. El área entre la evolvente de un 
círculo 


r cos 0 +r0 sen 0, 
r sen 0 —r0 cos 0 


de 
y 


y el eje de las x prolongado hacia la iz- 
quierda, en la figura 289 (Cap. XXVI). 


11. El área total de la hipocicloide de 
tres cúspides (fig. 155) 
o cosO+rcos2 0, 
y=2r sen 0 —r sen 20. 


Sol. 2axr?. 
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12. Un alambre recto y uniforme atrac una partícula P según la ley de la 
gravitación. La partícula está en la recta del alambre pero no en el alambre. 
Demostrar que el alambre atrae la particula 
como si la masa del alambre estuviera concen- Y 
trada en un punto del alambre cuya distancia 
a P es la media proporcional de las distan- 
cias de P a los extremos del alambre. 


13. Hallar el área del lazo de la hoja de 
Descartes (fig. 156) 


x + y =3 axy. 


SUGESTION. Sea y = tx; 


entonces RÁ - y =e AS 
O AA: 
E mila 07 31 fia Rigo 156 


Los límites para t son O y oo, 


CAPITULO XVI 
ARTIFICIOS DE INTEGRACION 


166. Introducción. Lu integración depende en última instancia 
del empleo de una tabla de integrales. Cuando en un caso dado no se 
encuentra en la tabla ninguna forma semejante a la integral dada, a 
menudo es posible transformar la integral de manera que se puedan 
aplicar las fórmulas de las tablas. Los artificios que suelen em- 
plearse son 


a) integración por partes (Art. 136), 
b) aplicación de la teoría de las fracciones racionales, 
e) empleo de una sustitución conveniente . 


Ahora vamos a estudiar (b) y (e). 


167. Integración de fracciones racionales. Una fracción racional 
es aquella cuyo numerador y denominador son funciones racionales 
enteras, es decir, funciones en que la variable no está afectada de 
exponentes negativos o fraccionarios. Si el grado del numerador es 
igual o mayor al del denominador, la fracción puede reducirse 4 una 
expresión mixta dividiendo el numerador por el denominador. Por 
ejemplo, 

4 y, 3 
E +3 tb DEE 
a+23+1 +23 +1 


Il último término es una fracción reducida a su más simple expre- 
sión, con numerador cuyo grado es menor que el del denominador. 
Fácilmente se ve que los otros términos pueden integrarse inmediata— 
mente; por tanto, solamente tenemos que considerar la fracción 
reducida. 

Para integrar una expresión diferencial que contenga tal fracción , 
a menudo es necesario descomponerla en fracciones parciales más 
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simples, es decir, reemplazarla por la suma algebraica de fracciones 
cuyas formas nos permitan completar la integración. En Algebra 
superior se demuestra que esto es siempre posible cuando el denomi- 
nador puede descomponerse en factores primos reales. * 


Caso I. Los factores del denominador son todos de primer grado, y 
ningún faclor se repite. 


Corresponde a cada factor no repetido de primer grado, como 
2— a, una fracción parcial de la forma 


A 
r—a' 
siendo A constante. La fracción dada puede expresarse como una 
suma de fracciones de esta forma. Los ejemplos muestran el método. 


*(2x+3)dx 
EJEMPLO. Hallar yes TE E 
Solución. Los factores del denominador son x. x—1l. x +2. Supon- 
gamos ** 


(1) 1x +3 Aj Bills E 


TE o 


en donde A, lh, C son constantes por determinar. 
Quitando denominadores de (|), obtenemos 


(2) 2x+3=A(x - ID) (x+20+bB1x+2)x+Ctx— Ia 
2x+3=(A FRECIHF+ (AFB C)jx —2A. 
Puesto que esta ecuación es una identidad, ¡gualamos los cocficientes de la. 


mismas potencias de x en los dos miembros y obtenemos tres ecuaciones simul- 
ianeas 


A+FB+FC=0. 
(3) A+2B-C=2, 
=1A = 3. 


Resolviendo e) sistema formado por las ecuaciones (3), obrenemos 


Véase Advanced Alyebra. por Hawhes, 
En el proceso de descomponer la parte fraccionaria de la Diferencial dada 
no entra ni el signo integral ni dy. 


.» 
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Sustituyendo estos valores en (1), resulta 


2x+3 E 

x(x —1) (x +2) 2x*"3(x—1) 6(x+2) 
2x>+3 Sao dx y LN dx == EEN 
ERRE e HAS x+2 


= —%lnx+% In(x—1)-— Y In(x+2)+ Inc 
clx— 1% 

1 AO 
A (x+2)% 


Un método más breve para obtener de (2) los valores de A, B y C es el 
siguiente: 


Sea el factor x =0; entonces 3=—2 A; A=-—%. 
Sea el factor x—1=0, osea, x= 1; entonces 5 =3 B; B=%. 
Seael factor x +2=0, osea, x= —2; entonces —1=6C; C=-—Y. 


En todos los casos, el número de constantes por determinar es igual 
al grado del denominador . 


Caso II. Los factores del denominador son todos de primer grado, y 
algunos se repiten . 


En este caso a todo factor de primer grado repetido n veces, como 
(x— a)”, corresponde la suma de n fracciones parciales de la forma 


A B L 


(1—a)” at 
en donde A, B, .. , L son constantes. Estas fracciones parciales se 
integran fácilmente. Por ejemplo, 
ÁAdr__ ñ A 
a 4 fa) e=-—>ea+tl: 
3 +1 
EJEMPLO. Hallar Sap 


Solución. Puesto que x — l entra tres veces como factor, suponemos 


tl A B + (8 p D 


CN NS 
Quitando denominadores, 
x41=A(x —1)94 Bx4+ Cx(x — 1)+ Dx(x — 1)2. 
X+l=(A+4D)x*+(3A4HCO—2D)x4+(GBA+FB-C+D)x—A 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, obtenemos las ecua- 
ciones simultáneas 


A+D=!l, 
—=3A+4C-2D=0, 
3A+FB-C+D=0, 


=A=l, 
Resolviendo este sistema, se obtiene A==1, B=2, C=1l, D=?2, y 
" ntptr 
SEG == DC 
-- E in E 
PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


E LN AAA 


i—x?-2x (x+1)? 
2. ¡EE als 110: 

(bx +H3)dxo 2211. O0x+D)0x+3) 
ds Pe pra x? Pa 
Y Leza pDes y Ep BND 

. 4x3— x 
(3x24+5x)dx 0 I y 
5. ( Exrt7xjdr_ Hita 
Dim ln (x +1) (x—1) Ep eE 
o AA ERE RNA , 
A AS 
T Su - Lory +2 10 (y2 +2 y)+C. 
2 
(x—3)dx _ E AR 
his > 
of, cli de 
8 (2 —2x%t)dx E 
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des SE = In 5 = 0.0125. 

E SS, 2 A In Á = 0,2877. 
sl LA y ln 4 > = — 0,4139. 
q PERA = 51n3 —4= 1,4930, 


Calcular cada una de las siguientes integrales. 


" Bdx (5x2+ 14x + 10) dx 
10: x3=4x 2% SEEM (x +2) (x +1)? 
"(5 x?— dx (24 y2 +10y +5) dy 
E * JU -1O0y+ 0" 
17. z+?7)dz : 94. (x +2) dx ; 
(2 +1) (2+2) (2 +3) ez ii at 
"Br + 1lx+2)dx Y AA 
> $: CFGM" e AR 
19 ' x dx A : Qx?+ dx 
(Qx+3) U4x2-D se (x =2)9 
(14 + Dd _(yt— 3 y") dy 
7% ros ET E 
(3% 2: 9 Y dx 28 (Q1é4 314201 —28) dr 
TO ue (2-4 Q:t-1) : 


Caso III. El denominador contiene factores de segundo grado, pero 
ninguno de estos faclores se repile. 


A todo factor no repetido de segundo grado, como 22+px+q, 
corresponde una fracción parcial de la forma 


Ar+B 
?v+pr+q 


El método de integrar una expresión de esta forma se ha explicado 
en la página 252 (ejemplo 2). 
Si p no es cero, completamos el cuadrado en el denominador, 


2 
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Hagamos +16 p=u. Entonces z=u— 4 p, dx = du. Sus- 
fituyendo estos valores, la nueva integral, en función de la variable u, 
se integra fácilmente. 


EJEMPLO 1. Hallar Sa 
e xXx 
A Bx+C 


: 4 
Solución. Supóngase que — — . 
A 1 TOA AAA 


Quitando denominadores, 
4= Al +4) +x(BxX+C)=(A + B)x + Cx+34A4. 
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, obtenemos 
A+B=0 C=0, 44 =4. 
Esto da A=1, B=—1], C=0, de manera que 
4 1 x 


= — -— ——_——_—., 


x(x?* +4) x x?+4 


¡AE 4 dx =f%- xdx 

x(12+ 4) +4 
E 27 Y 2 A DO 
In x 71m (xr + 4) + In c = In pl, 


EJEMPLO 2. Demostrar que 


dx (+22 1 A 
rei lll 


Solución. Descomponiendo en factores x3+8= (x +2) (x* -2x+4), 


Y EZ 
+8 xi2x44 x+2 


= (Ax+ B) (x+2) + C(x?-—2x +4), 
l=(A+FC)I+(QMA+FB-2C)x+2B44C. 


Entonces, 
= — Ya, B = Y, C= Ma. 
Por tanto, 
dx - p-Veax+% "Ys dx 
(2) Sa” Y 


4—x 1 
atra DC. 
=== A 


Ahora bien, 
A—2x+%-(x-1)2+43=40u2+3, six—l=u, 
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Entonces x=u+l, dx= du, y 


4—x dl o A 
fa Xx E OS Var Sin (ul +3): 


Sustituyendo ahora u =x — 1, empleando (4) y reduciendo, tenemos la 
solución. 


Caso IV. El denominador contiene factores de segundo grado y algu- 
nos de estos se repiten . 


A todo factor de segundo grado repetido n veces, como 
(+ pr+ q), 
corresponderá la suma de na fracciones parciales, de la forma 


Lr+ M 


Ar+B q Cr+ D 
+ pet 


A fin de llevar a cabo la integración, se necesita la “fórmula de 
reducción ?? 


du 1 u 
o Sandra 


+(2n— al: 


que se demuestra en el capítulo siguiente. Si n > 2, es necesario 
repetir la aplicación de (5). Si p no es cero, completamos el cuadrado 


P+pr+o=(2+ hp 4M49—p)=uñ+e, ete., 
como antes. 


EJEMPLO. Demostrar que 


21 44+x43 = A 1+3x 3 
AFD dx =1n(x tU FO +7 Zarcilgx+C, 


Solución. Puesto que x? + 1 entra dos veces como factor, suponemos 


1 sali ra A sd UA Ax+B 
(22173 (2 4 1J2 


Cx+D 


UT 


Quitando denominadores, 


2x4 x43=Ax+B+(Cx + D) (x? +1). 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, y resolviendo, 
obtenemos 


Aa. Bu3, Fs. TM -0: 
cid dl de =x+3 xdx 
L A = a 
sm: Sara" A 
2 e E A 
IAN rn +? Fe + 1% 


El valor de la primera de estas dos integrales se determina por la fórmula (4) 
del Articulo 128; el de la segunda por la de reducción ($). que acabamos de 


dar, haciendo u=x, a=1, n=2, Deeste modo obtenemos 
20 + x +3) 3 > 
Ptas 0 ia Ma E A 6: 
S GEF 1? = In (x? titi +em]+ 


Reduciendo, tenemos la solución. 


Conclusión. Puesto que toda función racional puede reducirse al 
cociente de dos funciones racionales enteras, es decir, a una fracción 
racional, se sigue, de la discusión anterior, que toda función racional 
cuyo denominador podamos descomponer en factores reales de primero 
y segundo grado, puede expresarse como suma algebraica de funciones 
racionales enteras y fracciones parciales. Hemos mostrado cómo se 
deben integrar todas las formas posibles de los términos de esta suma. 
Resulta, entonces, el teorema siguiente : 


Teorema, La integral de toda función racional cuyo denominador es 
posible descomponer en factores reales de primero y segundo grados puede 
hallarse, y puede expresarse en términos de funciones algebraicas, loga- 
rítmicas y trigonométricas inversas; es decir, en términos de las funciones 
elementales, 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


(4 x? +6) dx 
=1 4 c. 
A 


(24 x)dx =| ( = IE 1 SL E, 
Z. <= Gw + D níx arc ig X 


*Q4=B81—=8d Za ttic. 
A lr 2) (1244) e 


*(x2+x— I0dx LA +4 mE c 
tintes LS AGO 
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(x—18B)dx q, 41749 
A LRD 4 hare tg 4 O. 
"Qy+u42y 42d s 
J YH 3 2 In (ué + 2)+arctg y +C. 
A AZ 1 
a 
2xdx 
8. A A 
mien" ar +0. 
(1343 x)dx 1 
= Ha la? a , 
dd AF 1) y Ade? 1) =1+*€ 
(549 y —90 yx2-—0)dx x 
bi RA In x(x? + 9)* + C. 
1 pz +2v+8)ldv _ y? pa Z Y? 
a+ 2) +2 2? 4 E 
12. tdi es > 
er ii AE led er do 
a A Mid xHlyo 
atxi+x 3 Fa > 
(x5 +4 x%) de ] 1 
SO Mr 0 Td a A , 
a do 
la, y HE a ar 
"(2224 32+2dz 
16, [/Lar4d2 DM na 2 
FDA F En FS OE 
17. 1+3 y L 42) 1 
== +41+5 di are tg (1 P ) Pair 
18. EEE 
4/1 aitdx ' : 
1 
$ x dx 8 n 
19, —_—_——A>——áA222— A = = 0,667. 
$; (ix +2) (1x2+1]) mid FE 


LQri+ + das 
n itx+1) (241) 


21. E (4x2 +2 x)dx 
a (14241) (7 +1)2 

22, ALEA 

3 1*+ — 16 


2 
23. 4. (z 
o 


20. 


12 
5 


In = 


14222462 +8)dz 


(447 


Tr 
"Ep Y 


LT 162 ¿00% 
2 


20 


= 1,522. 
13 


+2 in 


=2 JE 2 ME 3 
= 31024243 = 1,25. 
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Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. 


as. fCntis ende 29 paz x?4+18 x4-12) dx 
+2x : (x* +43 , 
25. ARTES : 30. e YA 
Z+D (2>+1) Jo (2y+1) (4y24+1) 
6. flo shez, 31. $. _Qx3—4ldx 
xi43x? CEDIDA 
Sa, fia 39, de (Gx +1) dx 
xi4+3x? E E ES 
e Espiar 33. h (2x3 +18) dx 
N+jix+43x Jo (tx +3) (x2 49) 


168. Integración por sustitución de una nueva variable; racionali- 
zación. En el artículo anterior hemos visto que todas las funciones 
racionales, cuyos denominadores es posible descomponer en factores 
reales de primero y segundo grados, pueden integrarse. De las funcio— 
nes algebraicas no racionales, es decir, las que contienen radicales, 
no se pueden integrar en términos de funciones elementales sino unas 
pocas, hablando relativamente. En algunos casos, sin embargo , sus- 
tituyendo una nueva variable, estas funciones pueden transformarse 
en funciones equivalentes que o son racionales o se encuentran en la 
lista de las formas elementales ordinarias (Art. 128). El método de 
integrar una función no racional, reemplazando la variable por una 
nueva variable de manera que el resultado sea una función racional, 
se llama a veces integración por racionalización. Este es uno de los 
artificios más importante en la integración. Ahora vamos a tratar 
algunos de los casos más importantes de esta clase. 


Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de X. 
Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarias de x puede 
transformarse en forma racional mediante la sustitución 


x=>-J" 


siendo n el menor denominador común de los exponentes fracciona— 
rios de x. 


En efecto, 7, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio— 
nalmente en términos de 2. 
EJEMPLO 1. Demostrar que 


xñdx 4 n= E % 
TEA" 3* 3 0+x )J+C. 
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Solución. Aqui n =4. Por tanto, sea x = 2%. 


Entonces, xXó4=z2, x4=23, dx=4z3dz. 
4 dx z? z5 
d a ES = ( 2—_4z3ñdz=4 
De donde A $: 3342 dz $; E 


pS A ES PA 3 
14S(= O + In (142%) +0. 
Sustituyendo ahora z = x%4, tenemos la solución. 


La forma general de la expresión irracional que se trata aquí es 


R (2 az p : 


en donde R representa una función racional de 2”. 


Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de 
a+ bx. Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarias 
de a+ bx puede transformarse en forma racional mediante la susti- 
tución 


a+bx=2"2"”, 


siendo n el menor denominador común de los exponentes fraccionarios de 
la expresión a + bx. 


En efecto, 2, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio— 
nalmente en términos de z. 


E A 
aro + (14) 


Solución. Supóngase que l + x = z?. 


EJEMPLO 2. Hallar / 


Entonces dx=2zdz, (l +A. 23 y (I+x)%=z. 
.S dx AS AN] dz 
IA 313 

=larctgz + C 


2arctg(l + x)4+4C 


después de sustituir el valor de z en términos de x. 
La integral general que se trata aquí tiene la forma 


le. (day lle, 


en donde RR representa una función racional. 
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PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


(Sx +9 dx Vx -—3 
L; Lar LL a E 
Noms als ds 


Vx dx l (¿Mal 3 x 
2. E a = gets] + 
2+la3x 4 Y 6 3 


dx A 
3. (QQ Y AS E 
$3 ]= A 


(xA—x%ddx 2 Y 2 E 
ed ler aa oxÁ E 
x?dx 6x.+Ó6x+!l 
5, A 
Er 0(4x+1)% 


B. La=s- z o id 


x dx 2(2a+ bx) 
To A A NI 
Near BV a+ bx 


3 
B. Sur a+ty dy = 3 (Uy—23a) (a+ y) 4 +0. 


ey yate. x+I+44 Vx FI +4 Im (Vx E 1—1)40, 
Vx+l-—1 
10. VB TAI + VIC. 
I+VxFa 2 
(1+ 5) dt 
11. O VETA Tari 4 0. 
(ara 


3 
12, $ a =2 dido 
o x+212)V Xx +1 - 


13. $ E A 14, == =3 4? 
o 1+VWVx : V1IF4y 


15. 


t l 
S VTIOHVTO Sy 
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1 1574 E 4 El 
16. N ESE 7 $ — FL; 
a xl 3 1 2VIi+E Y l 


9 (x—-2)%d) = 
18, he LA sha 7. 
3 (1-2) 43 e 


¡NE 


Calcular cada una de las integrales siguientes: 


o E 
. oa . De > 
x4+2Vx45 + DÁ— (+A 
20 der di S dx 
E "de y a 9% 
(x+2Ddx S (lx + 3)dx 
21. AKAKKÁKÁ, 25. AA 
NAS (+5) Y Vx +4 


22 ydy Q—-V1x+3)d: dx 
: Qy+3) 1-23 


27. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x HVUx+l p 
el eje de las x y las ordenadas correspondientesa x =3 y x= 8. Sol. 4UY, 


28. Hallar el volumen que se engendra cuando la superficie del problema 
anterior gira alrededor del eje de las x. 


29. Hallar el volumen que se engendra haciendo girar alrededor del eje de 
las x la superficie del primer cuadrante limitada por los ejes de coordenadas y 
cada una de las siguientes curvas; 


a) u=2-vVx. c) y=a-vVax. 
DD y=2-VYx. dy y=4=x2%. 


30. Hallar el área de la superficie limitada por las curvas 
y=2x+VWV2x+1 y y=x-VW2ix+1 
y las ordenadas x =4 y x= 12. 


31. Hallar el área de la superficie limitada por la curva 
(x—-D)y?= (x+1)Qy—1) 


y las ordenadas correspondientesa x=3 y x= 8. 
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169. Diferenciales binomias. Una diferencial de la forma 
(1) 2” (a+ bx") dx, 


siendo a y b constantes cualesquiera y los exponentes mM, 1, p nÚmt- 
ros racionales, se llama una diferencial binomía. 
Hagamos 
r=2"; entonces dí = az"? dz, 


y 2” (a + bx")? de = az”*+*1 (a + b2"")P de, 


Si se elige un número entero a de manera que ma y nu sean 
números enteros , * vemos que la diferencial dada es equivalente 1 otra 
de la misma forma, donde m y n se han reemplazado por números 
enteros. Además, la sustitución 


(2) a" (a + ba") dx = 21+" (ax "+ by de 


transforma la diferencial dada en otra de la misma forma, donde —n 
reemplaza el exponente n de x. Por tanto, cualquiera que sea el 
signo algebraico de n, el exponente de « dentro del paréntesis será 
positivo en una de las dos diferenciales. 

Cuando p es un número positivo, se puede desarrollar la potencia 
del binomio según la fórmula de Newton e integrar la diferencial tér- 
mino u término. En lo que sigue, p se supone una [fracción ; pol 


A E 
tanto, la reemplazamos por FR siendo r y s números enteros, ** 
Por consiguiente, podemos enunciar la siguiente proposición : 


Toda diferencial binomía puede reducirse a la forma 


6 
x" (a + px) dx, 


siendo M, DN, T Y Ss Dúmeros enteros, y y posilivo. 


En el artículo siguiente demostraremos que se pueden quitar en (1) 
los radicales en los siguientes casos ; 


m-+1 ] 
Caso I. Cuando a E un número entero o cero. En este caso 


se efertúa la sustitución —a+bx=7Y, 


Siempre es posible elegir U« de manera que mu y na sean números enteros, 
puesto que podemos tomar para valor de «el minimo común múltiplo de los 
denominadores de m y n. 

2% El caso de ser p un número entero no se excluye, sino que aparece como 
especial; a saber, r=p. s= 1. 
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m-+1 


r A 
Caso II. Cuando + A un número entero o cero. En este 


caso se efectúa la sustitución a + bx" = ix”, 


EJEMPLO l. E =| x?*(a + bx?) A dx 
HL 2 a+ bx? 
Ve 

Solución. Enestecaso, m=3, n=2, r=-—3, s=2. 


Luego, mil, 2, número entero. Por consiguiente, estamos en el caso | 
n 


y efectuaremos la sustitución a + bx? = z?; de donde 


(24 A a z dz TO 
(E ñ a A (a + bx?) =23, 


x3dx (y 3 z dz ¿ 
(a + bx2) 4 b yA (z81> a) A 20 


So — 0272) da = ¿(2 haz +0 


__12a4+bx? 
VE be 
d (xD (1+x2)% 
EJEMPLO 2. ee A 
xi 1 + x2 3x 
Solución. Enestecaso, m=—4. n=2, E=-> 
$ 
Luego, m-+1 +£=- — 2, número entero. Por consiguiente, tenemos el 
n s 
caso Il, y la sustitución será 
Y 
+ x2 = 22x?, PE 7 A 
x 
d PE 1 a 2? / ALE 
de donde, ads e, Las] y "“e-nyXx 
e: ES ESPE PESTE CFE 
BO. A RSU AA 
zdz 
y dx (22 — 114 
5 ja AAÁKÁ A SA A ES (22 —1) dz 
“VIFx? AS ES z 


(221)? (22-1)4 


0D UA 
A 


y3 
=:-F40= 
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PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 
A Es pS 
1. fer Frase, 


x5dx pa AS RRE 


2. 
SIR 9 
3 3 3 
3. farolas PEI, E y% E; 


5 2 3 
Af a 2 EE 
(a + bx?) 3b1Vaw+ bx? 


LA ls 13) 


á 
ET o 


¿NA 
PRAT 2 x? 


E -- ERA 
añ x 
n—1 
1 2 
— E MD 
(+ xn) n (n=D)x 


á 5 143 x3 
ere de Tiear mA? 


2 1 4 === THE 
10. (E (+ TE) E e, 


x3 


CIN 


Calcular cada una de las siguientes integrales: 


PET 5 
11. Suv == dx. O A E 
V a+ bx? 
5 2 
13. Sra ax. 14. jes 
(14 x3)% 


15. Sa + 13) 4x. 


368 CALCULO INTEGRAL 


170. Condiciones de racionalización de la diferencial binomia 


(4) "(a+ dx") *dx. 


Caso I. 


= 2 


Supongamos que a + bx" 


1 r 
Entonces (a+b2")*=2, y (a+b2")"=2"; 


2/3 


2—a 


pr 
> EE ¿£—ay”" q — R 
= b ) » y == b , 


1 
—-1 
luego, dx = > gu (E + >) dz. 
Sustituyendo en (4), obtenemos 
m+l 
=—-1 


m 7 y E Ll res—1 £51) > 
2” (a + bx")*dx bn* ( m7 dz. 


a a ¿ i m>+l 

El segundo miembro de esta expresión es racional cuando _ 
es un número entero o cero. 

Caso II. Supongamos que a + ba" = 22". 


a 
Entonces 2" = a+ bx" = 2x2" = a 
—p? y + E ¿—b 


r E 


Luego, (a + da) *= as (— d) tz; 


1 1 m m 
además, g=ar(e—b) "*, xr" =0"(—b) ”; 
Y Ex 

y di= — y a =b) " dz. 


Sustituyendo en (4), obtenemos 
0 m+4l rr r 
_ en AO 
qa (a +bx")* dx = = 4 n s (2 — b) ( $ ¡A 
El segundo miembro de esta expresión es raciona | cuando 
m-+1 (A » 
Ss + 7 es un número entero O cero. 
Luego queda demostrado que los radicales de la diferencial binomia 


s 
2" (a + bx") * dx pueden quitarse en los casos enunciados en el artículo 


anterior. 
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171. Transformación de las diferenciales trigonométricas. 


Teorema. Una diferencial trigonomélrica que contiene sólo funciones 
racionales de sen u y cos u puede transformarse en otra expresión dife— 
rencial, racional en z, mediante la sustitución 


u 
(1) ua 


o (lo que es lo mismo) por las sustituciones 


) 2z 1-2 2 dz 


2 sen u == == n= 
( sen u EF 1+2 


“4 


Demostración. De la fórmula para la tangente de la mitad de un 
ángulo (véase (5) del Artículo 2), y elevando ambos miembros al 
cuadrado , tenemos 


; 21 , _l-c<osu 
6 2”"1+cosu* 
: 1 - > 2 
Sustituyendo tg y u=Z, y despejando 
cos 4, resulta 
1-2 Fes 
(3) cos u = IFZ? Fig. 157 


una de las fórmulas (2). Ll triángulo rectángulo de la figura 157 
muestra la relación (3) y de él se deduce el valor de sen u dado en (2). 
Finalmente, de (D), 

u=2arctgz, 
y, por tanto, 

2 de 

du = EE. 
De este modo quedan demostradas las relaciones (2). 

Está claro que si una diferencial trigonométrica contiene sólo fun— 
ciones racionales de tg u, ctgu, secu y escu, el teorema incluirá 
esta diferencial, puesto que esas cuatro funciones pueden expresarse 
racionalmente en términos de senu o de cosu o de ambos. Se 
sigue pues que cualquier «diferencial trigonométrica racional puede 
integrarse, a condición que la diferencial transformada en términos 
de z se pueda descomponer en fracciones parciales (véase el Ar- 
tículo 167). 
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EJEMPLO. Demostrar que 


A 844 
e jara )+<. 


Demostración. Sea 2x=u. Entonces x=%u, dx= YU du. 


estos valores, y empleando (2), tenemos 


2 dz 
de e af: 0 | l+ 2? 
S+4sn2x 294 53+4senu 2 
5+ 
l+2 
= ar 6 (2) +0. 


Sustituyendo ahora z = tg Y u = tg x, obtenemos el resultado buscado. 


PROBLEMAS 
Verificar las siguientes integraciones: 


. d0 
» DES 0 Riosd In (1+187)+0. 


dx 1 x 1 x 
2, — ÁS Mg ZA PEE 
ETE 2 Ñ sd Z a 7 + 
do ER “Le $) C 
3. A E 85 +C. 
x 
tg2+3 
A E z +C, 
4+5c0s x 3 gX-3 
2 


A 
5. rre r)+ 


dx 
: e 1+2 = € 
, ETE E arta (14 ds 5) + 
cos O do 0 5 0 
, e vi e 
É 5—3c050 | 65)+ 


x 
dx 2 x 4 E 

é ——Ká—— => = —l —_—_—— 
S Me E 5) + Sin x 
2 


Sustituyendo 


dz 


8z E 522+82+35 
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A Ñ d0 E dá A? POS; 
"dy 4-3c080 y7 "d, 2+senx 343 


2 de l 2 du 1 
10. | —_— =-=1 12. | ———=-—103. 
Ñ 12+Bcosp 5” S, 3+5 sena 4” 


Calcular cada una de las siguientes integrales: 


mw 


dx dx 
13. 1 —_—_—_—_____, 19. | ———-. 
di == 1+2 sen x 
d0 20 sen 0 d0 
14, ——_—. IN TER ATEO 
a 3 +4 sen 0 
dt 
p dy A A 
O gi ba 
dt 22. e 
10 o 5+3cosx 
5 dó 
dx 23. $ Rs 
o o 3+2c050 
da fe. da 
18. | —_—. 24. ———— 
Pa Ja 24 cosa 


172. Sustituciones diversas. Ilasta aquí, mediante las sustitu— 
ciones que hemos considerado, se han suprimido los radicales de la 
expresión diferencial dada. No obstante, en gran número de casos se 
pueden efectuar integraciones por medio de sustituciones que no quitan 
los radicales; pero no se puede dar ninguna regla general. La única 
guía es la experiencia adquirida al resolver muchos problemas. 

Una sustitución muy útil suele ser 


que se llama sustitución recíproca. Empleemos esta sustitución en el 
ejemplo siguiente. 


EsempPLO. Hallar fps dx. 
xXx 


Solución. Sustituyendo x= E La E, obtenemos 
z YA 


PER ax farra 
x 


— faz? = Dic - (a? — x2)% +C. 


3a? 3 ax? 
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PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


1 bl dx = tn ( cx ) 
" xVIFXFx 2 ELEVA TEA FRY 


Hágase x = 
— eZ 
pe dx o x+2+x E) + 
xV x2=x+2 v2 Vxi—=x+2+x+v2 
Hágase Vxi=x+2l=z-—x. 


3. THB VR 1)+<C. 
xv x2+2x-1l 


N|—= 


o 


Hágase V x2+2x=1l=z—=x 


y dx 1 E) 
4 a A E SA 
xV2Hx=x v2 VIFI1X+ VW 2 x 


Hágase Vi+x=x*. 


e POS PERE 
+ o— =_ 3 (x—2) 


Hágase V 5x=0=x*=(x-2)z 


6. == da LEN +0. Hágase x=. 
xV3x?=2x-1 2x . 


SN F — dx A Je 
xV IFA x 


(x+10)z. 


Hágase x=? 
2 
NS 
8. == as ( =)+c Hágase x E 
xVx?i4+dx— 4 2 xv2 : 
ÚS dx VIF21x+3x2 
9, XA SA 
avVI+2x+3x? x 
2 3? 
A x-+ + 
x 
Hágase x = UN 
z 


dx VIIXFO6x—1 
10. = 
xiV 27 x?+0x- 1 x 


Ni 


—- 3 arc sen (32) +C. Higase x 
ox 
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Das Ve 
HE y (x—x3) 4dx > 
1 ses 


1 
12. AS SS, 
$ er +et e + 


a dx 
13. A, 
o Wax=x 


14. , VITERd=vVW3-Y In (20443).  Hagase 1+1=>. 
o 


Il 


yn | 


Hágase y 


Hagase x = a sen 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales: 


S 4dx 
15. TO 
xVx?i=2x+3 


4 x dx 
16. dera a 
(x2-2x+3)” 


17 2 dx 
, Vi 623 
2xdx 
18. 


VTR=06= 2 


Hágase VW x2=2x+3=2-=x. 


Hágase Vx?3-2x+3=z=x. 


Hágase V x=6-=.x?*= (x-2)z. 


Hágase W3x—6=x*= (x-—2)z. 


Hágase e? = > 


> 


CAPITULO XVII 
FORMULAS DE REDUCCION. USO DE LA TABLA DE INTEGRALES 


173. Introducción. En este capítulo se completan los procedi- 
mientos de integración . 

El propósito es dar las instrucciones necesarias para saber emplear 
una tabla de integrales, Se desarrollan métodos de deducir ciertas 
fórmulas generales, llamadas fórmulas de reducción, que se dan en 
todas las tablas. Estos métodos son típicos en los problemas de esta 
índole. 


174. Fórmulas de reducción para las diferenciales binomias. Cuan- 
do una diferencial binomia no puede integrarse fácilmente por nin— 
guno de los métodos hasta aquí expuestos, es usual emplear fórmulas 
de reducción deducidas por el método de integración por partes. 
Sirviéndonos de esas fórmulas, la diferencial dada se expresa como 
suma de dos términos, el uno no afectado del signo de integración , 
el otro una integral de la misma forma que la expresión primitiva 
pero más fácil de integrar. Las cuatro fórmulas principales de reduc— 
ción son las siguientes : 


> . P axmon+l la E bx" )jn+! 
(4) fa (a + bx")" dx = MOTTA 


e Jj (a + bx")" dx. 
ó mo q la bir 
(B) fx A A 


— 8 m n|p=1 
as (a + bx")” dx. 
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am a+ bxrr+! 
(m + 1)a 


(np+n+m> 11b 
= (m + 1)a 


(C) fa (a+ bx")” dx = 
rra 4 bx)» dx. 


ami la ml bxr)p+1 


n(b + 1)a 


A [ata + dbxr)r+! dx. 


(D) VE [a + bx")” dx = — 
+ 


No es necesario que el estudiante aprenda estas fórmulas de me- 
moria ; pero debe saber qué se logra con cada una y cuándo fallan. 
Así: 


La fórmula (A) disminuye n unidades a m. (A) falla cuando 
np+m+1=0. 


La fórmula (B) disminuye 1 unidades a p.  (B) falla cuando 
np+m+1=0. 


La fórmula (C) aumenta n unidades a m. (C) falla cuando 
m+1=0. 

La fórmula (D) aumenta 1 unidades a p. (D) falla cuando 
p+1=0. 


1. Deducción de la fórmula (A). La fórmula de integración por 
partes es 


(1) fr dv = uv = fr du. (4), Art. 136 
Podemos aplicar esta fórmula en la integración de 
$. (a + bar)» de 
haciendo u =2"-"+1* y de = (a+ bx") 2" dx; entonces 


3 e (Utd 
du=(m-=08u+1)2" "de y v= nb(p +1) 


* Afinde integrar du según la fórmula de las potencias. es necesario que x 
fuera del paréntesis tenga el exponente n —1, Restando n— 1 de m se obtiene 
m=n>+l para el exponente de x en u. 
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Sustituyendo en (1), 

gra +bx")y»+ 

5) m nip 3 pi e 2 e at 
(2) fa A 

_ m>n +1 

nbip +1) 


Es (a + bx")? (a + bx") de 


qa (a ES pay” 1 dx. 


Pero a "(a + bx") de 


a fan (a +bx")" de 
+ MES (a + ba") dx, 


Sustituyendo esto en (2), obtenemos 


mi np pa Ale aid (a + ba" qa 
E (a + bx")? dx = MEA 


(m —n>+ 1)a yn ( "XD 7 
arm fa (a + ba") de 


_m>—n-+1 
ap +1) 


Trasponiendo el último término al primer miembro y despejando 


fa (a+ be") dx, obtenemos (4). 


"le (a + ba. )” de. 


Por la fórmula (4) se ve que la integración de 2" (a + bx") dx se 
ha hecho depender de la integración de otra diferencial de la misma 
forma, en la que m— «am reemplaza a m. Aplicando la fórmula (4) 
repetidamente, puede hacerse que m disminuya en un múltiplo cual- 
quiera de n. 

Evidentemente, cuando np + m+1=0, la fórmula (4) falla, 
m-+1 
n 
en consecuencia , podemos aplicar el método del Artículo 169 , de suerte 

que la fórmula no es necesaria . 


pues el denominador se anula, Pero en este caso +p=0, y, 


11. Deducción de la fórmula (B). Separando los factores pode- 
mos escribir 


(3) San (a+ bx)" de = 153 (a + bar yr! (a + bx") dx 
= a far (a + bx")"=1de 


+ Es "(a + bxa")"=! de. 
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Aplicando ahora la fórmula (4) al último término de (3), reem— 
plazando en la fórmula m por m+mn y p por p—1, se obtiene : 


man 1) n—1 _ am (a + ba") 
JE (a + ba")? de np +m+1 
_a(m-+1) 


eu m y Y 1 
E AE 2” (a+ dar y! de. 


Sustituyendo esto en (3) y sumando los términos semejantes, ob- 
tenemos (B). 

En cada aplicación de la fórmula (B) el valor de p disminuye en 
una unidad. La fórmula (B) falla para el mismo caso que (4). 


TUI. Obtención de la fórmula (C). Despejando de la fórmula (4) 
la integral 


Jan (a = ba" y» dx 


y reemplazando m por m+m, obtenemos (€). 

Por tanto, cada vez que aplicamos (C), m se reemplaza porm>+mnm. 
Cuando m+1=0, la fórmula (C) falla; pero entonces se pueden 
quitar los radicales a la expresión diferencial por el método del Artícu— 
lo 169, y la fórmula no es necosaria . 


IV. Deducción de la fórmula (D). Despejando de la fórmula (8) 
la integral 


1 (a ES ba" jp da : 


y reemplazando p por p + 1, obtenemos (D). 

En cada aplicación de (D) el valor de p aumenta una unidad. 
Evidentemente, (D) falla cuando p + 1 = 0, pero entonces p=—1 
y la expresión es racional. 

La fórmula (5) del caso 1Y del Artículo 167 es un caso especial 


de (D), cuando mMm=0,p=—n,n=2,a=4,b=1. 
xd 1 Y 
EJEMPLO 1. —_—— === ABAD (lat) SECO. 
VI=x* ? 
Solución. Aquí, m=3. n=2. p=—=Y%. a=1 b=—!1. 


En este caso, aplicaremos la fórmula (A) porque entonces la integración 
. 
de . : . > A 
de la diferencial dependerá de la integración de foo —=x%) "dx que se 
. 


efeceúa por la fórmula de las potencias. 
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Luego, sustituyendo en (A), obtenemos 
. 3=24+1 (] — x2) -4+1 
fea — x2) 7% dx =—¡I+3F0 
66-241) 3-2(l — x2)-4d 
ATA OR 


MARS — x2)-4A dx 


7409-01 = 2) + C 


3 (0242) (1x0) 440. 


td 1 3 a 
EJEMPLO 2. ll =- (7+ E hoax) va =p 
+3 ai arc sen £ +C. 
8 a 
SUGESTION. Aplicar (A) dos veces. 
EJEMPLO 3. Su + x2)% dx = 5 Va+x? 


2 == 
+5 In (x+ Va +x?)+C. 


SUGESTION Aquí m=0, n=2, p=Y, a=a?, b=1l. Aplicando 
(B) una vez. 


dx (12 — 1)4 1 
EJEMPLO 4. dE == = 7x2 +3 arc sec x +C. 


SUGESTION. Aplicar (C) una vez. 


PROBLEMAS 


Verificar cada una de las siguientes integraciones: 


x? dx xx RG O ES 
¿de Vea TIVA 45 arcón +O 
3d 1 -— 
a+x 
5d l A 
3. A 
=x 


RS E, 4 
4, Por VI are E e. 
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dx PA x A x 
E S (a+ x2)2  Za?(a+x) ir ido a e 


dx Va — y? 1 a= Val — x? 
As (e 70 Tra VA ss Ñ qe 


x3dx x2>+2u 
7» A a 
Moa, vV a+ x? 
dx x(34a—21x?) 
Si Dona a A 
9. Para 00450) VE 
+ Katia (x + Via? a?)+C. 


10, fu Vxi+ al der =Ux(Q +a)V xa 
— Vat ln (x+ Vx?a)+C. 


Pos x dx E (x+3 a) VZaxr—x? 
Y Zax — x? 2 s 

ye arcos (1 = 2) + C. 

2 a 

3 d A 
SUGESTION- == - xA Qa ¿yA dx. Aplicar (A) 

V Tax —x? er 
dos veces. 


1 —e 
3 (9 +5y+30)V 4 y — y? 
+20 arecos (14) +0. 


ds A A 7 3 % 
13. hata FO Fa a id Lit: 


3d 
m” A 
V 4 y — y 


Mi A 
A 3 +C. 
dt A 


15, A a 
VTH412 


== 1 —=—=z , e 3 
16. fav a 02) VI=0 y 4 57 aresen 3 + Co 


yq 0r—-DVTF41+C. 


dr OE A 
(+90 % av TFR 


18. fa Tras (148 (2) VI+F4 12% In Qi V IFA EC. 


q 72 
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Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales: 


2 8d Td 
19. Fi 92. A 25. 7 
de V4=x0 (a + bs) P 
90. ds dx » 23. PE. > 25 dz : 
x? 2 (Il pxz) A ps V5— 23 
Va sy 4 
Vai=x? dx (I=x30)% dx dx 
3 Mat=x? dx ) : A 
21. Y Si o DE pe 27. Ti2" 
dt 
28. (9y2 44)" * dy. 
n= 1 =p wm. S 


175. Fórmulas de reducción para las diferenciales trigonométricas. 
En el artículo anterior hicimos depender la integral dada de otra inte- 
cal de la misma forma. Este método se llama de reducción sucesiva . 

Ahora vamos a aplicar el mismo método a las diferenciales trigono— 
métricas, deduciendo las siguientes fórmulas de reducción e ilustrando 
su empleo : 


(£) fica" Xx cos” x dx = 


sen” +! Xx cos”! x 
m-+mn 


n—1 
sen” x cos”? x dx, 
+ m+ AS 


sen”! Xx cos" +! Y 
m-+n 


m-—1 > 
+ e a) sent x cos" xdx, 


Il 


(7) $ sen" Xx cos” x dx 


m+1 n+1 
(G) sen” X cos" x dx= — sen" ”” Xx cos"* Xx 
ai 


m+n+2 


+ ——_——— | sen” x cos"+2x dx. 
n+1 


sen”+! Xx cos”+! ha 


m+ 1 


m+n=>+2 AS 
A eS =x dx, 
+ ET Sisen cos 


(1) sen x cos" x dx = 


Aquí debe observar el estudiante que : 


La fórmula (E) disminuye 2 unidades a n. (E) falla cuando 
m+n=0 


+] 
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La fórmula (F) disminuye 2 unidades a m. (EF) falla cuande 
m+n=0. 


La fórmula (G) aumenta 2 unidades a n. (G) falla cuanie 
n+1=0. 

La fórmula (H) aumenta 2 unidades a m,  (H) falla cuanu 
m+1- 


Para deducir estas fórmulas aplicaremos, como antes, la fórmul: 
de integración por partes, a saber, 


(1) fu dy = un -f» 7 (4), Art. 131 


Sea u=cos"!lz y dvu=sen"z cos zx dz; 


entonces 

A sen”ri g 

du =—(n—1) cos"?2 sen ade, y v= == — 
m +1 


Sustituyendo en (1) , obtenemos 
sen”+! x cos"! x 


m x n zx d: 
y sen COS Ha A A ER 


n— 1 : 
+ —— | sen”*? x cos” ?adx. 
m— 1 


De la misma manera, si hacemos 
, 
u=sen""!z, y do=c0s” 7 senzdx, 


obtenemos 


a m-—i E] 
sen” Y cos" x de a a sen” cos" zx 
n- 1 

m— 1 > » 

+ —— Y son” “zx 008 “y dz, 
n 1 

Poro Senna cos" * xda= Son v(1—ceos? 1) cos" “x dx 
= $ sen 2 cue ade 
- f ser tecos da, 
. 
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Sustituyendo este resultado en (2), sumando los términos seme- 
jantes y despejando la integral sen zx cos” x de, obtenemos (E). 


Haciendo una sustitución análoga en (3), obtenemos (F). 

Despejando de la fórmula (E) la integral de la derecha, y aumen- 
tando 2 unidades a n, obtenemos (G). 

De la misma manera obtenemos (4) de la fórmula (7). 

Las fórmulas (E) y (F) fallan cuando m + nm = 0, la fórmula (G) 
cuando n+1=0 y la fórmula (4H) cuando m+1=0. Pero en 
estos casos podemos integrar por métodos que ya se han explicado 
antes. 

Es fácil ver que cuando m y n son números enteros, la integral 


$ son zx cos" x dx 


puede, por medio de una de las fórmulas de reducción arriba dadas, 
hacerse depender de una de las siguientes integrales : 


Sas á sen xdx, eos dz, sen zx cosido, 
de dx dx 
= | escxdz, = | secczdz, pS 
sen Y cos e cos t sen z 
$ies dz, fogzaz, 


todas las cuales hernos aprendido a integrar. 


EJEMPLO 1. Demostrar que 
5 3 
fsen? x costx dx =-— sema coa yn (sen x cos x +x)+.C. 


Demostración. Aplicando en primer lugar la fórmula (FF), obtenemos 
3 > e . 
(4) S sen? x costxdx=-— AE + ES cost x dx. 
[Aqui m=2, n=4.] 
Aplicando la fórmula (E) a la integral del segundo miembro de (4), resulta 
A  _senx cosix 3 2 y 
(5) feos x dx E A + 4 feos x dx 
[Aqui m=0, n=4.] 
La aplicación de la fórmula (E) al segundo miembro de (5) da 


sen x cos x de 
A A 
2 2 


(6) $ cos? xdx= 
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Ahora sustituyendo el resultado (6) en (5), y el resultado de esta sustitu- 
ción en (4), se obtiene la solución buscada. 


EJEMPLO 2. Demostrar que 


Aras de = seda tela] In(sec2x+tg2x) +0. 


cos 2 x 
Demostración m2 = sen? 2x Ñ As, - sen* 2 x 
cos2x  cos2x cos2x cost2 xy 
Hagamos 2x =u. Entonces x = Sus dx = 5 du, y 
(7) $ sent? x cos *2xdx = 7 fsen? u cos? u du. 
Apliquese (G) a la nueva integral en (7), con m=2, n= —3, recm- 


plazando x por u. 


3 2 
e s : 
(8) $ sen? u cos3 u du =— AA +2 sen? u cos! u du. 


Apliquese (F) a la nueva integral en (8), con m=2. n=-—l. 
(9) Ssen? u cos”! u du = — sen u + feos u du = — sén u 
+ In (secu + tgu). 


Sustituyendo (9) en (8) y (8) en (7), reduciendo y reemplazando u por 2 x. 
tenemos la solución. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


1, $ sent cos? x dx = sen x cos x| 5 sent y 5 sen? x — aj HR +C- 


2 Su zas =5 tg? 34310 cos +0. 


3 
ctg+ 0 d6 AS 


escd xdx =-— ! esc x crgx Ed ln (esc x — cta xr) +0: 


4, fueras = y see! et ln (sec 1 +18 1)+C. 
S ; 


[e] 
* 
— 


escó A de = SETE (esct 04 $) + q Imulese 0 — cta 0 +C 


Y. Siento cos? $ de = sen $ cos p (sento 1) +9 +C. 


o0|— 
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”ctg?2 0 d0 1 1 
ET q “820 csc20-— y In(csc 20 — ctg 2 A) +C. 
* dx cos x 2 cos x 
9 A TS 
y cos 6 sen O 50 
10. f coses dO = —u [8 cost 4 + 10 cos? 4 +15] +6 +€- 
E 3a *» 35 7 
als j sent 0 de = 76 15. / sens o do == 
«24 0 25 
12. [Ccostxdx= Tarde a 
A cost x dx = : 2 cost x dx zx 
8 === === 
Zo 15. $ a TE 
3 Sa 
13 l sent 2 0d0 =33 
Calcular las siguientes integrales: 
LS 
16. (sens21d0 Y E a 
ve sen h ó J Loss * 20. 47 tg' 5d0. 
17 2 .-s db 19. 21 sept x dx 
AS Es ear Jo Ed 
A] “3 
22. / sen* f cos 9 d6. sd (1 + sen 0)* d0 
¿»o u 


176. Empleo de una tabla de integrales. Los métodos de inte- 
gración que se han desarrollado en los Capítulos MIL, XVI y XVII 
tienen por objeto reducir una integral dada a una o unas de las inte 
urales inmediatas dadas en el Artículo 128. Con este fin se han ideado 
varios artificios, tales como : 


integración por partes (Art. 136); 

integración por fracciones parciales (Art. 167); 

integración por sustitución de una nueva variable (Art. 168 a 172); 
empleo de las fórmulas de reducción (Art. 174 y 175). 


Pero cuando se dispone de una tabla de integrales algo extensa, el 
primer paso en todo problema de integración es buscar en la tabla una 
fórmula por la cual se pueda resolver el problema sin el empleo de 
ninguno de estos artificios. Una tabla de este tipo se da en el Capí- 
tulo XXVIL. Veamos ahora algunos ejemplos, que enseñan cómo 
debe usarse. 
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EJEMPLO |. Demostrar, usando la tabla de integrales, 
dx A 1 ] 2+ 2) 
A A A A | E, 
rear ÍA a ( Xx + 


Solución. Empléase 14, cona=2, b=1 y u=x. 
Sin la tabla este ejemplo se resolvería como en el caso 11 del Articulo 107, 


EJEMPLO 2, Verificar, usando la tabla de integrales, 


dx A x? 
reo (a 2)+< 


Solución. Empléase 22, con a=3, b=2 y u= x. 
Sin la tabla este ejemplo se resuelye como en el caso 111 del Articulo 1067. 


EJEMPLO 3. Verificar, usando la tabla de integrales, 


dx 1 Vi+3x—2 
E AAA 
xv 4+3x Vi+3r+2 


Solución. Empléase 31, cona=4, b=3 y u=x. 
Sin la tabla, este ejemplo se resuelye por la sustitución 4 +3 x =2*, como 
se muestra en el Artículo 108, 


EJEMPLO 4. Verificar, usando la tabla de integrales, 


A 2 
== x dx a MEE + do ra Inox +4 
era aca 3 343 


+F2IVUIV 3H 4x—7)+C. 


Solución. Empléase 113, cona=—7, b=4, c=3 y u=xy. 
Sin la tabla el ejemplo se resolveria completando el cuadrado como en el 
ejemplo 2 en la página 249. 


EJFMPLO 5. Verificar, usando la tabla de integrales, 


fet cos 2 xy de = E sen 2 7 3cos8x) 0 
Solución. Empléase 154, cona=3, n=2, u = x. 


Sin la tabla el ejemplo se resolvería por integración por partes. Véase el 
ejemplo 6 del Articulo 136, 


En muchos casos no es tan fácil como en estos ejemplos identificar 
la integral dada con una que se encuentra en la tabla. En tales casos 
buscamos en la tabla una fórmula que se asemeje a la integral dada, 
y de tal naturaleza que ésta pueda transformarse en aquélla por un 
sencillo cambio de variable. Este método se ha empleado constante- 
mente en el Capítulo XII y en todos los problemas de integración hasta 
ahora tratados. 
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EJEMPLO Ó. Verificar, usando la tabla de integrales, 


dx 1 2x 
E RA 2 
xV4xi+9 34HVU 4x2 39 
Solución. La fórmula 47 es semejante. Hagamos u=2x. Entonces 
x= lu, dx = Mdu, y sustituyendo los valores en la integral dada obte- 


nemos 
F dx y 1ó du =f du 
xWVixr +90 uv u+9 uvVui+O 


De esto, aplicando 47 con a = 3, y sustituyendo u=2x, a = 3, resulta 


Me: eos (A 
xWix2+90 lx 


Sin tablas procederíamos como en el ejemplo 2 del Artículo 135. 


EJEMPLO 7. Verificar, usando la tabla de integrales, 


VOx—dxr? 2 (Dx—4x2)% 
S 3 dx = 2% x% +0. 


Solución. La fórmula 84 es semejante. Hagamos u =2x. Entonces 
x=lu, dx = du. Sustituyendo, obtenemos 


A E du y A 
=4 AAÁAAÁ—Á 
y3 EJ ya 


Ys y 


Aqui tenemos 84 con a = %. Por tanto, aplicamos $4, sustituimos u =2 x 
y obtenemos asi el resultado buscado. 


Si no puede aplicarse ninguna fórmula de la tabla como en estos 
dos casos, queda la posibilidad de que el empleo de uno o unos de 
los artificios mencionados nos lleve a nuevas integrales que se puedan 
resolver por la tabla. Para el empleo de estos artificios no pueden 
darse otras instrucciones generales que las reglas que ya se han des- 
arrollado. 

El estudiante debe fijarse en la disposición de la tabla. Verá que las 
integrales inmediatas del Artículo 128 aparecen en los lugares que les 
corresponden. Las fórmulas de reducción del Artículo 174 se dan, con 
algunas modificaciones, en las fórmulas 96-104. También las fórmu- 
las de reducción del Artículo 175, eon otras para varios casos, están 
numeradas, 157-174. La familiaridad con la tabla y la práctica de 
su empleo traerán consigo mayor habilidad en la técnica de la inte- 
gración. 


FORMULAS DE REDUCCION 
PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 


1. fora =5Bx- 10) (12 +5) %4+C. 


A 
* (1-4:213% y 1-48 : 


"E de x 2 —. 
A === = 2 Y9 yx? -4+> 1 3 Ox?-á¿d z 
e rr Ds +37 8x4 104) +€ 


, dó ] e 
.* a TA 3 b . 
2 A yate lv tg EC 


x5dx x?2 1 > 
5: LA? SATA IRA 


6. peas 2 (x242a0) Wax _ 30? 
2 


x? 2x 
! l 
Te Sesntz as =73éQ = sen! —co0s1)4C. 


sen 20 dé 
l+c0s 6 


dx 
9. o a MU t 1) Es 
St arc tg (x+1) + 
10, fu sen x? dx = > sen x?— ye cos x2+C. 


A = 2arc sen Y x—1+C. 
V (x—1) (2— x) 


= 12 1n (1 +c<058) — 2 cos 4 + C. 


242 ul E 03 
15. / du == E uz) Ya be 
ut Y a?— ul 3 atu? 
dx 1 vVi=x-—2 V 4—x 
14, q ( A A A 
2YVi=x Vi=x+2 4x 


Calcular cada una de las siguientes integrales; 


" x5dx dx 
15. $ z + dx?" TP. a? +idx+2 


: ctg t di 
16. $ ru du. 18. fe + b sen 1" 
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VIE x2—25 da 
en ps 
x" 
21. A dx 
VaFbr 
ia 
yv y=1 
EX ed 
per a dd 
24, puna 
dé 
2h. fea 


26. A 
yA Y xi al 
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1+2 y 
19. : 
¡NE 


27. en : 
Vxi+2x+4 


A xdx 
VIiFTx—=x2 
dx 
+ Sata 
30, V a mai ] dx 
a FG 
31. dE 
x 
32. fe cos? tdt. 
cta 0 d6 
33. Ur MN 


Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales definidas 


% d 
| 2 


2 
x? 4/25 9x2 29" 
y 
2 2 
S6, Y a 7 
o (41249) 


2 
38. $ (4:12 +9 % dx = 112,9. 


39. le EZ du = sa. 


40. pe E 1,338. 
VOZ x 9-2 y? 


de 
IT dx 

a. AT 
o 


dé lo a 


: = 1,467, 
5 y 


1 
43. pA 1?e=1 dr = 0,1605. 
y 
0) 
E d 
44, $ — HH. 
Ly VU Ay+s 
+ 
2 
45. lke cos? Y sen? 0 d8. 
Ú 
2 dx 
46. AA RA 
0 
1_ 4 1 
47. $ e 5 cos— nt dt. 
0 2 
«Y dx 
48. A A 
dy 


40, $ $ cos Lodo. 
ú 3 
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PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Verificar los resultados siguientes: 


EL" TI 0? dx 2 
O => 


2, Una parábola pasa por el origen y por el punto (1, 2). El eje de la pará- 
bola es paralelo al eje de las y. Hallar la ecuación de la parábola, si el arca de 
la superficie comprendida entre ella y el eje de las x es máxima o minima. 

Sol. La parábola y = 6 x — 4 x? da un minimo. 


3. Bosquejar la curva y Vx =1n x. Hallar el volumen del sólido de revo- 
lución engendrado al hacer girar alrededor del eje de las x la superficie limitada 
por la curva, el eje de las » y dos ordenadas, una la correspondiente al punto 
máximo y la otra al punto de inflexión. Sob. "ay tt 


4. Un cono circular recto macizo está constituido de modo que la densidad 
en un punto cualquiera P es 10(5 — r) toneladas por metro cúbico, siendo r la 
distancia en metros entre el punto P y el eje del cono. Hallar el peso del cono 
si su altura y el radio de la base miden 3 metros. Sol, 3151 toneladas. 


NoTa. El peso de un cuerpo de densidad uniforme es el producto de su vo- 
lumen por su densidad. 


5. El radio exterior de una esfera hueca es 10 em; su radio interiores ó cm. 
La densidad en un punto varia en razón inversa de la distancia del punto al cen- 
tro de la esfera; en la superficie exterior la densidad es Sg por cm*. Hallar 
el peso de la esfera. Sal. 112401 g. 


6. Sin esun número entero par, demostrar que 


EA : ARM o 
5, serv xd A EEN TE 0 


ia 


1mM1yY 


7. Sin es un número entero impar, hallar el valor de 


rr 


.— 


2 
j sen” x dx. 
O 


» 


CAPITULO XVI! 


CENTROS DE GRAVEDAD. PRESION DE LIQUIDOS. TRABAJO. 
VALOR MEDIO 


177. Momento de superficie; centro de gravedad. 1] centro de gra— 
vedad de una superficie plana se define del modo siguiente : 

Un trozo de cartón rígido, plano y horizontal, permanecerá en 
equilibrio si se sostiene en un punto determinado. Este punto de 
apoyo es el centro de gravedad de la superficie plana del cartón. 

Para algunas superficies que se estudian en la Geometría elemental, 
las posiciones de los centros de gravedad son evidentes. Para un 
rectángulo o un círculo, el centro de gravedad coincide con el centro 
geométrico de la figura. En general, si una figura plana tiene un 
centro de simetría, ese punto es 
el centro de gravedad. Además, si 
una figura plana tiene un eje de sime- 
tría, el centro de gravedad estará en 
ese eje, 

Las siguientes consideraciones 
conducen a la determinación del cen— 
tro de gravedad mediante el Cálculo 
integral. La justificación del argu— 
mento a partir de los principios fun— 

Fig. 158 damentales de la mecánica queda fuera 
del propósito de este libro. 

Consideremos la superficie AMPNE de la figura 158. Dividámosla 
en n rectángulos, cada uno con base Az. La figura muestra uno de 
estos rectángulos. Sea dA su área, y C(h, k) su centro de gravedad. 
Entonces , 

(1) dA=ydzr, h=x, k= ly. 


El momento de la superficie de este rectángulo elemental con res- 
pecto a OX (u OY) es el producto de su área por la distancia de su 
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centro de gravedad a OX (u OY). Si estos momentos son respecti- 
vamente dM, y dM,, entonces 


(4) dM, = kdA, dM,= hdaA. 


1l momento de la superficie de la figura AMPNB se obtiene apli- 
cando el teorema fundamental (Art. 156) a la suma de los momentos 
de las superficies de los rectángulos fundamentales. De este modo 
obtenemos 


(B) mM. / 134, m,= | naa. 


Por último, si (z, y) es el centro de gravedad de la figura AMPNB 
y Á es su árca, las relaciones entre los momentos de superficie (B) y 
z y y se dan por 

(C) AZ =M, Aj = Mz. 


A fin de calcular (zx, y), hallaremos los momentos My y M,. 
Según (1) y (8) estos son, para la figura 158, 


h bh 
(2) M-==3 $ yidz, M,= / =p Es, 


en donde debe sustituirse el valor de y en función de = deducido de 
la ecuación de la curva MPN., 
Si el área A se conoce, entonces, de (C) tenemos 
MAN —- M 
(3) Mi ma po Pa A: 
Si A no se conoce, puede obtenerse por integración tal como 
vimos en el Artículo 145. 


EJEMPLO |. Hallar el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo 
una arcada de la sinusoide (fig. 159) 
(4) y = sen x. 


Solución. Construyendo un rectángulo 
clemental. tenemos 


($) dA =ydx= sen x dx. 
dMi:= RdA = lí y? dx = 15 senóxa dx, 
dMy=hdA = xy dx = x sen x dx. 


Los limites son x= 0, x=x"xw. Por tanto, 


. E 
(6) A=) "senxdx=2, Mz= 4S "sen? x dx=l4 a. My=S [xsen xdx=3. 
0 0 


Luego, según (3), x= lóm, y=Xr. 
Se hubiera podid prever el valor de x. puesto que la recta x= l6x es un 
eje de simetria. 
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EJEMPLO 2. En la figura 160, la curva OPA es un arco de la paribola 
y? =2 px. Hallar el centro de gravedad de la superficie OPAB. 


Solución. Tracemos un rectángulo elemental, como se indica en la figura; 
sea (h, k) su centro de gravedad. Entonces 
dA=xdy. h=ldx, R=y. 

Empleando (A), 
dMr = RdA = xy dy. 
dMy=hdA = ls x* dy. 


De la ecuación y? =2 px hallamos x en 
función de y. Integrando entre los límites 
y=0. y =b, se obtiene 


b3 pi b5 
Es a eE 
a e y My - 


40 p? 
Luego x = > y= hb. Pero x=a, y=b satisfacen la ecuación 
y? =1 px. Luego b? =2 pa, y x= %oa. Por tanto, el centro de gravedad 


es (oa, 4 b) . 
PROBLEMAS 


Hallar el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las 
siguientes curvas. 


1. y =2 px, x=h. Sol. (MWh, 0.). 
2, y=x. x=2, y =0. (4). 
3. y=x3., y=4x. (Primer cuadrante, ) (WU *%1). 
4. x=4y—yY. y=x. (0H. 3). 
5. y =4x, 2x-— y=d4, (5. 1). 

6 y=x*Y, y=72x-+3. (Il, 1%). 
TT. y=x3%4-2x-3, y =6x-—x?*-3. (2; 1); 


8. y=x?. y=8, x =>0, 

9D. y=6x=x? y=x. 

10. y=4x—x*. y=2x-—3, 

11. y=x1-3x, y=x. (Primer cuadrante.) 


12. y =al—ax, x=0 y =0. (Primer cuadrante.) 


13. E E l,y=0 x=2ua. (Primer cuadrante. ) 
a? b? 
14. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por los ejes de 
coordenadas y la parábola Wx+vWy=vVa. Sol. x=y= Va. 
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15. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por el lazo de la 
curva y? =4 x*— xó 


16, Hallar el centro de gravedad de la parte de la elipse + Y l que 
a 


está en el primer cuadrante. 


17, Hallar el cintro de gravedad de la superficie limitada por la parábola 
y =2 px y larecta y = mx. 


18. Hallar el centro de gravedad de la superficie incluída por las parábolas 
y =ax y x* = by. 9 44 o A 
r= 0% yg=30* DD”. 
Sol. x 5% ar” y, y 2 a 


19, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoide 
y (2a—=x)=x* y su asintota x =2 4. 


20, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la curva 
xy =4a*(2a— y) (la bruja) y el eje de las x. 


Sol. %=0, =>30 


21, Hallar la distancia del centro del circulo al centro de gravedad de un 
sector circular de radio r y ángulo 2 0. 
2r sen0 
LL == 
So 7] 


22. Hallar la distancia del centro del circulo al centro de gravedad de un 
segmento circular cuya cuerda subtiende un ángulo central 2 0. 
Sol 2 r sen? 0 ; 
3 (0 —sen 0 cos 0) 


23. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide 
2 =a(l + cos 9). 
Sol. x=2a. y=0. 


24, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por una hoja de la 
curva Q = a cos 24, > 
128 ay 2 


Sol. Distancia del ori = 
o istancia del origen 105% 


25, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por una hoja de la 


curva p=acos30. 
8l a V3 


Sol. Distancia del origen = 
80 x 


394 CALCULO INTEGRAL 


178. Centro de gravedad de un sólido de revolución. El centro de 
gravedad mecánico de un sólido homogéneo coincide con el centro 
de gravedad geométrico de ese cuerpo. Si el sólido posee un plano de 
simetría , el centro de gravedad estará en ese plano. 

Para obtener una definición analítica del centro de gravedad de un 
sólido de revolución, basta modificar sólo en pequeños detalles, lo 
dicho en el artículo anterior. 

Sea OX (fig. 161) el eje geométrico del sólido. El centro de grave— 
dad estará en este eje. Sea dV un elemento de volumen ; es decir, un 
cilindro de revolución de altura Ax y radio y. Entonces dV=xy? Ax. 
El momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por OY 
perpendicular a OX es 


(1) dM, = 2 dV = niy? Az. 


El momento del sélido se halla en seguida por el teorema funda— 
mental, y 7 se da por 


c (2) Vi=M, = fue de. 


SNS 
SS 
NS 


A 
SHO 


SNS 


INSSSS 
SS 
SS 
SS 


8 
ENS 
SN 


AY 
pi 


Fig. 161 Fig. 162 


EJEMPLO. Hallar el centro de gravedad de un cono macizo de revolución 
(figura 162). 


Solución. La ecuación de la generatriz OB es 


UM ZABA a = IX 
x OA h 
a h rx? il 2 
Luego My = $. Tx 55 dx = En nr2h2. 


Puesto que V= Vf xar?h, x=% h. 
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PROBLEMAS 


Hallar el centro de gravedad para cada uno de los siguientes sólidos: 


1. Hemisferio (fig. 163). 


Sol. x= 3 EG 
2. Paraboloide de revolución (fig. 104). 
-_2 
Sol. x= 3 h 


Fig. 163 


El área limitada por OX y cada una de las curvas siguientes gira alrededor 
de OX. Hallar el centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra: 


3. x2-y?=a?, x=2a. 
4d. 2xy=a. x=%a x=2la. 


5. ay=x? x=a. Sol. x=%a. 


x| 
II 


T. x3+y=4, x=0 x=1l. 244 


8. y=asnx, x=Yx. 


La superficie limitada por OY y cada una de las curvas siguientes gira alre- 
dedor de OY. Hallar el centro de gravedad del sólido de revolución que se en- 


gendra: 
9. y? =4ax, y=b. Sol. =%»b. 


%s- 


el 
l 


10. x?-—y?=l, y=0, y=1. 


e] 
Úl 


11. ay =x?., y=a0. 
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12. El radio de la base superior de un tronco de cono de revolución es de 
3 cm; el de la base inferior es de ócm, y la altura mide S cm. Determínese el 
centro de gravedad. 


13. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
del primer cuadrante limitada por las rectas y = (, x=a y la parábola y? =4 ax 
gira alrededor del eje de las y. Sol. y=%a. 


14, Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar alre- 
yl 
a? 
cuadrante. Sol. x=YVa. 


2 , 
dedor del eje de las x la parte de la elipse +. = l, que está en el primer 


15. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
del primer cuadrante limitada por las rectas y =0, x=2u y la hipérbola 


Ae y = 1] gira alrededor del eje de las x. 
as E 


16. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la 
superficie limitada por las rectas x=0, x=u, y=0 y la hipérbola 


> £ + 1=0, alrededor del eje de las x. 


17. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la 


superficie limitada por las rectas y =0, x = = y la curva y = sen2 x, alrede- 


dor del eje de las x. 


18. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
limitada por las rectas x=0, x=a. y =0 y la curva y =e' gira alrededor 
del eje de las x. 


19. La superficie limitada por una parábola, su eje y su lado recto gica 
alrededor del lado tecto. Hallar el centro de gravedad del sólido que se engendra. 
Sol. Distancia del foco = %ws del lado recto, 


179, Presión de líquidos. Pasemos ahora al estudio de la presión 
de líquidos, para aprender a calcular la presión de un líquido sobre una 
pared vertical. * 


* ON. DEL T. En este capitulo emplearemos el término presión con dos 


significados, En este Artículo 179, cuando hablamos de la presión sobre una su- 
perficieentendemos la fuerza total ejercida sobre esta superficie por el líquido que 
pesa sobre ella, de suerte que la presión es una función del área de la superficie; 
asi, si la presión sobre l m* es 1200 Kg, entonces la presión sobre 2 m? es 2400 Kg. 
En el Artículo 180 vamos a emplear la palabra presión en el sentido de intensi- 
dad, de manera que el simbolo p (presión) representará una cantidad indepen- 
diente de la superficie sobre la que la presión se ejerce; asi, porejemplo en el 
caso de un gas contenido en un cilindro, diremos que la presión del gas es 
la misma sobre la pared del cilindro que sobre su base. 
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Supongamos que ABDC (fig. 165) representa una parte de la 
superficie vertical de una pared de un aljibe. Se desea determinar 
la presión total del líquido sobre esta superficie. Sea 1 el peso del 
volumen unitario de líquido, Tracemos los ejes como se indica en la 
figura , estando el eje de las y en la superficie del líquido. Dividamos 
AB en n subintervalos, y construyamos rectángulos horizontales den- 
tro de la superficie. El área de un rectángulo (como EP) es y Az. 
Si este rectángulo fuese horizontal a 
la profundidad z, la presión del Superficie del liquido 
líquido sobre él sería 


Wzy Az. 


La presión de un líquido sobre 
una superficie horizontal dada 
es igual al peso de una columna 
del líquido cuya base es esa su- 
perficie y cuya altura es igual a 
la distancia entre esa superficie 
y la superficie del líquido. * 


AL 
ERA, 


Puesto que la presión de un líquido 
es la misma en todas direcciones, se Fig. 165 
sigue que Wzxy Áz es, aproximada- 
mente, la presión sobre el rectángulo EP en su posición vertical. Por 


tanto, la suma 
n 


y Wa;y; Az; 


A=1 


representa , aproximadamente, la presión sobre todos los rectángulos . 
Evidentemente, la presión sobre la superficie ABDC es el límite de la 
suma. Luego, según el teorema fundamental , 


lím bs Wziyi Az; = Sw dx. 
A 


Por tanto, la presión de un líquido sobre una superficie vertical 
sumergida limitada por una eurva, el eje de las x y las dos rectas 
horizontales x=a y x= b se da por la fórmula 


b 
(D) Presión del liquido = ws yx dx, 


7 N. DEL R. En Hidrostática se distingue la presión total de la presión 
especifica, osea, el cociente entre la fuerza y el área sobre la que está aplicad: 
esta fuerza. 
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en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de x=, deducido 
de la ecuación de la curva dada. 

Puesto que el gramo es el peso de 1 cm? de agua, el peso de 1 m* 
es 1000 Ky. 


EJEMPLO 1. Una cañería circular de 2 m de diámetro (fig. 166) está medio 
llena de agua. Hallar la presión sobre la compuerta que cierra la cañería. 


Solución. La ecuación del circulo es x? + y? = 1. 


Por tanto, yev 1I—x, 
W = 1000, 


y los límites son x=0 y x= 1. Sustituyendo en (D), encontramos que la 
presión a la derecha del eje de las x es 


Presión = 10005 "WT=x1 > x dx = [-2P (1 9%] 333.33. 
0 3 0 
Luego, presión total = 2 X 333,33 = 006,7 Kg. 


La parte esencial de nuestro razonamiento es que la presión (=dP) 
sobre una tira horizontal elemental es igual (aproximadamente) al 


Fig. 166 


producto del área de la tira (= dA) por su profundidad (= h) y el 
peso (= W) del volumen unidad del líquido. Es decir, 


(E) dP = Wh dA. 


Teniendo presente esto, podemos elegir los ejes de coordenadas en 
cualquiera posición que nos convenga. 


EJEMPLO 2. La figura 167 muestra una compuerta, en forma de trapecio, 
de una presa. Hallar la presión sobre la compuerta cuando la superficie del 
agua está 4 m arriba del borde superior de la compuerta. 
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Solución. Eligiendo los ejes OX y OY como se muestran, y trazando una 
tira horizontal elemental, tenemos, empleando (E), 


dA=21xdy, h=8B=y, dP = W(8— y)2 x dy. 


La ecuación de AB es y =2x —8. Despejando x de esta ecuación y sustitu- 
yendo, se obtiene 


dP = W(8— y) (y + 8) dy = W (64 — y?) dy. 


Integrando con los límites y =(0 y y =4, obtenemos 


Pp = wfi (64 — y) dy = Bl w = 234667 Kg. 


PROBLEMAS 


En los siguientes problemas el eje de las y se dirige verticalmente hacia arriba, 

y el eje de las x está al nivel de la superficie de un líquido, Representando por 

W el peso de la unidad cúbica del líquido, calcular la presión sobre las superfi- 

cies que se forman uniendo con líneas rectas cada serie de puntos, en el 
orden dado. 

La (0,00. (3,0) (0; 6), (0, 0). Sol. 18 W. 


2. (0,0), (3, —6), (0, —6), (0, 0). 30 W, 
3. (0,0), (2, —2), (0, —4). (2, 2), (0, 0). 16 W. 


4. Calcular la presión sobre la mitad inferior de una elipse cuyos semiejes 
son 2 unidades y 3 unidades, a) cuandoel eje mayor está en la superficie del 
liquido; b) cuando el eje menor está en la superficie. 

Sol. a) SW; b) LW. 


5, Cada uno de los extremos de un tanque horizontal es una elipse cuyo eje 
horizontal es de 4 m y el eje vertical de 2m. Calcular la presión sobre un 
extremo cuando el tanque está medio lleno de petróleo que pesa 800 Kg por mf. 

Sol. 1067 Kg. 


6. Un extremo vertical de un tanque es un segmento de parábola con el vér- 
tice hacia abajo; la distancia en la parte superior es de 3 m, la profundidad 
de 6 m. Calcular la presión sobre este extremo cuando el tanque esta lleno de un 
liquido que pesa 1100 Kg por mí. Sol. 31680 Kg. 


7. El extremo vertical de una artesa es un trián- S 
gulo rectángulo isósceles cuyos catetos miden 3 m cada NS 
uno. Calcular la presión del liquido sobre la extremi- A 
dad cuando la artesa está llena de agua. 

Sol. 3182 Kg, 


8. La extremidad vertical de una artesa es un Fig. 168 
triangulo isósceles; el lado de arriba es de 2 m y la pro- 
fundidad de 2 m. Calenlar la presión del líquido sobre la extremidad cuando la 
artesa está llena de agua, Sol. 1333 Kg. 


SUGESTION. Si la ordenada de un vértice superior es m, la del otro 
será m — 2. 
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9. Un tanque cilíndrico, horizontal, de 3 m de diámetro, está medio 
lleno de petróleo cuyo peso es 800 Kg por m3. Calcular la presión sobre un 
extremo. Sol. 1800 Kg. 


10, Calcular la presión sobre una extremidad si el tanque del problema 9 
está lleno. 


11. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 m de ancho y 
2 m de alto. Hallar; a) la presión cuando el nivel del agua está 3 m arriba 
del borde superior de la compuerta; b) cuánto más debe subirel agua para que 
la presión encontrada en (a) se doble. Sol. a) 24000 Kg.; b) 4m. 


12. Demostrar que la presión sobre una superficie vertical es el producto de 
la unidad cúbica del líquido, por el área de la superficie y por la profundidad 
del centro de gravedad del área. 


13. Un tanque cilíndrico vertical de 10 m de diametro y 16 m de altura está 
lleno de agua. Hallar la presión sobre la superficie encorvada. 
Sol. 4021 1% toneladas. 


180. Trabajo. En mecánica, el trabajo realizado por una fuerza 
constante F' que causa un desplazamiento d es el producto Fd. Cuan- 
do F es variable, esta definición conduce a una integral. Aquí vamos 
a considerar dos ejemplos. 

Trabajo de bombeo. Consideremos ahora el problema de averiguar 
el trabajo que se realiza al yaciar un aljibe cuya forma es la de un 
sólido de revolución con eje vertical. 
Es cómodo suponer que el eje de las x 
de la curva que gira sea vertical, y 
que el eje de las y esté en el plano de 
la parte superior del aljibe. 

Considérese un aljibe tal como se 
muestra en la figura 169; deseamos 
calcular el trabajo que se realiza al 
vaciarlo, si la superficie del líquido 
pasa de la profundidad a hasta la 
profundidad b. 

Para ello, dividamos AB en n sub- 
intervalos, por estos puntos de divi- 
sión hagamos pasar planos perpen— 

Fig. 169 diculares al eje de revolución, y 
construyamos cilindros de revolución , 

tal como se hizo en el Artículo 160. El volumen de uno cualquiera de 
de tales cilindros será xy? Ax y su peso Way? Az, siendo W = el 
peso de la unidad cúbica de líquido. El trabajo que se realiza al subir 
un peso es igual al producto del peso por la altura vertical; por 
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consiguiente, el trabajo de subir ese cilindro de líquido a la altura zx 
será Way'x Az. El trabajo realizado al subir hasta arriba todos estos 
cilindros es la suma 


+ Wayé x¡Az;. 
í=1 
El trabajo realizado al vaciar la parte AB del aljibe es, evidente- 


mente, el limite de esta suma. Por tanto, según el teorema fun- 
damental, 


n 
lim Y Wagé 2, Ax S Way*z dz. 
259% i=1 


Luego el trabajo realizado al vaciar un aljibe en forma de un sólido 
de revolución, de manera que la superficie del líquido pase desde la 
profundidad a hasta la profundidad b, viene dado por la fórmula 


b 
(7) Trabajo = Wa / yx dx, 


a 


en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de + obtenido de 
la ecuación de la curva que gira. 


EJEMPLO |. Calcular el trabajo que se realiza bombearndo el agua que llena 
un algibe hemisférico de 10 m de hondo. 


Solución. Laecuación del circulo es 


x?+ y? = 100. 
Luego, y* = 100 — x?, 
W = 1 000, 
y los limites son x=0 y x = 10, 


Sustituyendo en (F), obtenemos 


Trabajo = 1 000 xr S e (100 =x?) x de 
0 
= 2500000 x Kgm. 


Fig. 170 


El principio esencial en este ra— 
zonamiento es que el elemento de trabajo (=dT) que se realiza al 
levantar un elemento dV de volumen a una altura h es 


dT = WhdYV, 


siendo W = el peso del volumen unidad del líquido. Teniendo pre— 
sente esto, podemos elegir los ejes de coordenadas de cualquier modo 
que nos convenga . 
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EJEMPLO 2. Una cisterna cónica tiene 20 m de diámetro superior y 15m 
de profundidad. Si la superficie del agua está 5 m más abajo que la parte de 


arriba, hallar el trabajo que se hace bombeando hasta arriba el agua de la 
cisterna. 


Solución. Tómense los ejes OX y OY 
coma en la figura 171. Entonces 


dV = aux? dy, 
h=15-= y, 
dT = W (15 — y)ax? dy. 
La ecuación de la recta OA es x=% y. 
Sustituyendo, 
dT 


fl 


aW (15 — y) $ y? dy 
4 xW (15 y? — y) dy. 


Los límites son y =0 y y =10, puesto que el agua tiene 10m de hondo. 
Integrando, 


T=%aWf 10 (15 y2 — y3) dy = 3 490660 Kgm. 
0 


Trabajo de un gas al dilatarse. Si un gas en un cilindro al dila— 
tarse empuja la cabeza de un émbolo de manera que el volumen del 
gas pase de v m* hasta 01 m*, el trabajo exterior que se realiza es, 
en kilográmetros, 


(G) Trabajo = $! E dv, 
0 


Y 


en donde p = presión en kilogramos por metro cuadrado. 


Demostración. Supongamos que el volumen aumente de va v+dv. 


Sea c = área de la sección transversal del cilindro. 
y du , : 
Entonces as la distancia que se mueve el émbolo. 


Puesto que pc = fuerza que causa la dilatación dv, tenemos: 
; ; du 
Elemento del trabajo realizado = pc + ER dv. 


De esta igualdad se obtiene (G) aplicando el teorema fundamental. 
Para aplicar (G), debe conocerse la relación entre p y v durante 
la dilatación. Esta relación tiene la forma 


(1) pv" = una constante. 


siendo el exponente n una constante. 
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La dilatación isoterma ocurre cuando la temperatura permanece 
constante. Entonces n= 1, y la relación entre la presión y el volu—- 
men es 


(2) PU = PoVo = Pivr. 


Si se construye la gráfica de (1) (diagrama de presión y volumen), 
con los volúmenes como abscisas y las presiones como ordenadas, el 
área debajo de esta curva da, numéricamente, el trabajo hecho 
según (G). En la dilatación isoterma la gráfica de (2) es una hipér- 
bola equilátera . 


PROBLEMAS 


1. Una cisterna cilíndrica vertical de $ m de diámetro y 8 m de profundi- 
dad está llena de agua. Calcular el trabajo al bombear el agua hasta el borde de 
la cisterna. Sol. 500000 x Kgm. 


2. Si la cisterna del problema 1 está medio llena, calcular el trabajo de subir 
el agua al borde. 


3. Una cisterna cónica que tiene Ó m de diámetro superior y 6 m de pro- 
fundidad está llena de agua. Calcular el trabajo de subir el agua 5 m más alto 
que el borde, Sol. 117000 1 Kgm. 


4, Un tanque hemisferico de 3m de diámetro está lleno de petróleo que pesa 
800 Kg por metro cúbico. Calcular el trabajo de subir el petróleo al borde del 
tanque. 

8100 x 

8 


Sol. Kgm. 

5. Un tanque hemisférico de 6 m de diámetro está lleno de petróleo que 
pesa 800 Kg por mi. El petróleo se bombea, hasta un nivel 3 m más alto 
que el borde del tanque, mediante un motor de medio caballo de vapor (es decir, 


el motor realiza un trabajo de 2250 Kgm por minuto). ¿Cuánto tiempo se 
tardara en vaciar el tanque? 


6, Averiguar el trabajo que se hace al vaciar con una bomba un aljibe semi- 
elipsoidal lleno de agua. La parte superior es un círculo de 2 m de diámetro y 
2,5 m de profundidad. Sol. 60001 Kgm. 


7. Un aljibe cónico que tiene 2 m de diámetro superior y 3 m de profun- 
didad está lleno de un liquido que pesa 1280 Kg por m%. Calcular el trabajo de 
subir el liquido al borde del aljibe. Sol. 960 1 Kgm. 


8. Un tanque para agua tiene la forma de un hemisferio de 8 m de diimetro 
coronado de un cilindro del mismo diámetro y de 3 m de altura. Averiguar el 
trabajo que se hace al vaciarlo con una bomba cuando está lleno hasta 1,5 metros 
debajo del borde. 
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9. Un cubo de peso M debe subirse desde el fondo de un pozo de hm de 
profundidad. El peso de la cuerda que se emplea en elevarle es m Kg por 
metro. Hallar el trabajo que se realiza. 


10. Seis metros cúbicos de aire a la presión de 1 Kg por cm? se comprimen a 
la presión de 5 Kg porcm?. Determinese el volumen final, y el trabajo reali- 
zado si se aplica la ley isoterma, es decir, pv=C. Sol. 1,2 m3; 96566 Kgm. 


11. Determinese el volumen final y el trabajo que se ha hecho en el proble- 
ma 10 si se aplica la ley adiabática, es decir, pu” =C, suponiendo n = 1,4, 
Sol. 1,9m%3; 87673 Kgm. 


12. Una masa de aire a la presión de 1 Kg por cm? se comprime de 8 mi 
a 2m*. Determínese la presión final y el trabajo realizado, si la ley es pu=C. 


Sol. 4 Kg porcm?; 110900 Kgm. 


13. Resuélvase el problema 12 si la ley es pu" = C, suponiendo n = 1,4. 
Sol. 6,964 Kg por cm?; 148220 Kgm. 


14, Una masa de gas con volumen inicial de medio metro cúbico y presión 
de 4Kg por cm? se dilata hasta que la presión es 2 Kg por cm?. Determínese 
el volumen final, y el trabajo hecho por el gas si la ley es pu = C. 


Sol. 1m3; 13863 Kgm. 


15, Resuélvase el problema 14 si la ley es pu" = C, suponiendo n = 1,2, 
Sol. 0,890 m3; 10911 Kgm. 


16. Una masa de aire con volumen inicial de 5,5 m3 y presión de | kilogra- 
mo por cm? se comprime a 1,2 m3, Determínese la presión final, y el trabajo 
que se ha hecho si la ley es pu = C. 


17. Resuélvase el problema l6 si la ley es pu? = C, suponiendo n = 1,4, 


18. Un gas se dilata de una presión inicial de 5,5 Kg por cm? y volumen 
de 70 litros al volumen de 250 litros. Hallar el trabajo que se ha hecho si la ley 
es pu” =C, suponiendo n = 1,0646. 


19. Resuélvase el problema 18 si n = 1,131. 


20. Si una varilla recta, homogénea y de espesor uniforme tiene de longi- 
tud [ y masa M, determinese la atracción que ejerce sobre un punto material P 
de masa m situado a la distancia a de una extremidad de la varilla, en la direc- 
ción de ésta. 


Solución. Supóngase la varilla dividida en porciones iguales suficiente- 
mente pequeñas (elementos) de longitud dx. 


E = masa de una porción de la varilla de longitud unidad; 


luego Haz = masa de cualquier elemento. 
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La ley de Newton respecto a la atracción entre dos masas cualesquiera dice: 


producto de las masas . 


Fuerza de átracción = ARAS 
(distancia entre ellas)? 


por tanto, la fuerza de atracción entre el punto material P y un elemento de la 
varilla es 
M 


— mix 
1 
Cru ma 
(x+ a)? 
que es, por consiguiente, un elemento de la fuerza de atracción buscada. Pues- 


to que la atracción total entre el punto material situado en P y la varilla es el 
limite de la suma de todos los tales elementos entre x =0 y x = 1, tenemos: 


Pl mdx ( M 
Fuerza de atracción - $, A iu A 5 
o (x+a)* Lo Jo (x +a)? ala+1l) 


21, Determinese la atracción en el problema anterior sí P está en la perpen- 
dicular de la varilla en su punto medio, a la distancia a de ésta. 
2 mM 


SL VERE 


22. Una vasija que tiene la forma de un cono circular recto está llena de 
agua, Si h es sualtura y r el radio de la base, ¿cuánto tiempo necesitara para 
vaciarse por un orificio de área « en el vértice? 


Solución. Despreciando todas las resistencias, se sabe que la velocidad de 
salida por un orificio es la que un cuerpo adquiere cuando cae libremente desde 
una altura igual a la profundidad del agua. Por tanto, 
si x representa la profundidad del agua, tendremos 


v=vV 7 gx. 


Si designamos por dO el volumen del agua que sale 
enel tiempo di. y por dx el descenso correspondiente 
de la superficie, el volumen del agua que sale en la uni- 
dad de tiempo es A 

av 7gx ; 


midiéndose como un cilindro recto con base de área a y 
con altura v(= v 2 ax). Por tanto, en el tiempo di 


(1) dO=aV 2 yx de, 


Fig. 173 


Designando por S el área de la superficie del agua cuando la profundidad 
es x, tenemos, por Geometria, 
$ a mur? x? 
a E . Ost 8 = > 
are 4l A? 
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Pero el volumen del agua que sale en el tiempo di puede igualmente conside- 
rarse como el volumen de un cilindro AB con base de área S y con altura dx; 


por tanto, 


(2) 


dO= 8 di HÉXTE 


pi 


Igualando (1) y (2). y despejando dt, 


Por tanto, 


dt 


ar?x? dx 


ab? 7 qn 


F $ h ar2x2 dx 2ar2 Y h 
( 


y ahi 7 gx 5aVilg 


181. Valor medio de una función. La media aritmética (o valor 
medio) de n números Yi, Y2, ..., Yn €S 


(1) 


=Lm+n+..+u). 


De manera análoga se establece la fórmula : 


b 
(4) Valor medio de $(x) 1 $. $ (x) Á 


dex=aax=bf b=—a 


La figura 174 muestra la gráfica de 


(2) 


y =09 (1). 


Una manera de establecer el valor medio (y) de las ordenadas del 


Fig. 174 


(3) y (aproximadamente) = 


arco PQ, es la siguiente: dividamos AB 
en n partes iguales, cada una ¡jeual a Az, 
y sean Y1, Y2, --., Yn las ordenadas en 
los nm puntos de división. Entonces (1) 
dará un valor aproximado del valor medio 
buscado. Si ahora multiplicamos por Az 
el numerador y el denominador del segundo 
miembro de (1), entonces, puesto que 
nAxr=b-—a, obtenemos : 


y Az+y Ar+...+Y, Az 
b—=a ' 


Y como el numerador en (3), es, aproximadamente, el área 
APRQB, resulta que si definimos el valor medio de y [o sea, de $(x) ), 
como el límite del segundo miembro de (3) cuando n => w, obte- 


nemos (H). 
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En la figura, el valor medio de $(x) es igual a CR si el área del 
rectángulo ABML = área APRQB. 


Si tomamos y como función (la variable dependiente), entonces (4) 
se convierte en 


(1) 1 > 


EJEMPLO. Dado el circulo (fig. 175) 
(4) yn, 
hallar el valor medio de las ordenadas en el primer cuadrante: 


a) cuando y sé expresa como una función de la abscisa x; 


b) cuando y se expresa 
como una función del ángu- 
lo 6 (el ángulo MOP). 


Solución. a) Puesto que 


y= Vr —x*, el numerador 
en (1) es 


SY r?— x2dx= lí nr?. 
0 


Entonces, 
y= lar =0.785 r. 


b) Puesto que y =c sen O, 
y que los limites son 


0=0=0a 0= lx = b, 


el numerador en (/) es 


y sen 0 dé =r. Fig. 175 
0 


Y como b—a=!lx, tenemos y = ze = 0,637 r. 


Asi tenemos valores de y absolutamente diferentes, según la variable inde- 
pendiente con respecto a la que se toma el valor medio. 


Como en el ejemplo anterior se muestra , el valor medio de una fun- 
ción dada y dependerá de la variable que se haya elegido como variable 
independiente. Por esta razón escribimos (7) en la forma 


b 
S y dx 


(5) q 
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para indicar, explícitamente, la variable con respecto a la que se 
calcula el valor medio. 


Así, en el ejemplo anterior tenemos yz = 0,755 r y yy = 0,037 r. 


PROBLEMAS 
1. Hallar el valor medio de y = x* de x=Ua x= 10. Sol. 33Y- 
2. Hallar el valor medio de las ordenadas de y? =4 x de (0, 0) a (4, 4), 
tomadas uniformemente a lo largo del eje de las x. Sol. 254. 


3. Hallar el valor medio de las abscisas de y? =4x de (0, 0) a (4, 4) 
cuando se distribuyen uniformemente a lo largo del eje de las y, Sol. 14. 
4. Hallar el valor medio de sen x entre x =0 y x =x2. Sol. 2/x. 


5. Hallar el valor medio de sen? x entre x =0 y x =3u. (Este valor mé- 
dio se emplea frecuentemente en la teoría de las corrientes alternas.) Sol. Y. 


6. Si en el vacío un punto material se arrojase hacia abajo con velocidad 


inicial de vy m por segundo, la velocidad después de ¿ segundos viene dada por 
la fórmula 


(1) v=v0+Q9t. 
La velocidad después de caer s m viene dada por la fórmula 
(2) v=WV ur +1gs. (Tómese yg = 9,8.) 
Hallar el valor medio de y, 
a) durante los primeros 5 segundos partiendo del reposo; 


Sol. 24,5 m por segundo. 


b) durante los primeros 5 segundos, partiendo con velocidad inicial de 
10,5 m por segundo; Sol, 37m por segundo. 


c) durante los primeros 21% segundos, partiendo del reposo; 
Sol, 12,25m por segundo. 


d) durante los primeros 30 metros, partiendo del reposo; 
Sol. 13,46 m por segundo. 


e) durante los primeros 30 m, partiendo con velocidad inicial de 18,5 m por 
segundo. Sal. 32,17 m por segundo. 


7, Enel movimiento armónico simple, s (= distancia) = a cos nt. Hallar 
el valor medio de la velocidad durante un cuarto de periodo: u) con respecto 
al tiempo; b) con respecto a la distancia. 


S. Demostrar que en el movimiento armónico simple la energía cinética 
media, con respecto al tiempo, para un múltiplo cualquiera de un cuarto de 
periodo, es la mitad de la energía cinética máxima. 
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9. En una linea recta de longitud a se toma un punto al azar. Demos- 
trar: a) que el área media del rectángulo cuyos lados son los dos segmentos 
es la”: b)  queel valor medio de la suma de los cuadrados construidos sobre 
los dos segmentos es % a?. 


10, Si un punto se mucye con aceleración constante, el valor medio, con 
respecto al tiempo, del cuadrado de la velocidad ys (va? + Vyu + 012) sien- 
do vo la velocidad inicial y uv: la final. 


11. Demostrar que el alcance horizontal medio de una particula material 
lanzada con velocidad dada con un ángulo de elevación arbitrario. es 0,6366 del 
máximo alcance horizontal. 


SUGESTION. Tómese u.= () en la fórmula del problema 35 de la pagina 137. 


Lus fórmulas 
fa de y ds 


(6) Ta = 


en donde (x,y) es un punto cualquiera sobre una curva cuyo ele 
mento de arco es ds, definen el centro de gravedad del arco. Estas 
fórmulas dan, respectivamente, los valores medios de las abscisas y 
ordenadas de puntos sobre la eurva cuando éstos están uniformemente 
distribuídos a lo largo de ella, (Compárese con lo dicho en el Ar- 
tículo 177.) 


12. Demostrar que el área de la superficie curva que se engendra haciendo 
girar un arco de una curva plana alrededor de una recta de su plano, que no 
corta el arco, esigual al producto de la longitud del arco por la circunferencia 
que describe su centro de gravedad (60). (Teorema de Pappus. Compárese con 
lo dicho en el Artículo 250.) 


SUGESTION. Empléese (L.) del Articulo 164. 


13. Hallar el centro de gravedad del arco de la parábola y? = 4 x compren- 
= f. 


dido entre los puntos (0, 0) y (4, 4). Sol. x 04, y = 2,29, 


14. Hallar el centro de gravedad del arco de la circunferencia o =a com- 
pirendido entre — / y +0. 


Sol. Xx = 2 5en 0 . 

15) 
15. Hallar el centro de gravedad de la curva o =a(l + cos 0), llamada 
cardioide. Sol. x=%u, y =0. 


16. Por el teorema de Pappus hallar el centro de gravedad del arco de la 
circunferencia x? + y? = r? siruado en el primer cuadrante. 
J 
Sol. F=y3 ==, 
7 
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17. Hallar, porel teorema de Pappus, el área de la superficie del toro que 
se engendra haciendo girar el circulo (x — b)? + y? =a? (b > a) alrededor 
del eje de las y. 


18. Un rectángulo gira alrededor de un eje que está en su plano y es per- 
pendicular a una diagonal en uno de sus extremos. Hallar el área de la superfi- 
cie que se engendra. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Una superficie está limitada por las lineas y=x?*, x+y=06, y=0 y x=3. 
Hallar su centro de gravedad. 


Se te 8 
Sol. EI + — $ 5 


2, La abscisa del centro de gravedad de la superficie limitada por la curva 
2y=x y cierta línea que pasa por el origen es 1. Hallar la ordenada del cen- 
tro de gravedad. Sol. %. 

3. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la curva 
y=x"” (n>0), el eje de las x y x= 1l. Discútase el lugar geométrico del 
centro de gravedad cuando n varía, 

=_ =— n+1 
E E 


4. Hallar la ecuación del lugar geométrico del centro de gravedad de la 
superficie limitada por el eje de las x y la parábola y =cx —x? cuando c varía. 


Sol. 5y =2x?. 


5. Sedan la parabola x? =2 py y una recta oblicua cualquiera y =mx + b 
que corta la parábola en los puntos A y B. Por C, punto medio de AB, 
trácese una paralela al eje de la parábola, y sea D el punto de intersección. 
Demostrar que: a) la tangente a la parábola en D es paralela a la recta AB; 
b) el centro de gravedad del recinto ACBD está en la recta CD. 


6, Sea P un punto de la parábola y = x?, y sea C el centro de gravedad 
del recinto limitado por la paribola, el eje de las x y la ordenada por P. 
Hallar la posición de P de manera que el ángulo OPC sea máximo. 


Sol. Ordenada = Ya. 


7. Una cisterna tiene la forma de un sólido engendrado haciendo girar 
alrededor de su eje vertical un segmento de parábola terminado pot una cuerda 
perpendicular al eje a distancia de 3 m del vertice; lá cuerda. tiene 3 m de largo, 
La cisterna está llena de agua. Hallar el trabajo que se necesita para bombear 
hasta arriba de la cisterna la mitad del volumen de agua. 


Sol. 3375 (V2—1)5=21% Kgm. 


8. Una cisterna hemisférica, de radio r, está llena de agua, que se ha de 
bombear. La bomba está accionada por dos hombres sucesivamente, y cada uno 
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de ellos hace la mitad del trabajo. ¿Cuál será la profundidad d del agua cuando 
el primer hombre ha terminado el trabajo que le corresponde? 


2=vV2 = 0,459. 


9, Un tanque que tiene la forma de un cono circular invertido está lleno 
de agua. Dos hombres deben bombear el agua hasta arriba del tanque, haciendo 
cada uno la mitad del trabajo. Llamando z a la razón de la profundidad del 
agua que queda en el tanque cuando el primer hombre ha terminado su trabajo, 
a la profundidad inicial, demostrar que z se determina por la ecuación 
021-82%+1=0. Calcular el valor de z con dos decimales, Sol. 0,6l, 


10. Un pozo tiene 30m de profundidad. Un cubo que pesa 1,5 Kg ticne 
un volumen de 60 litros (=0,06 m3). El cubo se llena de agua en el fondo del 
pozo, y se levanta hasta arriba con velocidad constante de 2 m por segundo. 
Despreciando el peso de la cuerda, hallar el trabajo que se hace en levantar 
el cubo, si se sabe que el agua se sale de] cubo a la razón constante de 0,3 litros 
por segundo. Sol. 888,75 Kgm, 


11, La porción de plano OAB se divide en elementos tales coma OPO 
(fig. 176) por rectas trazadas desde O. Demostrar 
que el área A del recinto y los momentos de área 
Mz y My vienen dados por las fórmulas: 


A = 4 $ (ey! = ydx, 


Mz = Su (xy! —ydx, 


My = AS x (xy! — yldx. 


Fig, 176 


(El centro de gravedad de un triángulo está sobre 
cualquier mediana a dos tercios de la distancia del vértice al lado opuesto.) 


12. Hallar el centro de gravedad del sector hiperbólico limitado por la 
hipérbola equilátera x =a secó, y =a tg 0 y los radios que unen el origen con 
los puntos (a, 0) y (x, y). 

secó—1 
In(sec 0 + tg 0) 


tg 0 


E rd 
Sol. 1=3 00m: 9 3* 


CAPITULO XIX 
SERIES 


182. Definiciones. Una sucesión es un conjunto de términos for— 
mados según una ley o regla determinada . 


Por ejemplo, 1, 4, :9,.16, 25 
q$ 


at 
y E 


q? 


y Ll, —t, 3» 


qe 
A El ? 
son sucesiones. 


Una seríe es la suma indicada de los términos de una sucesión. 
Así, de las sucesiones anteriores obtenemos las series 


1+4+9+16+ 25 


Onando el número de términos es limitado , se dice que la sucesión 
o serie es finita. Cuando el número de términos es ilimitado, la suce— 
sión o serie se llama una sucesión infinita o una serie infinita. 

El término general o término enésímo es una expresión que indica 
la ley de formación de los términos. 


EJEMPLO l. En la primera sucesión anterior, el término general o término 
enésimo es n?, El primer termino se obtiene haciendo n = 1, el decimo término 
haciendo n = 10, etc, 


EJEMPLO 2. En la segunda sucesión, el término enésimo, con excepción 
(—- x) n—1 
n=! 


de n=l, es 


Si la sucesión es infinita, se indica por puntos suspensivos, como 
A: A 
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Factoríales. Una expresión que se presenta frecuentemente en el 
estudis de las series es el producto de números enteros sucesivos 
comenzando por 1. Así, 1x2x3x4x 5 es una expresión de esta 
elase, que se llama factorial 5. Las notaciones | 6 5! son las más 
usuales. En general, una expresión de la forma 


jp=1x2x3x...x (n—1)x08 


se llama factorial n. Se entiende que n es un número entero y posi- 
tivo. La expresión |” no tiene significado si n no es un número entero 
y positivo . 


183. La serie geométrica. Para la serie geométrica de nm tér 
minos , 


(1) Sh. =a+arar?r+,.. far”, 

se demuestra en Algebra elemental que 
9 _a(1—") , _a(—1) 
(2) ¡Sn 1 —+y , 10) también , Sn pe PES PY E 1 , 


empleándose la primera forma si |ri<1 y la segunda si [r|>1. 
Si |r|<1, entonces 1” disminuye en valor numérico cuando n 
aumenta, y 


lím (1) =0. 
n—>e 


Luego vemos por la fórmula (2) que (Art. 16) 


(3) lím S, = 


Por tanto, si |r[<1 la suma Sh de una serie geométrica tiende 
hacia un límite cuando el número de términos aumenta indefinida— 
mente, Ln este caso se dice que la serie es convergente. 

Si lrl> 1, entonces 7” se hará infinito cuando n aumenta indefini- 
damente (Art. 18). Por tanto, de la segunda fórmula de (2), la 
suma Sy se hará infinita. ln este caso se dice que la serie es diver- 
gente. 


Un caso especial se presenta si r =—1. Entonces la serie es 
(4) a=a+a—a+a—-a., 


Sin es par, la suma es cero. Si nm es impar, la suma es a. 
Cuando a aumenta indefinidamente la suma no aumenta indefinida- 
mente y no tiende hacia un limite. Una serie de esta clase se llama 
oscilante. 
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EJEMPLO. Consideremos la serie geométrica en la que 
a=1, r=YV, 


E SN. 1 
(5) sr E 


1 
o E l 


Según (2), dd py 


Entonces 


(6) lím Sn =2, lo que está de acuerdo con (3) cuando a=1, r= 4. 
n—>o 


10) 1 12 El 2 
ÓK———_—————— —— 54 
S, S, S: FSy 
Fig. 177 


Es interesante estudiar la serie (5) desde un punto de vista geométrico. 


Para ello, tomemos sobre una recta, como se indica en la figura 177, valores 
sucesivos de Sn, 


n 1 2 3 4, etc. 
Sn 1 1 Y 13% 17%, etc. 


Cada punto así determinado biseca el segmento entre el punto anterior y el 
punto 2. De esta consideración, la igualdad (6) resulta evidente. 


PROBLEMAS 


En cada una de las series siguientes: a) descubrir la ley de formación; 
b) escribir tres términos más; c) hallar el término enésimo o general. 


1. 24+4+8+1l6+.... Sol. Término enésimo = 2*, 
A ALO (-1)21 
2. loq he a 
1 1 2 3 n—2 
A EUA A : 
TITOEGPERA EE Est 
yl y3 yt nx" 
A ir o a a 
nz 
Vx x xV x y? e 
3 ETAPA 21 |n 
2 3 4 5 = n+1 
6 E=EqE a 


3 5 7TJIG HR... TFT" 


SERIES 415 


Escribir los cuatro primeros términos de cada serie cuyo término enesímo O 
general es el que se da, 


me Sol. 14 3+ ++ 
Ya d Vi“YV3*Y4 
n+2 4 Lo 6 
lA E, A A A 5 
A A cda de 
pa pls E 
: 3n—1 +F3+3+G + 
xn—1 pe x2 ÁS 
% = 1 —= + —= + —= 
2» Vn +tityvt ¿+ 
— 1) 9-1 g2n—1 E 
a, =—_— A 
[2-1 EA EA E 
+1 
(x- a)n-1 2 
12. [a 14. 22 
a Vn+2 
(y + na pu gn 
E ES > aL 


184. Series convergentes y divergentes. En la serie 


Sn =41 Fu H+u +... +2, 


la variable S, es una función de n. Ahora bien, si hacemos que el 
número de términos (= n) tienda a infinito, puede ocurrir una de las 
dos cosas siguientes : 


Caso I. Que S, tienda hacia un límite, digamos u; es decir, que 


(1) lím Sp =u. 


n—> 


En este caso sc dice que la serie infinita es convergente y que converge 
al valor u, o que tiene el valor u. 


Caso II. Que S, no tienda hacia ningún límite. En este caso se 
dice que la serie infinita es divergente. 
Ejemplos de series divergentes son 


1+2+3+4+5+..., 
SA A E A 
Como ya hemos dicho , en una serie convergente el valor de la serie 


es un número u (llamado a veces la suma) que se define por (1). 
A una serie divergente no se le asigna ningún valor. 
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En las aplicaciones de las series infinitas, las series convergentos 
son las de mayor importancia. Es preciso, por tanto, tener medios 
para poder saber si una serie dada es convergente o divergente. 


185. Teoremas generales. Antes de desarrollar métodos especiales 
para probar las series, llamaremos la atención sobre los siguientes 
teoremas. Se prescinde de su demostración . 


Teorema I. 5i S, es una variable que siempre aumenta cuando n 
awmenta, pero sín llegar nunca a ser mayor que algún número fijo defi- 
nido A, entonces, cuando n tiende a infinito, Sn tendrá un límile u no 
mayor que Á. 

La figura 178 ilustra la proposición. Los puntos determinados por 
los valores Si, S2, S3, ete. , se acercan al punto u, que no está más 
allá de A. Asi, 


lím Sn = u. 
NE e 


EJEMPLO. Demostrar que la serie infinita 


1 l ] 
(1) EFI o RT 


es cCONVergente, 


Solución. Prescindiendo del primer término, podemos escribir 


=14+2 : E E 
(2) td mae SiN de TU Mi AP IAE DR 


Consideremos ahora la variable 5u definida por la igualdad 


a A: q 
(3) A e IÓ, IET 


formada reemplazando por 2 todos los factores; excepto el factor 1, de los 
denominadores de (2). Evidentemente, Sn < sn. Además, en (3) tenemos una 
serie geométrica con r = lá y sn <2 por grande que sea n (vease el Árticu- 
lo 183). Por tanto, Sn, definida por la igualdad (2), es una variable que 
siempre aumenta cuando n aumenta, pero que permanece menor que 2. Luego, 
Su tiende hacia un limite, cuando n tiende a infinito, y ese limite es menor 
que 2. Por consiguiente, la serie infinita (1) es convergente, y su valor es 
menor que 3, 

Veremos más adelante que el valor de (1) es la constante c= 2,71828..., 
base de los logarirmos naturales (Art. 61). 
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Teorema II. Sí Su es una variable que siempre disminuye cuando n 
aumenta, pero sin llegar nunca a ser menor que algún número fijo defi- 
nido B, entonces, cuando n tiende a infinito, Sy tenderá hacia un 
limite u no menor que B. 


Consideremos ahora una serie convergente 


Sin =U1+ uu +us+... + un 
en la que lím S, = u. 
n—. 

Representemos gráficamente en una recta orientada los puntos 
determinados por los valores Si, S2z, Sa, etc. Entonces, cuando n 
aumenta, estos puntos se acercarán al punto determinado por u 
(teniendo todos los términos de S, el mismo signo) o se agruparán 
alrededor de este punto. Así es evidente que 


(A) lim u, =0. 
Nm 


Es decir, en una serie convergente el término general tiende a cero. 

Recíprocamente, si el término general de una serie no tiende a cero 
cuando n tiende a infinito, la serie es divergente. 

Pero (A) no es condición *'suficiente*” para la convergencia de la 
serie; es decir, si el término enésimo tiende a cero, no por eso pode- 
mos afirmar que la serie es convergente. En efecto, consideremos la 
serie armónica 

1 


1 1 
+43 HG 


ln este caso, 


línm u, = lím a, =="); 
n— n—« NN 
lo que nos dice que se cumple la condición (4). Sin embargo, demos- 
traremos en el Artículo 186 que la serie es divergente. 
Ahora vamos a deducir criterios especiales de convergencia que por 
lo común se aplican más fácilmente que los teoremas anteriores, 


186. Criterios de comparación. Ln muchos casos es fácil deter— 
minar si una serie dada eso no convergente, comparándola , término 
a término, con otra serie cuyo carácter se conoce. 


Criterio de conyergencia. Sea 


(1) u+ut+us+t... 
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una serie de términos positivos que deseamos saber si es o no convergente . 
Si se puede encontrar una serie de términos positivos que sepamos de 
antemano que es convergente, a saber, 


(2) atat+at..., 
cuyos términos no sean nunca menores que los términos correspondientes 
de la serie dada (1), entonces la serie (1) es convergente y su valor no 
excede al de la serie (2). 


Demostración. Sea 


Sn = U + Ue +UñÑ+ see EU 


y Si =0u0+0+401+... +45, 
y supongamos que lim Sr, = A. 
n— o 


Entonces, puesto que 
Sn < A y e = Sm, 


también es sn < A. Por tanto, según el teorema 1 del Artículo 185, 
Sn tiende hacia un límite y la serie (1) es convergente, y su valor no 
es mayor que Á, como se quería demostrar. 


EJEMPLO l. Averiguar si la serie 
1 1 1 1 
(3) e rar id 


es convergente, 


Solución, Comparándola con la serie geométrica 
1 1 1 1 
(4) ar ak 508 7 Dd 


que se sabe es convergente, se observa que los términos de (4) nunca son meno- 
res que los términos correspondientes de (3). Por tanto. la serie (3) es tam- 
bién convergente. 


Por un razonamiento análogo al que hemos aplicado a (1) y (2) 
podemos demostrar el 


Criterio de divergencia. Sea 


(5) u+u+uz+... 
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una serie de lérminos positivos que deseamos saber si es o no convergente. 
Si estos términos no son nunca menores que los términos correspondientes 
de una serie de términos positivos tal como 


(6) bi+tbi4+b3+..., 


de la cual se sabe de antemano que es divergente, entonces (5) es una 
serie divergente . 


EJEMPLO 2. Demostrar que la serie armónica 


1 1 1 
(7) Is +3 ++ 
es divergente. 


Solución, Escríbase (7) como se indica a continuación, y compárese la serie 
con la escrita debajo de ella. Los paréntesis se introducen para ayudar a la 
comparación. 


o lee eb 
] 


o pb ale 


Observamos que los términos de (8) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (9). 


Pero observamos también que (9) es divergente, puesto que la suma de los 
términos en cada paréntesis es 6, de suerte que Sy aumentará indefinidamente 
cuando n se hace infinito. 

Luego (8) es divergente. 


EJEMPLO 3. Averiguar la convergencia o divergencia de la serie 


Solución. Esta serie es divergente, puesto que sus términos son mayores 
que los términos correspondientes de la serie armónica (7) que es divergente. 


Vamos ahora a estudiar la serie 


10). 1 a A 


e 


llamada a veces “serie p'”, pues es útil para aplicar el criterio de 
comparación . 


Teorema. La ''serie p”” es convergente cuando p > 1; es diver— 
genle para otros valores de p. 
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Demostración. Escríbase (10) como se indica a continuación, y 
compárese con la serie que se escribe debajo de ella. Los signos de 
paréntesis se emplean para ayudar a la comparación . 


1 
(11) 1+[ haa + ara 


(12) 1+[ 3 atlas - +35 | 


Si p>1, los términos de (12) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (11). Pero en (12) las sumas de dentro de los 
paréntesis son 


MS 0 RO 0 
topo ta a Id 
1 EE 
ga Th ++ Feo gn 22m = Du» 


y así sucesivamente. Por tanto, a fin de averiguar la convergencia 
o divergencia de (12), podemos considerar la serie 


1 Lys 1. A? 
(13) ata) +) + 


Cuando p> 1, la serie (13) es una serie geométrica de razón 
menor que la unidad ; luego, es convergente. Luego (10) también es 
convergente. Cuando p=1l, la serie (10) es la serie armónica y 
es divergente. Cuando p< 1, los términos de la serie (10), econ 
excepción del primero, son mayores que los términos correspondientes 
de la serie armónica, luego en este caso (10) es también divergente. 
El teorema queda, por consiguiente, demostrado. 


EJEMPLO 4. Demostrar que la serie 


2 4 b 2n 


(14) 3.4.5 4.5.6 CENICEIACOA 


es convergente. 
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Solución. En (14), un <27, O sea, La E E; es decir, que Ll Un €5 
n* 2 n? 2 


menor que el término general de la *'serie p' 


cuando p =2, Por tanto, la 


serie en la que cada uno de sus términos es la mitad del término correspondiente 
en (14) es convergente; luego (14) también es convergente. 


PROBLEMAS 


Averiguar la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes series; 


11, 


12. 


13, 


15 
ts 

hi + 

tte mmnt" 
tte atte 
= E E 6 
FOO: "71 

CENICEODICES) 

hz 

e A ES 

my + Fat 

ARA 

Er: =n +: 

+... 3721 +.. 

Sa +5 


n 
"Tin+D(n +2) Eos 


Sol. 


hs 


Convergente. 


Divergente. 
Convergente, 
Convergente. 


Divergente. 


Convergente. 
Divergente. 
Divergente, 
nte 
Divergente. 
Convergente. 


Convergente. 


Divergente. 
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Lis 

ds GS pa pl A E ia z 

1 + ZEF n+tototat Convergente 
E. da e A 1 1 1 

A, Tol e 3 a Sd ina e pa EPA a] A 
toto tm+ e ia ao 
DE DANUEEA 

dia ic R is E AA 


187. Criterio de D'Alembert. En la serie geométrica infinita 
a+artarH+...+4aqartzpo..,, 


la razón de los términos consecutivos ar” y ar"+! es r. Sabemos que 
esta serie es convergente cuando |r|<1, y divergente para otros 
valores. Ahora vamos a explicar un criterio que usa la razón de un 
término al precedente y que puede aplicarse a cualquiera serie. 


Teorema. Sea 
(1) UH ue +Uu4... + Un+ Un+1 +... 


una serie infinita de términos positivos. Consideremos dos términos gene— 


rales consecutivos Un Y Un+1, Y formemos la razón de un término cual- 
quiera al anterior, o razón de D'Alembert: 


Razón de D'Alembert = 7 : 
n 


Hallemos ahora el límite de esta razón de D”*Alembert cuando n 
tiende a infinito. Sea este límite 


Entonces: 


TI. Cuando p< 1, la serie es convergente . 
11. Cuando o > 1, la serie es divergente. 
III. Cuando 0 =1, el criterio falla . 


Demostración. 1. Cuando y < 1. Según la definición de límite 
(Art. 14) podemos elegir n tan grande, digamos n =m, que cuan— 
Un+l 


do n= m la razón diferirá tam poco de p como queramos, y, 


n 
en consecuencia, será menor que una fracción propia r. Luego 


Um+1 < UmT ; Um? < Um¿1 7 < UT? 7 Um+3 < Umm? ; 
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y así sucesivamente. Por tanto, después del término un , cada tér- 
mino de la serie (1) es menor que el término correspondiente de la 
serie geométrica 


(2) A Pd e as 


Pero, puesto que r< 1, la serie (2) es convergente; luego la 
serie (1) también lo es (Art. 186). 

TI. Cuando p >1 (o y = w). Razonando como en 1, puede 
demostrarse que la serie (1) es ahora divergente. 

IM. Cuando o = 1, la serie puede ser convergente o divergente ; 
es decir, que el criterio falla. En efecto, consideremos la *'serie p*”, 


1 1 1 1 1 
MEET TE PE 


La razón de D 'Alembert es 


Un41 n a 1 1 A 
Un a n +1 E n+1 + 
; Una 1 po. nr 
y ¿Mo ( ln ) = 5 (1 n a OA) 


Luego p = 1, cualquiera que sea el valor de p. Pero en el Ar- 
tículo 186 hemos demostrado que cuando p > 1 la serie es conver 
gente, y cuando p = 1 la serie es divergente. 

Así queda comprobado que p puede ser igual a 1, tanto para series 
convergentes como para las divergentes. Cuando esto ocurre pueden 
aplicarse otros criterios, pero el plan de nuestro libro no nos permite 
considerarlos, 

Para la convergencia no basta que la razón de un término al ante— 
rior sea menor que la unidad para todos los valores de m. Este criterio 
exige que el límite de la razón sea menor que la unidad. Por ejemplo, 
en la serie armónica la razón de un término al anterior es siempre menor 
que 1; pero el límite es 1. 

La exclusión de un grupo de términos al principio de una serie 
afectará al valor del límite pero no a su existencia. 


188. Series alternadas. Se da este nombre a las series cuyos tér- 
minos son alternativamente positivos y negativos. 


Teorema. $: 
VU + 0u0—Uu5+... 
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es una serie allernada, en la que cada lérmino es numéricamente menor 
que el que le precede, y si 
lín un =0, 


1 


entonces la serie es convergente. 


Demostración. Cuando n es par, S, puede escribirse en tas dos 
formas 


(1) Sp= (uu —u2) + (Us — 44) +... + (Un-1 — Un), 
(2) Sn = 41 — (Us —Ug) — ... — (Un-=> — Un-1) — Un. 


Cada expresión entre paréntesis es positiva. Por tanto, cuando 2 
aumenta tomando valores pares, (1) muestra que S, aumenta, y (2) 
muestra que S, es siempre menor que u,; por tanto, según el teore- 
ma Í del Artículo 185, 5, tiende hacia un límite 1. Pero S,+1 también 
tiende hacia este límite l, puesto que Say1= Su + Uni y lím Un +1 = 0. 
Luego , cuando n aumenta tomando todos los valores enteros, Sn —l 
y la serie es convergente. 


EJEMPLO. Averiguar si la serie alternada 


es convergente. 


Solución. Cada término es numéricamente menor que el que le precede. 


Además, un = a, luego lím un = 0. Luego la serie es convergente. 
n n—= 


Una consecuencia importante de la demostración anterior es la 
siguiente proposición : 


Sí en una serie alternada convergente se suprimen los términos que 
siguen a uno determinado, el error que se comete no excede, numéricamente, 
al valor del primero de los términos que se desechan . 


(Asi, por ejemplo, la suma de diez términos de la serie del ejemplo anterior 
es 0,046, y el valor de la serie difiere menos de un onzavo de este valor, ) 


In esta proposición se supone que la serie se ha continuado sufi 
cientemente para que los términos disminuyan numéricamente. 


189. Convergencia absoluta. Se dice que una serie es absoluta— 
mente o incondicionalmente convergente cuando es convergente la serie 
formada por los valoros absolutos de sus términos. Las otras series 
alternadas convergentes se llaman condicionalmente convergentes, 
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bd 
4] 


Por ejemplo, la serie 


= 2 


12 


LR == to. 


es absolutamente convergente, puesto que la serie (3) del Artículo 186 es 
convergente. La serie alternada 


1 1 ] 
1— SS += — 
- 3 4 
es condicionalmente convergente, puesto que la serie formada por los 
valores absolutos de sus términos es la serie armónica que es diver- 
gente. 


Una serie con algunos signos positivos y algunos negativos es conver— 
gente si la serie que se deduce de ella tomando lodos los términos con 
signo posilivo es convergente. 


Se omite la demostración de este teorema . 


190, Resumen. Suponiendo que el criterio de la razón de 
D 'Alembert (Art. 187) es válido sin poner a los signos de los térmi- 
nos ninguna restricción, podemos resumir nuestros resultados en las 
siguientes 


Instrucciones generales para averiguar la convergencia o divergencia 
de la serie 


TS TS TAN 770 A TAN 7 IP 


Sí es una serie alternada cuyos lérminos decrecen en valor numé- 
rico, y si 
lím un = O, 
n—uw 
entonces la serie es convergente. 
Sí no se satisfacen las condiciones anteriores, delerminamos la forma 
de Un Y Un41r, formamos la razón de D*Alembert y calculamos 


s Un+! 
lim =p. 
n—> en un 


1. Cuando [p| < 1, la serie es absolutamente convergente, 


11. Cuando lo| > 1, la serie es divergente 
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HI. Cuando lo| =1, el criterio falla, y comparamos la serie dada 
con alguna otra que sabemos que es convergente, como, por ejemplo, 


at+ar+ar+ar+...; (r<D) (seriegeomélrica ) 


1 1 1 . 
TO TT (p > 1) (serie p) 
o con alguna que se sabe que es divergente, como 
1 1 1 . , 
+3 +3G+ 4 PA (serie armónica ) 
DER dá 
TE TI (p< 1) serie D) 


EJEMPLO l. Estudiar la serie 


pe e Pa tE 
pa pa 
Solución, Aqui 
un = . A 
n=1 ln 
Uun+1 = |a 1 pe ue 
un |a n ! 


y la serie es convergente, 


EJEMPLO 2. Averiguar la convergencia o divergencia de la serie 


E E E 
10 +10 + i03 + 
Solución. Aquií 
|n [a +1 
un = 107 * Un +1 101 
gr AEEL on +1 
A TN 
= |j n-+ l = 0 
-3. -10 


y la serie es divergente. 


EJEMPLO 3. Estudiar la serie 


1 ! I 


natiratrat 
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Solución. Aqui un = 1 


Gn=Moa "Ha OUGdaRD 
un+l Qn—1)2n __An?—2n 
un Qn+I)Qn+2) 4n.4+6n+2 


A TAE 


según la regla dada en el Artículo 18. Luego el criterio de D' Alembert falla. 
Pero si comparamos la serie dada con la ''serie p'” cuando p = 2, a saber 


A 
E E 


vemos que la serie es convergente, puesto que sus términos son menores que los 
términos correspondientes de esta serie p, y hemos demostrado que ¿sta es 
convergente, 


PROBLEMAS 


Estudiar cada una de las siguientes series, respecto a su convergencia o diver- 


gencia. 
1, Fe 3 ELN da )+ h.onio Sol. Convergente. 
2, +5 + AT A. Convergente. 
3 32 32 34 ; 
3. TF +; dd ps OS Divergente. 
EA ¿A [n Cc t 
AAA TO RA 
DABA ld (21n—1) C 
5. A e a 7 17577 Ga=a * onvergente. 
] A A A: TA 
EE A, ¡al a 
S: UT ap 
5 2 53 54 
A A a Convergente. 
L Iz 1 1 


o ados rs eros Divergente. 


o Ir + 


a Ea E 
10. IAS A E 
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1 ] | ] 
11. 13+t; CA E +tr3+ 
3 e 5 y 
12. ¡+tutatat 
] bebo 1 EE 
Hi o y 
ú E PD TE 


191. Series de potencias. Una serie cuyos términos son monomios 
de potencias enteras, positivas y ascendentes de una variable, diga- 
mos zx, de la forma 


(1) ad+iart+ard+ad+s..., 


en donde los coeficientes do, 41, 42, ... son independientes de x, se 
llama una serie de potencias en x. Tales series son de la mayor impor 
tancia en el Análisis matemático, 

Una serie de potencias de x puede converger para todos los valo— 
res de 2, 0 para ningún valor con excepción de = 0, o puede con- 
verger para algunos valores de x distintos de cero y ser divergente 
para otros valores. 

Vamos a examinar la serie (1) sólo para el caso de ser los coeficien— 


Les tales que 
e An +1 
lim (2) =L, 
i—h 4 1457 


siendo L un número determinado. Para ver el motivo de esto, apli- 
quemos el criterio de D*Alembert (Art. 187) a la serie (1), omi- 
tiendo el primer término. Entonces tenemos 


Luego, para cualquier valor fijo de x, 


a a 
V= lím pas 2) = 2 lím ( an ) = xL, 
n—» Qn U— 0 An 


Tenemos dos casos : 


Il. Si L=0, la serie (1) será convergente para todos los valores 
de x, puesto que y =0. 

Ml. $Si L noescero, la serie será convergente cuando zL (= p) 
os numéricamente menor que 1, es decir, para valores de x= en el in— 
Lervalo 

— E << Le i 
¡L| IL] 
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que se llama ¿ntervalo de convergencia o campo de convergencia, y será 
divergente para valores de x fuera de este intervalo. 

Los extremos del intervalo deben examinarse separadamente. Para 
toda serie dada debe formarse la razón de D *Alembert y determinarse 
el intervalo de convergencia aplicando lo dicho en el Artículo 187. 


EJEMPLO 1. Hallar el intervalo de convergencia de la serie 


ESE 
(2) bd ALE 
2 
Solución. Aqui la razón de D'Alembert es Mtl=— "2 _x. Según 
un (n+1)2 
el Artículo 18, n= ED = 1, Luego €=—x, y la serie converge cuan- 
n e n 


do x es numéricamente menor que 1, y diverge cuando x es numéricamente 
mayor que 1, 


Ahora examinemos los extremos del intervalo. Sustituyendo en (2) x= 1 
obtenemos 


1 1 1 
== 72 + 32 ae mE +..., 
que es una serie alternada convergente. Sustituyendo en (2) x=-— 1, obte- 
nemos 
Ml da 3 
23 32 q ] 


que es convergente por comparación con la serie p(p > 1). 

La serie del ejemplo dado tiene |—1, 1] como intervalo de convergencia. 
Esto puede escribirse —1<É x <l, o puede indicarse gráficamente como se 
indica en la figura 170: 


Fig. 179 
EJEMPLO 2. Determinar el intervalo de convergencia para la serie 


ib AE 
[4 |2n - |[2n+2 


Solución. Prescindiendo del primer tórmino, la razón de D'Alembert es 


[20 
LE x?= x2 
un |[2n+2 Qn+ 1) (Qn+2) 


, » 1 A 
Ad AM ———————— = 0. Luego! e conve todos 
emás d im AFDOAATFD uego la serie converge para o 


los valores de x. 
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PROBLEMAS 
Representaciones ¿Para qué valores de la variable son conver- 


gráficas de los intervalos de gentes las siguientes series? 
convergencia * 


=y ee. dis RBD rr 


Sol. =1<x<l. 


2 3 4 
A 2, =* x e rs 
Ep EY 


-1 o +. ES 
Sol. =1<x<l. 
Es, 0 Po x+xi+x?0+4x00+ 


Sol. =1<x<l. 


a " x?2 3 = 
ds c+ rte Sl. -1Sx<L 
e x? x3 
sd e A 
0 Jz "13 
Sol. Todos los valores de x. 
= 2 ps 6 
_ TN A 
0 PONENT 
Sol. Todos los valores de 6. 
2 +0 $, y 
0 EEE NE 
Sol. Todos los valores de ¿. 
MV x? 153. 58 Bid nt 
=] +1 A Ea e A AN si 
lo) 8 +33 Lo 5 F 246 7 e 
Fig. 180 Sol. -1<x=<l. 
9D. x+2x2+3x044xt+.... Sol. =1<x<l!. 
xr x3 = 
10. Lor =3p Fo.” 1=x*=<]): 
2 3 4 
A A es =U4 EA =Z 
rica tia ram? += 
2 3 4 
12 PICA CARE Todos los valores. 


*  Losextremos del intervalo que no están incluídos en el intervalo de con- 
vergencia se han marcado con círculos. 


na 63 + 10354 


1.3.5x0 


SERIES 


Todos los valores. 


13, 3 a oro OE Sol. 
ax ax? adx3 anx” 
14. GA o” sE re (a > 0) 
156. 14% A SH +... (a >0) 
E. 
2x  32x2 42x8 
A 
1 2x 3x2 4 x? 
a US 
18. x+4x?+9x8+16xt4.... 
x 2x2 3x0 4 xt 
pe DITA TRATA A 
1 E A 
e 
10x 100 x2 1000 x3 
21. + 12 + E os 
x 12 |3x 
22. 1=16+ 00 -To00 +: 
xXx) x5 , x7 
23. e 
24. -= o SA. 
192. La serie binómica. Esta importante serie es 
mí(m—1) , , m(m—1)(m—2) 
(1) 14 m4 AA+ 3-3 
¿ mím— Dm—2) ... (m—a+D a y 


en donde m es una constante. 


[a 


—6<x<6. 


e 


Si m es un número entero positivo, (1) es una serie finita de 
m-+1 términos, puesto que todos los términos que siguen al que 
contiene x” tienen en el numerador el factor m— m, y se anulan. 
En este caso (1) es el resultado que se obtiene de elevar 1+x a la 


potencia emésima. Sim no es un número entero positivo , 


una serie infinita. 


la serje es 
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Ahora bien, analicemos (1) con respecto a su convergencia. Te- 
nemos 
_míim—1)(m—2)... (m—n+2) 


Ec AI a 2 O e O li TE, A gn! ' 
bl 1.2.3... (nm-1) , 
» _m(m—1)(m—2) .. -(m—n+2)(m="+1), 
y de 1-2:3. ..(m—1l)n 
Llego A MAA e (21). 
Un n n 
Entonces, puesto que cn EA 1) =—1l, vemos que 
V0=—x, y la serie es cala si Tes menor que 1, en valor 


absoluto y divergente cuando x es numéricamente mayor qua 1. 

La serie de Maclaurin (Art. 194) contiene la siguiente propo— 
sición : 

Suponiendo que m no es número entero positivo y que |x| < 1, el 
valor de la serie binómica es exactamente el valor de (1+ 2)". Es 
decir que 


(2) A+ 14m 0D o Gel<í) 


Si m es un número entero positivo, la serie es finita y es igual al 
valor del primer miembro para todos los valores de z. 

Lu igualdad (2) expresa un caso especial del teorema del binomio. 
Podemos también escribir 

; b 

(3) (a+ 0d)" =a" (1 +23)", siz= FL 

Esto nos dice que el primer miembro de (3) puede también expre- 
sarse como serie de potencias. 

A continuación se dan ejemplos de cáleulo aproximado de ciertas 
expresiones mediante la serie binómica. 


EJEMPLO. Hallar un valor aproximado de V 630, empleando la serie bi- 
nómica. 


Solución. El cuadrado perfecto más próximo a 63) es 625. Por tanto, 
escribimos 


> e A 
V 60 =vV05+5= (1 +55) : 
Ahora apliquemos (2) con m= 4. El resultado es 


(dx) Ia E 
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En este ejemplo, x == = 0,008. Luego, 


fa 
bi 


( +15) = 1 +0,004 — 0,000008 + 0,000000032 +... 


(4 25 ( + 5) - 25 + 0,1 — 0,0002 + 0,0000008 = 25,099801 


(hasta la cifra más aproximada a la sexta cifra decimal). 


La serie (4) es una serie alternada, y el error en la solución es menor que 
0,0000008. 


193. Otro tipo de serie de potencias. Frecuentemente empleare- 
mos series de la forma 


(1) bebía) +h(2=a +... +b (a+... 


en las cuales a y los coeficientes bo, br, ..., Un, ... son constantes. 
Tal serie se llama una serie de polencias en (x— a). 

Apliquemos a (1) el criterio de D*Alembert, como en el Artícu—- 
lo 191. Entonces, si 


lím. Put M, 
"n—n Br 


tendremos, para un valor fijo cualquiera de zx, 


Un+1 


o= lim = (x — a)M. 


n—>=» Un 
Tenemos dos casos : 


TI. Si M=0, la serie (1) es convergente para todos los valo- 
res de z. 

II. Si M no es cero, la serie (1) será convergente en el ¡n- 
tervalo 


1 
a— <e£<a bi 
mM 
Una serie de potencias de « convergente es útil en el cálculo numé- 
rico para valores de x próximos a cero. La serie (1), si es conver— 


gente, es útil para valores de x cercanos al valor fijo a, dado de 
antemano. 


ni 


EJEMPLO. Estudiar la serie infinita 


po Ene e 


con respecto a su convergencia. 
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Solución. Despreciando el primer término, tenemos 
un+1 n (x E 1) 
un n+l 
También, lím ( n ) il, 
n>xwXn+l 
Luego lo] =|x — 1l, y la serie será convergente para valores de x compren- 


didos entre 0 y 2. El extremo x = 2 del intervalo puede incluirse. 


PROBLEMAS 
1. Empleando la serie binómica, demostrar que 


=l=x+x2=xi+,... 


1 
l+x 


Verificar la solución por división directa. 


Empleando la serie binómica, hallar valores aproximados de los siguientes 


números: 

2. VO 5. V35 8 eE 1 11 

: : . a 7 ; 

3. VID Es dis LE DO 
: ;  Í7 E ; 

4. v030 7 - as E 13 y 
P ñ "yan Y 30 : 


¿Para qué valores de la variable son convergentes las siguientes series? 


14. (+ 401, 6401-44 
Sol. =-2<x<0. 
E>D2 (x-1)3, (x—1)14 
15. =1 A AAA 0Ex<2. 
E Er 7 v 3 V 4 pa> 
16. di — Todos los valores. 
7. 14D 4 EG E RS, 
18. 1-2(02x-3+30Q0x-3)?-4(Qx-3)3+.... 
6=3)7 2. G6=3)%- 9 52) 
19. $ dr a To O ee Aid: 


26 


CAPITULO XX 
DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 


194. Serie de Maclaurin. En este capítulo se estudiará la manera 
de poder representar una función por una serie de potencias; dicho de 
otro modo , de desarrollar la función en serie de potencias. 

Evidentemente, una serie convergente de potencias de x es una 
función de x para todos los valores dentro del intervalo de convergen— 
cia. Así podemos escribir 


(0 JlU)=u%0+ar+ar+t...Far+.... 


Entonces, si una función se representa por una serie de potencias , 
¿cuál debe ser la forma de los coeficientes 40, 41, ..., 4», etec.? Para 
contestar a esta pregunta , procederemos como sigue : 

Hagamos x= 0 en (1). Se obtiene : 


(2) f(0)=a, 


y ya se ha determinado do, el primer coeficiente de la serie (1). 
Ahora supongamos que la serie (1) puede derivarse término a término , 
y que admite derivadas sucesivas. Entonces tendremos 


f (2) =4+2a.3+3 a? + nar + Bra 
B3)4 $(0)=240a+6a02+...+n(n-Dar?+... 


$"()=60 +... +n(n—-1)(n-— 2)a0r +... 
etcétera, 


Haciendo x= 0, se obtiene : 
(4) S'(0)=a1, $"(0) =|202, $"(0) =|3 as, ... 
e. $M(0) =|nas 
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Despejando de (4) los valores de az, 42, ..., Gn, etc., y sus- 
tituyendo en (1) resulta : 
e 


(4) F(x)=F(0) + £'(0) T +r10)7, 


dl 

+ CES ha 

Esta fórmula expresa a f(x) como una serie de potencias, y deci- 
mos que *“la función f (2) ha sido desarrollada en una serie de poten- 
cias en 2*?. Esta es la serie (o fórmula) de Maclaurin. * 

Ahora es preciso discutir la fórmula (4). Con este fin recurramos 
a (G) del Artículo 124, y escribámosla de nuevo, haciendo ahora 
a=0,b=xzx. Il resultado es 


6) 10040 7 +I0) E 


qn 
[m—1 


+0. J00 (0) +R, 


go" 
en donde R=J“" (21) Ta” (0<m <x) 
El término li se llama término complementario o residuo después de n 
términos. 11 miembro de la derecha de (5) concuerda con la serie 
de Macluurin (4) hasta n términos. Si representamos esta suma 
por S,, entonces (5) es 


J()=5:+R, o sea, f (1) — 8, = R. 


Supongamos ahora que para un valor fijo, x= xo, el término comple- 
mentario Ri tiende a cero cuando n se hace infinito. Entonces S» 
tenderá a f (70) como límite (Art. 14). Es decir, que la serie de 
Maclaurin (4) converge para 1 = 24, y su valor es f (20). Así tene- 
mos el siguiente resultado : 


Teorema. Para que la serie (A) sea convergente y represente a 
la función f(x), es necesario y suficiente que 
(6) lím R =0. 
"—x 
Ordinariamente es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
como en el capítulo anterior que determinar aquel en el cual se verifica 
la condición (6). Pero en los casos sencillos los dos son idénticos, 


* Publicada por primera vez en el T reatrisc of Fluxtons (Edinburgh, 1742) 


de Colin Maclaurin (1098-1746), cuyo nombre lleva, Realmente la serie es 
debida a Siirling (1092-1771). 
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Para representar una función f (x) por la serie de potencias (4) es 
necesario, evidentemente, que la función y sus derivadas de todos 
órdenes sean finitas. Pero esto no es suficiente. 

Ejemplos de funciones que no se pueden desarrollar en serie por la 
fórmula de Maclaurin son 

ln y ctgz, 


puesto que las dos se hacen infinitas cuando x es cero. 

El lector no debe dejar de notar la importancia de un desarrollo tal 
como (4). En todos los cálculos prácticos se buscan resultados que 
sean exactos hasta cierto número de cifras decimales, y puesto que el 
procedimiento en cuestión reemplaza una función, tal vez difícil de 
calcular, por un polinomio ordinario con cocficientes constantes, es muy 
útil para simplificar tales cálculos. Por supuesto, debemos emplear 
un número de términos suficientes para dar el grado deseado de 
exactitud. 

En el caso de una serie alternada (Art. 188), el error que se 
comete deteniéndose en cualquier término, es numéricamente menor 
que este término . 


EJEMPLO l. Desarrollar cos x en sericinfinita de potencias, y determinar 
para qué valores de x es convergente. 


Solución, Hallando las derivadas sucesivas y haciendo despues x = (), ob- 
tenemos: 
f(x) =cos x, Ff(0)=1, 
f'(x) = — sen x, E*107=0D, 
FU (x) = —cosx, F(0) =— 1. 
f(x) = sen x, (0) =0, 
FW (x) =c0s x, pu(0)=1, 
Ív(x) =—»sen x, fv(0)=0, 
Fvm(x)= —cos Xx. fri(0) =—!, 
etcctera, etcétera. 
Sustiruyendo en (A), resulta: 
5 gl 6 
(7) cosx=1l=i3+IiT7=75T + 


| 2 


Comparando con el problema 6 del Articulo 191, vemos que la serie converge 


para todos los valores de x, 
De la misma manera para sen x, 


x5 


(8) 


A A 


Bop 


que también es convergente para todos los valores de x (problema 7 del ÁAr- 
ticulo 191), 


438 CALCULO INTEGRAL 


En (7) y (8) no es difícil demostrar que el término complementario R tiende 
a cero al crecer n infinitamente, cuando x tiene un valor fijo cualquiera. Con- 
sideremos, por ejemplo, la serie (7). Podemos escribir la enésima derivada en 
la forma 


FO (x) = cos (+ + 2). 


Luego, R = c0s (ss + ja . 


In 


Ahora bien, cos (++ ) nunca excede a 1 en valor absoluto. Además, el 
segundo factor de R esel término enésimo de la serie 
2 3 m 
A A e 
PASE E 


que es convergente para todos los valores de x. Luego tiende a cero cuando y 


se hace infinito (véase (A) del Articulo 185). Por tanto, se puede aplicar la 
fórmula (6). 


Según hemos visto, 


lim. Es es dr, 
”"M_—> x= [n 
y mm 
R=/f" (2) la (0<m < 2) 


Luezo Mr R=0 si f'" (21) permanece finita cuando n tiende a 
n o 


infinito. 


EJEMPLO 2. Empleando la serie (8) que hemos obtenido en el ejemplo 
antez.or, calcular sen 1 con cuatro cifras decimales exactas. 


Solución. Aquí x= 1 radián; es decir, que el ángulo se expresa en medida 
circular. Sustiruyendo x = 1 en (8) del ejemplo anterior, resulta: 


1 =1,00000 ... qa = 0.1668. 
l 
77 =0.00833 ... Po Eb) SE 
5 00 [7 0,00020 
1,00833 ... 0,16687 ... 


Por tanto, sen | = 1,00833 — 0,16687 = 0,84146 ,.. 
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que podría suponerse exacto hasta la quinta cifra decimal (puesto que el error 


Í 
de no tomar más términos ha de ser menos de To* es decir, menos de 0,000003) 


al despreciar los errores cometidos al no tener en cuenta la sexta cifra decimal. * 
Evidentemente, el valor de sen | puede calcularse con cualquier grado de 
exactitud deseado, con sólo tomar un número suficiente de términos. 


PROBLEMAS 


Verificar por la serie de Maclaurin los siguientes desarrollos de funciones, y 
determinar para qué valores de la variable son convergentes. 


x? y? x"—1 


1. ici Ca 


Sol. Todos los valores. 


ya 5 (—= 1)0-1 x20-1 
[2 n= 


Sol, Todos los valores. 


3. e EA 
n 


4 
Sol. —1<x<l. 
A TIOS AA IS 
4. In(l—-x)==x 3 5 4 qa , Hd 
Sol. —-I<x<l: 
SS lixd (1,7 -2 
5. arcsen x=x-+ 23 + E +.. 
lia len MES 
EAS 
Sol. =I|<x=l, 
' A ES. (—1)4-1 x2r-1 
6, arctgx =x aiES O a O 
Sal. —1Ex=<l. 


* N. DEL T. Es usual despreciar tales errores, suponiendo que los errores 
por exceso y los errores por defecto se compensaran mutuamente. Pero éste no 
es siempre el caso. En nuestros ejemplo, los errores cometidos al despreciar la 


1 1 1 1 e” 
sexta cifra decimal de Tz TE leal E y de no tomar T5 todos disminuyen 


el valor de sen l, de suerte que no se compensan sino se acumulan, y todos jun- 
tos hacen un error de más de 0,00001; un valor más exacto serta 0,54147098. 
Pero como se deseaba el resultado con cuatro cifras decimales exactas. el valor 
obtenido ts correcto. 
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TI 1 x? x? xt 


Vi E ET 


ro TR 
MC ES + 2 


Sol. Todos los valores. 


po 5 

In (a+ x= Ina += La 7 
f= 148 GA 
E PS A A —a<x=Za. 
Ts * a x=a 


Verificar los siguientes desarrollos. 


9. 


10, 


11. 


12. 


13. 


15. 


16. 


a 17 x7 1 
gx=x4+ 4 E 5 +35 + 
seox=1+2 SAA 
TT V 7 y? x3 V 3 x! x5 
(Fee) (v7+s- E A E +] 
Ed 8 x3 
a(P4rx)=14+2:4+2 048 4.... 
A E 
AER +5 E 
x! x6 
14. + (e? )= TI+IT +... 
le + e-*) A 
> 1 
nl +VT+Ex7)=x-H+ eS 
3" 1s 
AA E 
Y AE dl 


Hallar tres términos del desarrollo en potencias de x de cada una de las fun- 
ciones siguientes: 


7; E . 
di cos (x 2) 


18. sen (x +1). 


19 6 Pa Tr 


a (er —erz), 
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Calcular los valores de las siguientes funciones, sustituyendo directamente en 

las series equivalentes de potencias. tomando términos suficientes para hacer 
que los resultados concuerden con los que se dan aqui. 


21. e=2,7182.... 


Solución. En la serie del problema l, sea x = 1; entonces 


1 l 1 1 
= 1 Y1+3T74+ITI+TI 77 
A 

Primer término = 1,00000 
Segundo término = 1,00000 
Tercer término = 0,50000 
Cuarto término = 00,16607 ... (dividiendo el tercer término por 3) 
Quinto término = 0,04107 ... (dividiendo el cuarto término por 4) 
Sexto término = 0,00833 ... (dividiendo el quinto término por 5) 
Séptimo término = 0,00139... (dividiendo el sexto término por (6) 
Octavo término =0,00020,.., etc. (dividiendo el séptimo término por 7) 

Sumando, e=2,71826... 

22. arc tg + =0,1973...; empléese la serie del problema 6. 


23. cos l =0,5403 ...; empléese la serie (7) del ejemplo 1. 
24, cos 10% = (1,9848 ...; empléese la misma serie. 
25. sen0,1l =0,0008...; emplcese la serie del problema 2. 


26. arcsenl = 1,5708...; empléese la seric del problema 5. 


27... sen E =0,7071 ...; empléese la serie del problema 2. 
28. sen (15 =0,4704...:; empléese la misma serie. 

22 23 
29. A A dl 


E | 1 
30. Ve=l+7+ + 


195. Operaciones con series infinitas. Muchas de las operaciones 
del Algebra y del Cálculo se pueden efectuar con series convergentes, 
tal como con polinomios. Las siguientes proposiciones se dan sin 
demostración . 
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Sean dad +tart+ar+.. . +aosr+... 
y b+brt+bi?r+...+bo0o +. 


series convergentes de potencias. De éstas obtenemos nuevas series 
convergentes de potencias operando con ellas como sigue :; 


1. Sumando (o restando) término a lérmino. 


(a. =db0) + (a =b)r+... + (An =b,)1" + o 


2. Multiplicando y agrupando términos. 
Go ba + (a0b1 + arbojz + (a0b: + a1b1 + arbodat+.... 


EJEMPLO l. Cálculo de logaritmos. De las series (problemas 3 y 4 del 
Articulo 194) 


la (1+x) =x— Vóx+hkia—Uxi+.... 
In (1) =—=x—Ax?—Hxi—Hfxtm=... 


obtenemos, restando los términos correspondientes y empleando la fórmula (2) 
del Articulo ], la nueva serie 


(1) E E a a AA) 


Esta serie converge cuando [xf[< 1. 
A fin de transformar (1) a una forma mejor para el cálculo, sea N un núme- 
ro positivo, y hagamos; 


1 I+x_N+1 
2 = £ de dond == ==: 
(2) ALTRE A Ls 


siendo |x| < 1 para todos los valores de N. Sustituyendo en (1), obtenemos 
la fórmula 


(3)  MmIN+0D =0N +2 7143 05m 


] 1 
+ tl, 


Esta serie converge para todos los valores positivos de N, y se adapta bien 
al cálculo numérico. Porejemplo, sea N = 1. Entonces 


1 


ln (N + 1) = 1n2, TNTHRY 


3, 
7 


Sustituyendo en (3), el resultado es ln 2 = 0,6315 ,.. , 
Haciendo N =2 en (3), obtenemos 


310242343: 5 +30 33 +-:)= 1.0986)... . 
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No es necesario calcular de esta manera sino los logaritmos de los números 


primos; después se hallan los logaritmos de los números compuestos empleando 
las fórmulas (2) del Artículo 1. Así, 
In 8 = In 23 =3 In2 = 2,07944.... 


ln 6=1n 3 + In 2 = 1,79176..... 


Todos estos son logaritmos nepecianos O naturales: es decir, la base es 
e =2,71828..... Si queremos hallar logarrimos comunes o de Briggs, que son 
los de base 10, noes menester más que cambiar la base por medio de la fórmula 


In n 
! 
22 = TT 


Así, log 2 = In 2 0,69315 _ 


In 10  2,30258 dd ia dé 


En el cálculo real de una tabla de logaritmos, no se calculan por series sino 
unos pocos de los valores que ahi aparecen; todos los otros se hallan empleando 
teoremas de la teoría de los logaritmos y varios artificios ingeniosos ideados con 
el fin de economizar trabajo. 


EJEMPLO 2. Desarrollar en serie de potencias e? sen x. 


Solución. De las series 


sena 4 Problema 2. Art. 194 
I=] y 
AA e 


obtenemos, por multiplicación, 


x5 
120 +... Problema l, Art. 194 


a e5 E 
e? senx=x+x?i+ 3 == + términos en x%, etc 


3. Por división, Un caso especial se muestra en el ejemplo 
siguiente. 
EJEMPLO 3. De la serie que da el valor de cos x (véase (7), Art. 194) 
e NS 
(4) cos x= 1]-— 


¡UN 


deducir el desarcollo en serie de sec x. 


Solución, Por la fórmula sec x = 


vemos que tenemos que ejecutar 
cos x 

la división de 1 por la serie (4). Para ello se procede como sigue. 

Escribase (4) en la forma cos x = | — z, siendo 


(5) E 


2 atm“ 
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Entonces 


(6) A A A 


l=z 


si |z| < 1 (problema 1 del Artículo 193). 
De (5) tenemos la serie 


4 6 z a 
¿2= 2-24 24 términos de grado superior. 
- 24 
6 
EXE 
z = + 
8 


Sustituyendo en (6), el resultado es 


1 5 6l 
=] a A Ta 
sec x zx ar +p + 


PROBLEMAS 


Dados ln 2 =0,60915 y ln 3 = 1,09861, calcular los siguientes logaritmo: 
naturales aplicando el método del ejemplo 1. 


1, In 5 = 1,6094. 3. In 11 =2,30. 
2. In 7 =1,94591. 4. In 13 =2,56495. 


Demostrar los siguientes desarrollos en serie. 


1 1 
5, er? =1= id 
et cost Ja A 
A E 
l— x 2 3 
cos x 1 A 1 49 
bl dl a e e 
sen 140 1 1 5 5 
, A AAA 
y I-Y40 2 ESTA + + 
VT=x 1 
9 A 
cos Xx GE 


10. egipto za: 
11. esecx=1l + Lt ee > 


E 2t=2 2 B, ELE 
12. ezsn2t=21—1*— 371 Hi +... 


, AAE Mp IN 29 3 Jet 
13. (1+x) cos Vx E EOS 
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14. (1+2x) ares = 42 ad 


a 1 11 5 
15. 1— tex=x==x*?=->x84+- xt 
V xarctgx=x 7 * 34 * +tÍ* + 
A 1 I 11 47 
16. 1 = =l=->x— 1x0 xt 
V tg x 38 qe 5% 384 * + 
O rr AL A 
4 9% 
In(1 + x) A 23 
18. —_ TA =x=-=x4+=x8= xt 
1 + sen x * da ne + 
jo 1 a mao 24 151 .+ 
e EA MAR rre Peas 
VTZE 2 16 256 6144 
1 1 61 
0. V4 =2+=--0?*-—Pñ5+.... 
2 + sen p + au? 1536? > 


Obtener los desarrollos en serie de las siguientes funciones, limitados hasta 
los términos que no contienen potencias de x superiores a x?*. 


z 


21. e 5senx, 24. Vi3+ez. 
22. er cos , Vx. 25. In (14 x) 
Vi+x 


sen x A 
23, cos2x. 26. W5=cosx. 


196. Derivación e integración de series de potencias. Una serie 
convergente de potencias 


(1) +A arar... fari+... 


puede derivarse término a término para cualquiera valor de x dentro 
del intervalo de convergencia , y la serie resultante es también conver 
gente. 

Por ejemplo , de la serie 


a? x* q 
a UN A 7 o... 


obtenemos, por derivación , la nueva serie 


a ze y 
ETE 


A ES 


cos =1-— 


Ambas series convergen para todos los valores de x (véanse los 
problemas 6 y 7 del Artículo 191). 
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Por otra parte, la serie (1) puede integrarse término a término si 
los límites están dentro del intervalo de convergencia, y la serie 
resultante será convergente. 


EJEMPLO 1. Hallar, por integración, el desarrollo en serie de In (1 + x). 


Solución. Puesto que - In (1+x) = 7 == , tenemos 
2 la (1 LES 
(2) n (1+x) S, ER 

1 


Ahora bien, =l=x+x—x+xt- 


ES ut 


cuando |x| < 1 (Art, 192). Sustituyendo en (2), e integrando término a tér- 
mino el segundo miembro, obtenemos el resultado 


ln (1+x) E 


También esta serie converge cuando |x| < 1 (véase el problema 2 del Ar- 
tículo 191). 


EJEMPLO 2. Hallar, por integración, el desarrollo en serie de potencias, 
de arc sen x. 


Solución. Puesto que e arcsen x= ——L_—, obtenemos 
x E 
| — 12 
7 dx 
3 a e -/ PP e | 
6) rc sen x os (x ) 
Por la serie binómica [ (2) del Artículo 192], haciendo m = — 13, y reem- 


plazando x por — x?, tenemos 


1 l 1.3 id 
e a Er OS: 


Esta serie converge cuando |x| < 1. Sustituyendo en (3) e integrando término 
a término, obtenemos; 


3 
arc sen =xti5+ 


Esta serie converge igualmente cuando |x| <1 (véase el problema 8 del Ar- 
tículo 191). 

Mediante esta serie se calcula fácilmente el valor de x. En efecto, puesto que 
la serie co1verge para valores de x entre — l y +1, podemos hacer x= l/, 


lo que da 
E 1 1 1 
Ez ra 3(+)+--- 


O sea, ai IA 
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Evidentemente, hubiéramos podido emplear la serie del problema 6 del Ar- 
tículo 194 en lugar de ésta. Estas dos series convergen algo lentamente; pero 
hay otras series, obtenidas por otros métodos, con las cuales se puede calcular 
rápidamente el valor de x con muchas cifras decimales. 


EJEMPLO 3. Empleando series, hallar un valor aproximado de 


S : sen x? dx. 
0 


Solución. Haciendo z = x?, tendremos: 


am dt. Problema 2, Art. 194 


x10 


pe 


1 1 6 10 
y y sen x? dx eo (+ = 35 + 15) dx, aproximadamente, 


6 
Luego sen x?= x?— 7 + 


pe PESE SE E = 
=[ +2), 0,3333 — 0,0238 + 0,0008 


= 0,3103. 


PROBLEMAS 


1. Porintegración, hallar el desarrollo en serie de arc tg x. 
2. Porintegración, hallar el desarrollo en serie de ln (1 — x). 
3. Hallar el desarrollo en serie de sec? x derivando la serie para tg x. 


4. Hallar el desarrollo en serie de ln cos x integrando la serie para tg x. 


Empleando series, hallar un valor aproximado de las siguientes integrales: 


4 1 
5. $ sos x dx . Sol. 0,3914. 10. Y, e-z2 dx. 
o 1+x 


y . 
6 ye sen x dx 11. Us ln (14 Vx)dx. 
0 


E 0,185. 
1 —. 
% 12, e e” sen Vx dx. 
7. Je *tn(l+x)dx. 0,0628. , 
o 13. E 
fe Vi— x3dx. 


A eg 
8. 4 SS 0,4815. i o 
o Vi=x? 14, E eTcos Y x dx. 


Y 
In(1+x)dx 1 
Le $ cos x 0,0295, 15. e V 2 =— sen x dx. 
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197. Deducción de fórmulas aproximadas de la serie de Maclau- 
rin. Empleando unos cuantos términos de la serie de potencias que 
representa una función, obtenemos para la función una fórmula 
aproximada que posee algún grado de exactitud. Tales fórmulas apro- 
ximadas se emplean mucho en la Matemática aplicada . 

Por ejemplo, de la serie binómica (2) del Artículo 192, podemos 
escribir inmediatamente las siguientes fórmulas aproximadas : 


1% aproximación 2? aproximación 
(14+2x)” =1+mc=1+m2+ 6 m(m—1)2*; 
A =1—mt=1—mx+ % m(m-+ 1)x2?. 


En éstas, |x| es pequeño y m es positivo. 


Asimismo , de la serie del seno , 


a? 95 
1 sen 2= 1 =373 Hi 
$07 ET 
se deduce : 
sen T=x, 
a? 


que son fórmulas aproximadas. Examinemos la primera. 
En (1) tómense valores de x tales que los términos de la serie dis- 
minuyan. Si se conserva sólo el primer término , el valor de la serie 


: AO 
que resta es, en valor absoluto, menor que su primer término 


5 
(Art. 188). Es decir, 


s 1 
sen x= w, siendo |error| < | 5 gi 


Se puede preguntar, ¿para qué valores de x será (2) válida hasta tres 
decimales? Entonces 


qa < 0,0005, 


es decir, lx] < Y 0,003 < 0,1443 rad. 


De aquí se deduce que la fórmula (2) da tres cifras decimales exactas 
para valores de x entre — 0,1443 y + 0,1443; o sea, en grados, para 
valores entre — 8,2% y +8,2%. 
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PROBLEMAS 


* * . m 3 
1. ¿Qué error se comete al usar lá fórmula aproximada senx=x-X, 


6 
cuando: a) x=30% b) x=60% c) x = 90%? 
Sol. a) Error < 0,00033; b) error <0,0l: £) error < 0,08, 


. y ; ó 2 
2. ¿Qué error se comete al aplicar la fórmula aproximada cosx= 1, 


2 
cuando: a) x*=30% 5b) x=00% c) x= 9%? 
Sol. a) Error<0,0032; b) error<0,05; £) error < 0,25, 


3, ¿Quéerrorse comete al usar la fórmula aproximada e-% = 1] — x cuando; 
a) x=0,1; 5) x+=-0,57 


. > . 4 
4. ¿Qué error se comete al usar la fórmula aproximada arc tgx = x* — > 


cuando: a) x=0,Jl;3 5) x=0.5; €) x=1? 
Sol. a) Error < 0,000002; hb) error< 0,006; e) error < 0,2. 


> ed x5 

5. ¿Cuántos términos de la serie sen x =x — (E 1 —= ,.. deben tomar- 

se para obtener sen 457 con cinco cifras decimales exactas? Sol, Cuatro. 
> ; Ye. Sd 

6. ¿Cuántos términos de la serie cos x = | — + = ... deben tomar- 


se para obtener cos 00” con cinco cifras decimales exactas? 


2 
7. ¿Cuántos términos de la serie In (l + x) = x — +2 = .,.. duben 


tomarse para obtener log 1,2 con cinco decimales exactas? Sol. Seis. 


Verificar las siguientes fórmulas aproximadas: 


sen x 
8. =x+x. 9. - 
l=x ] = y? 2 


10, Aros 41042. 
E po 
1. fos Vxd=C+x- 43 
3 
12, 2 dx=C E 
$: e tx 3 +3 


13. fin(l —x)dx=C- TA 


2 6 

14. ls sen x de =C4+ 4 E 
2 3 
15. fetseno do = c+ 45 
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198. Serie de Taylor. Una serie de potencias de x convergente se 
adapta bien al propósito de calcular el valor de la función que repre— 
senta para valores pequeños de x (próximos a cero). Ahora deducire— 
mos un desarrollo de potencias de —a (véase el Artículo 193), 
siendo a un número fijo. La serie que así se obtiene se adapta al 
objeto de calcular la función que representa para valores de x cer 
canos a QU. 

Supóngase que 


(1) /(2) =b+dh(x—a)+ dele — a+... +Fbn(a — aJr+..., 


y que la serie representa la función. La forma necesaria de los coefi- 
cientes bo, b1, ete. , se obtiene como en el Artículo 194, es decir, 
derivando sucesivamente (1) con respecto a +, suponiéndose que esto 
es posible. Así tenemos 

f (2) =b1+2b2(2 -a)+... + mn(r—al+..., 

fU(x) = 2bd2+ ... +n(n—1)da(2— a)" ?+..., 
etcétera . 


Sustituyendo x= a en estas ecuaciones y en (1) y despejando a 
bo, b1, bz, obtenemos 


bo =f(a), b=/f'(a), ly 


qe jm (a) 


de [n 


, 


Sustituyendo estos valores en (1), el resultado es la serie 


(B) 10=1() +10) Se + 919 EY E Mo 


A 


n 
La serie se llama serie (o fórmula) de Taylor. * 
Ahora examinemos la serie (B). Haciendo b = x en la fórmula (G) 
del Artículo 124 , se obtiene : 
(2 — a) 


(2) A ed 


==» n—1 
q +R, 


* Publicada por el doctor Brook Taylor (1685-1731) en sus Methodus 
Incrementorum (Londres, 1715). 
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(1 — a)” 


in 


en donde, R=fF" (2) (a < m1 < 1) 
El término R se llama término complementario o residuo después de n 
términos, 


Ahora bien , la serie del segundo miembro de (2) concuerda con la 
serie de Taylor (B) hasta n términos. Representando la suma de 
estos términos por Sn, de (2) se deduce : 


Jíi)=S.+R, O sea, / (12) —S, = K. 


Si suponemos ahora que para un valor fijo x= xo el residuo R 
tiende a cero cuando n se hace infinito, entontes 


8) lim SJ (23), 


y (B) converge para 7 = xo y su límite es / (10). 


Teorema. La serie infinita (B) representa la función para aquellos 
valores de x , y solamente para aquellos , para los cuales el residuo tiende 
a cero cuando el número de términos aumenta in finitamente . 


Si la serie es convergente para valores de zx para los cuales el resi— 
duo no tiende a cero al crecer n infinitamente, entonces para tales 
valores de x la serie no representa la funeión f (+). 

Por lo común es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
de la serie que determinar el intervalo para el que el residuo tiende a 
cero; pero en los casos sencillos los dos intervalos son idénticos. 

Cuando los valores de una función y de sus derivadas sucesivas son 
conocidos, y son finitos para algún valor fijo de la varizble, como 
z=a, entonces (B) se emplea a fin de hallar el valor de la función 
para valores de x cercanos a a, y (8) se llama también el desarrollo 
de f (x) en la vecindad de x=a. 


EJEMPLO 1. Desarrollar ln x en potencias de (x — 1). 


Solución. f(x) = In x, F(D)=0, 
nas, PD =!1, 
Xx 
Mx), (1) =— 1. 
Xx 
"” nn 2 ' .> 
My <= La (1) =2, 
XxX 
etc. etc. 


Sustituyendo en (B), Inx=x—1—Jd%(x—1)?+M(x—1)1— .,. - 
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Esta serie converge para valores de x entre 0 y 2, y es el desarrollo de In x 
en la vecindad de x = 1. Véase el ejemplo del Artículo 193. 


EJEMPLO 2, Obtener cuatro términos del desarrollo de cos x en serie de 
potencias de (» =- 5) 


Solución. Aquí f(x) =co0s x y a= + Entonces tenemos 

f(x) =c0s x, f (5) = a 
4 vV 2 

F(x) = — sen x, n(--% 

4 vi 
1 

A (5) == 

4 vV2 
FU(x) = sen x, En (5) - A 
E de 


etc., etc. 


Por tanto, la serie es 


V 7 12 +1 E hee 


que puede escribirse en la forma 


cos x = 0,70711 [ =(*-5)-3(+ + (s- 3).--]. 


E x 
Para verificar este resultado, calculemos cos 50%. Entonces x — 


Z =5% expre- 
7 Pp 


sado en radianes, osea, 
2 E 00877, (+ - z)- 0,00762, (+ a z)- 0,0066. 
4 4 4 


Con estos valores la serie anterior da cos 50% = 0,64278. Las tablas de cinco 
decimales dan cos 50% = 0,64279, 


199. Otra forma de la serie de Taylor. Si en (B) del Artícu- 
lo 198 reemplazamos a por to y hacemos —a=h, es decir, 
=at+h=xw+h, el resultado es 

; h t? 
(C) f(x +) = f(0) + or +4") la * Es 


oO] aia 


En esta segunda forma el nuevo valor de f (+) cuando x cambia de 
Zo A Zo + h se desarrolla en una seric de potencias de h, que es el 
incremento de z. 


DESARROLLO DE FUNCIONES 453 


EJEMPLO. Desarrollar sen x en una serie de potencias de h cuando x pasa 
de xo a xo + h. 


Solución. Aquí f(x) =senx y f(xo+h) = sen (xo + h). Derivemos, 
y dispongamos el trabajo como sigue. 


f(x) = sen x, f(x0) = sen xo, 
Fla). = cos x, F (xo) = cos xo, 
F(x) = — sen x, FU (xo) = — sen xo. 
etc., etc. 


Sustituyendo en (C), obtenemos 


sen (xo + h) = sen xo + cos xo 2 — sea xo E — cos xo Pess 


PROBLEMAS 


Verificar los siguientes desarrollos en serie por la fórmula de Taylor. 


— 2 hs 3 
1. ema[ieoÑo a | 


2 [3 
A: =!gy? 
2. senx =sena+ (x —a) cosa— a seno E cosa+ 
pa 2 a. y3 
3. cos x= cora — (0) sena E cos ad GI sem aos 


-e x x? 13 
4, ln (a+) ln 0 +5 4 GA 
x? da 
5. a sena+.... 


6. tg(x+h)=tgx+hsedtx+hse?txtegx+t.... 


Ef 
To (+ hh) = xx 1h A xn? p2 
nín— 1) (n — 2) 


E NM 


8. Obtener cuatro términos del desarrollo en serie de sen x en potencias 
de (+ == 
( A ( x y 
x —-— x—— 
1 | + x= es 4 pe 
Sol, snx= —z («-3 = ———— > E KK 4.1 
v2 4 |2 [3 
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9. Obtener tres términos del desarrollo de tg x en serie de potencias 


de (+ - 2). 
Sol. ex =1+2(:-7) +2 (1 F)%+.... 


10. Obtener cuatro términos del desarrollo de In x en serie de potencias 
de (x—2). 


11. Obtener cinco términos del desarrollo de e en serie de potencias 
de (x —1). 


12. Obrener cuatro términos del desarrollo de sen (E + x) en serie de 


potencias de x. 


13, Obtener tres términos del desarrollo de ctg (F+x) en serie de 


potencias de x. 


200, Fórmulas aproximadas deducidas de la serie de Taylor. fe 
obtienen las fórmulas aproximadas empleando solamente algunos tér 
minos de las series (B) o (C). 

Por ejemplo, si f(x) = sen x, tenemos (véase el problema 2 del 
Artículo 199): 


(1) sen 7 = sen a + (x— a) cosa 


como primera aproximación . 
Tomando tres términos de la serie, resulta como segunda aproxi- 
mación : 
(1 — ay 


(2) senz = sen a + (2 — a) cos A 


De (1), transponiendo sen a y dividiendo por x— a, obtenemos 


sen t—sen a 
(3) a 


= (058 (1, 


Puesto que cosa es constante, esto quiere decir que (aproxi- 
madamente) : 


La variación del seno es proporcional a la variación del ángulo para 
valores del ángulo próximos a a. 


La fórmula (3) expresa el principio de ¿nterpolación por partes 
proporcionales . 


EJEMPLO l. Dado a =30* = 0,5236 radianes, calcular los senos de 31? y 32* 
por la fórmula aproximada (1), 
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Para sen 31, x—au 


1% = 0,01745 radianes. Por tanto, 


sen 31? = sen 30% + (0,01745) cos 30? 
= (),5000 + 0,01745 X 0,8060 
= 0,5000 + 0,0151 = 0,5151. 


Anilogamente, sen32”= sen 30% + (0,03490) cos 30% = 0,5302. 


Estos valores, dados por (1), tienen solamente tres cifras exactas. Si se 
desea mayor exactitud, podemos emplear (2). 


Entonces, sen 31% = sen 30% + (0,01745) cos 30% — AA sen 309 
= 0,50000 + 0,01511 — 0,00008 
= (00,51503. 


sen 32% = sen 30% + (0,03400) cos 30% — Er sen 302 
= (),50000 + 0,03022 — 0,00030 
= 0,52092. 


Estos resultados son exactos hasta la cuarta cifra decimal, 
De (C) obtenemos fórmulas aproximadas para el incremento de / (x) 


al pasar x de xy a zo +h. En efecto, trasponiendo el primer término 
del segundo miembro, encontramos 


(4) — f(m+n)—J(2) = (00) 400) + a 


El segundo miembro expresa el incremento de f (2) en una serie de 
potencias del incremento de x(= h). 


De (4) deducimos, como primera aproximación , 


(5) $ (20 +h)— $ (20) = $'(x0) h. 


Esta fórmula se empleó en el Artículo 92. En efecto, el segundo 
miembro es el valor de la diferencial de f(x) para los valores 
T=1 y Ar=h. 

Como segunda aproximación tenemos 


6) MAMI =I ARI) 


EJEMPLO 2. Calcular, aplicando las fórmulas ($) y (6), un valor apro- 
ximado del incremento de tg x cuando x cambia de 45” a 467. 


Solución. Del problema 6 del Articulo 199), si x = xo. tenemos 


tg (xo +h)= tg xa + sec? xoh+s5ectdxo tgxroht+. .. 
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En este ejemplo xy = 45%, tgxo= 1, secixp=2 y h=19=0,01745 ra- 
dianes. Luego, 


por (5), tg 467 — tg 457 =2 (0,01745) = 0,0349; 
por (6), tg 46? — tg 457 = 0,0349 + 2 (0.01745)? = 0,0349 + 0,0006 = 0,0355. 


De la segunda aproximación obtenemos tg 46” = 1,0355, valor exacto hasta la 
cuarta cifra decimal. 


PROBLEMAS 


1, Verificar la fórmula aproximada 


In (10 + x) = 2,303 + —' 


Calcular el valor de la función según esta fórmula, y comparar el resultado 
con las tablas: a) cuando x =-—0,5$; hb) cuando x =— 1. 


Sol. a) Fórmula: 2,253; tablas; 2,251. 
b) Fórmula: 2,203; tablas: 2,197, 


2. Verificar la fórmula aproximada 
sen (E + x) = 0.5 + 0,8060 x. 


Emplear la fórmula para calcular sen 27”, sen 33” y sen 40%, y comparar los 
resultados con las tablas. 


3. Verificar la fórmula aproximada 
tg P+x)= 142x422. 


Emplear la fórmula para calcular tg 407 y tg 50%, y comparar los resultados 
con las tablas. 


4d. Verificar la fórmula aproximada 


cos x = cosa — (x — q) sen a. 


Dados cos 30% = sen 60% = (0,8660, 
cos 45% = sen 45? = 0,7071, 
y cos 60% = sen 30% = (),5, 


emplear la fórmula para calcular cos 32%, cos 47% y cos 62%, y comparar los 
resultados con las tablas. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


Ñ 
1. Dada la integtal definida e x5 la (L+x) dx; 
D 


a) obtener mediante una seric su valor con cuatro decimales exactas; 
Sol. 0,0009, 
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b) obtener su valor por cálculo directo y compararlo con el valor aproxi- 
mado obtenido en (a); 


c) demostrar que si en el cálculo se toman n términos de la serte, el error 
es menor que 
E E 
DE (+1) (m4 7)" 
A 
2. Dada /(x)=+e 2 cos =$: 


a) demostrar que f'Y (x) =—l4f(x); 


b) desarrollar / (x) en serie de Maclaurin con seis términos; 
] 


c) ¿cuál esel coeficiente de x!? en esta serie? Sor == y 
64/12 


CAPITULO XXI 
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS * 


201. Ecuaciones diferenciales; orden y grado. Una ecuación dife— 
rencial es una ecuación que contiene derivadas o diferenciales. En este 
libro hemos utilizado , frecuentemente, ecuaciones diferenciales. Los 
ejemplos del Artículo 139 muestran casos sencillos. Así, en el ejem- 
plo 1, de la ecuación diferencial 


(1) 4427, 
encontramos, integrando , 
(2) y=Y*+C 


Asimismo , en el ejemplo 2, la integración de la ecuación diferencial 
(3) => 

nos llevó a la solución 
(4) e ty=2 0. 


Las ecuaciones (1) y (3) son ejemplos de ecuaciones diferenciales 
ordinarias de primer orden, y (2) y (4) son, respectivamente, las 
soluciones generales. 

Otro ejemplo de ecuación diferencial es 


d? 
(5) qa Fy=0. 


* En este capitulo solamente se tratarán algunos tipos de ecuaciones diferen- 


crales; a saber, aquellos que el estudiante encontrará un las aplicaciones elemen- 
tales de la Mecánica y la Física. 
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Esta es una ecuación diferencial de segundo orden, así llamada por 
el orden de la derivada . 

El orden de una ecuación diferencial es el mismo que el de la deri- 
vada de mayor orden que en ella aparece. 

La derivada de mayor orden que aparece en una ecuación diferen— 
cial puede ser afectada de exponentes. El mayor exponente indica el 
grado de la ecuación diferencial . 

Así, la ecuación diferencial 


(6) y”=(1+y”?, 


en donde y' y y” son, respectivamente, la primera y la segunda 
derivada de y con respecto a 7, es de segundo grado y de segundo 
orden. 


202. Soluciones de una ecuación diferencial. Constantes de inte- 
gración. Una solución o integral de una ecuación diferencial es una 
relación entre las variables, que define a una de ellas como función de 
la otra, que satisface a la ecuación. Así, 


(1) y = 4 sen z 


es une solución de la ecuación diferencial 


2) _— = 
(2) qee FY=0. 
En efecto, derivando (1), 
(3) EY = — A Sen Z. 


Si ahora sustituímos (1) y (3) en (2), obtenemos 
—asenz+asenr=0, 


que nos dice que (2) queda satisfecha. Aquí a es una constante 
arbitraria. Dela misma manera puede demostrarse que 


(4) y =b cos x 
es una solución de (2) para cualquier valor de b. La relación 
(5) Y = (1 Sen + C2 COS z 


es una solución todavía más general de (2), Efectivamente, si damos 
ciertos valores a c1 y cz vemos que la solución (5) incluye las solu- 
ciones (1) y (4). 
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Las constantes arbitrarias c1 y cz que aparecen en (5) se llaman 
constantes de integración. Una solución como (5), que contiene cons— 
tantes arbitrarias en número igual al orden de la ecuación (en este 
caso, dos) se llama la solución completa o general, o también , integral 
general .* Las soluciones que se obtienen de ésta dando a las constantes 
valores particulares se llaman soluciones particulares. En la práctica, 
una solución particular se obtiene de la solución general por condiciones 
dadas del problema , que la solución particular ha de satisfacer. 


EJEMPLO. La solución general de la ecuación diferencial 
(1) y+y=0 


es, según hemos visto, y = c¡ cos x + ca sen x. 
Hallar una solución particular tal que 


(2) y=2, y =—1Il, cuando x =0. 

Solución. De la solución general 

(3) y =C1C08sx-+c2 sen x 
derivando, obtenemos, 

(4) y! = —c1 sen x +2 cos x. 


Sustituyendo (2) en (3) y (4), encontramos c1 =2, cz = — l. Introdu- 
ciendo estos valores en (3), tenemos la solución particular que se pidió, 


y = 2 cos x — sen x. 
Una ecuación diferencial se considera resuelta cuando se ha reducido 


a una expresión en términos de integrales, pueda o no efectuarse la 
integración . 


203. Verificación de las soluciones de ecuaciones diferenciales. 
Antes de emprender el problema de resolver ecuaciones diferen 
ciales, mostraremos cómo se verifica una solución dada. 


EJEMPLO 1. Demostrar que 
(mm y =cix cosln x +cax seninx+xinx 


es una solución de la ecuación diferencial 


(2) A A AAA 
dx 


*  Enlos tratados sobre ecuaciones diferenciales se demuestra que la solución 


general de una ecuación diferencial de orden n, tiene n constantes arbitrarias. 
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Solución. Derivando (1), obtenemos 


(3) Mm (cr c1) sen ln x + (02 +01) coslaox+lnx+!, 
(4) Ei de REA e e) AG 
dx? x $ 


Sustituyendo en (2) los valores dados por (1). (3) y (4). encontramos 
que la ecuación se satisface, pues se obtiene una identidad. 


EJEMPLO 2. Demostrar que 
(5) i—ix=0 


es una solución particular de la ecuación diferencial 
(6) xy?=1=0, 
Solución. Derivando (5), se obtiene 


yy'—2=0, de donde, y'= 2, 
y 


Sustituyendo este valor de y! en (6) y reduciendo, obtenemos 


4 — y? =0, 
que, según (3). es cierto. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes soluciones de las ecuaciones diferenciales correspon- 
dientes. 


Ecuaciones diferenciales Soluciones 
1. dy _ l dyy 2 0, y=«+21x+ cua?. 
dx*  x dx Xx 
2, dev 24Y 0 V=“->2 ec. 
dr? r dr E 
d?s ds És . 
di TE 37 —6s 0. s- cue + cgevt, 
dix dix dx 
4. — Fi LA Lx 20 = =4 Y, 
E TT x x= (yel + cae=! + cae 
dy? dy » 
5. —e E 4 —= 3 uu 0. = SS z 
2) lee +8 y y=clx—=c) 
Py dy 5 
6. 242% —yy=0, SIP Ñ 3 
xd AÑ e Y xy e e 
7. 33 ++41=0 s=c1c0s (21 + ca). 
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8. TE 044 13 30, x=eblcos21 43. 

d*y y dy x= 
9. uo — =4 =D, = y 

Y ys (5 e y 

d*y 2) dy — E y 

0 xi 2lP—y2=0 Lt = 
? Y a A dx Ye c1 7 C2 
11 da _1+u e AE 

dv 1+0? l —« 
12, 4 As 8, s=2sn2t+0052t+21. 
13, EY _34Y4-3 y=.e. y = c108% 4 eye? — Yy e2z, 

dx? dx 
14. 40 50521. x=c082t+2c0831+2s5n31, 
15, TAO m3 0083, x=«cc0831+casen31t+)%tsen3t, 
16, m4 xy = xy? E =x?* 4134 cer?, 

Xx y 


204. Ecuaciones diferenciales de primer orden y de primer grado. 
Una ecuación de primer orden y de primer grado puede reducirse a la 
forma 


(A) M dx + N dy = 0, 


siendo M y N funciones de z y y. De las ecuaciones diferenciales que 
pertenecen a esta clase, las más comunes pueden dividirse en cuabro 
t1pos 


Tipo I. Ecuaciones con variables separables, Cuando los términos 
de una ecuación diferencial pueden disponerse de manera que tome la 
forma 


(1) (2) de + PF (y) dy =0, 
siendo f (2) una función de x únicamente y F (y) una función de y 
únicamente, el procedimiento de resolución se llama de separación de 


las variables, y la solución se obtiene por integración directa. Así, 
integrando (1) obtenemos la solución general 


(2) fro + frw=<,, 


en donde e es una constante arbitraria . 
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Frecuentemente muchas ecuaciones, que no se dan en la forma 
sencilla (1) , pueden reducirse a esa forma mediante la siguiente regla 
para separar las variables. 


PrimeR PASO. Quitar denominadores; si la ecuación contiene deri— 
vadas, se multiplican todos los términos por la diferencial de la variable 
independiente . 


SEGUNDO PASO. Se sacan las diferenciales como factor común. Si 
entonces la ecuación toma la forma 


XY dx + XY'dy =0, 


en donde X y X' son funciones de x únicamente y Y y Y' son funcio— 
nes de y únicamente, puede reducirse a la forma (1) dividiendo todos 
los términos por X'Y. 


TERCER PASO. Se integra cada parte separadamente, como en (2). 


EJEMPLO 1, Resolver la ecuación 


WEIR 

dx  (1+x)xy 
Solución. 
Primer paso. (U+x2 xy dy = (1+y)dx. 
Segundo paso. (1 + y?dx =x(1 + x?2) y dy = 0. 


A fin de sepatar las variables, dividiremos por x(1 + x?) (1 + y?). lo 
que da 


E a 
E 
dx a y dy 6 
Tercer paso. LF JEFA , 
EE A Art, 167 
5 +3 Ur ; rt, 


ln x— 2 ln (1+ x2) — dó In (1 + y2) =C, 
In (1 + x2) (1+ y?) =2 Inx —2C. 


Este resultado puede escribirse en forma más abreyiada si damos otra forma a 
la constante arbitraria, escribiendo ln e en vez de —-2C. Entonces la solución 
se convierte en 

In (1+ x2?) (1 + y?) = In x?+Inc, 
ln (1+ x2) (1 + y?) = In cx?, 


(14 x?) (1 + y?) = ex?. 
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EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 


dy ) dy 
_— +2 = sh 
a(2+20)-=02% 
Solución. 

Primer paso, ax dy + 2 ay dx = xy dy. 


Segundo paso. 2 ay dx + x(a — y) dy = 0. 
A fin de separar las variables, dividiremos por xy. Resulta: 


2adx, la-vdy_o, 
x y 


Tercer paso. 2 apt -- apa = Suu = 


lalnx+alny=y=C, 
a lnx?y=C + y, 


In x*y = Es Y 
a a 


Pasando de logaritmos a exponenciales, este resultado puede escribirse en la 
forma 


O sea, 
Z BM 
xy = ent.e0o. 


Representando la constante e% por c, obtenemos nuestra solución en la 


Forma 
na 
x*y = ce". 


Tipo 11. Ecuaciones homogéneas. $e dice que la ecuación dife- 
rencial 
(4) Mdx+Ndy=0 


es homogénea cuando M y N son funciones homogéneas de x= y y del 
mismo grado. * Tales ecuaciones diferenciales pueden resolverse ha— 
ciendo la sustitución 


(3) = yr, 


Esto nos dará una ecuación diferencial en v y z en la que las varia— 
bles son separables ; luego podremos seguir la regla que se dió para las 
ecuaciones del tipo I. 

* Se dice que una función de x y y es homogénea en las variables si el resul- 
tado de reemplazar x y y por dx y 1y (siendo A una constante arbitraria) se 
reduce a la función primitiva multiplicada por alguna potencia de 2. El expo- 
nente de esta potencia de A se llama el grado de la función primitiva, 
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En efecto, de (4) obtenemos 


d M 
(4) a 
Igualmente, de (3), 

d d 
(5) A = e +4 


Empleando la sustitución (2), el segundo miembro de (4) se convier— 
te en una función de v únicamente. Luego, empleando (5) y (3) 
obtendremos de (4) 


(6) 1 +U=Jf(V), 


en donde pueden separarse las variables x y y. 


EJEMPLO. Resolver la ecuación 


24 2248 = yy YY 
Sd dx > dx 
Solución, y? dx + (x?* — xy)dy =0. 


Aquí M = y? y N = x?*— xy. Ambas son homogéneas y de segundo grado 
en x y y, Además, tenemos 
PAR 
dx xy —x?* 


Hagamos la sustitución y = ux. Se obtiene: 


du ¿es 
rd q 


O sea, vdx + x(l — v) du =0. 
A fin de separar las variables, dividiremos por vx. Esto da 


dx (1 — v)du 77 


x Ú 


Esso 


Inx+ Ino—=-u=C, 


Cc, 


Inox =C+u, 
Ux = elo+vo = el ,» eo, 
uUx = cel. 


Pero v ==“. Luego la solución general es 
Xx 


en 
y=«cef, 
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PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 


ciales. 


1; 


2. 
3. 


(24 y)dx—(3-x)dy =0. Sol. (02+y)B=x)=c. 
xy dx — (1+1%dy =0. cy? =1+x?. 
xtx+3)dy =y(Qx +3)dx =0. y =«x(x +3). 
VI+x3idy- VW 1— y 3 dx =0. 
Sol. areseny=Inc(x+WT1+x2). 

do+o tg0 de =0. 0 =«ccos 0. 
(l = x) dy — y? dx =0. ylnc(l—x)=1. 
(x+2y)dx+ Qx—3ydy=0. x4+4dxy—3iy=<c. 
Bx+5gydx+(4x4+6y)dy =0. +y9*(x+2y=c. 
2 (x + y)dx + y dy =0. 

Sol. Lin (Qx2 +2 xy + y?) arc tg (EE2)=< 


(8 y+10 x) dx4+ (5 y+7 x)dy=0. (x+y)?*(2x4+y)?=<c. 
(Q2x+y)ldx+ (x+3 y)dy =0. 2x2+2xy4+3y!=c. 
VI=48 d4+2W1-8 dt =0. 

Sol. sW1I=34P+21Vl=s8t=0. 
22 (9 241) dw+ (1-2 wjdz = 0. Qw-—1)(14+32)=3cz. 
2xdz—22dx= Wx?+4422 dx. 1+4cz = (x? =0. 
(x +4 y)dx +2 x dy =0. xi+6x%y=c. 
(2 34-42) dx+ (Q x4+ y?) dy=0": 243x443 y? =c. 
du Lu”, ya 2H, 
du 1+ l— 


18. (3+2y)xdx+ (2? — 2) dy =0. 
19. 2(1+y)dx —(l — x)dy =0. 
20. (14 y)xdx— (l+x)ydy =0, 
21. (ax + b)dy — y? dx =0. 

22, (3x+y)ldx+ (x+y)dy =0. 
23. xu(y+2)dx — (y + 1) dy =0. 
24, (1+x2)dy— (1 — y2) dx =0. 
25. (x—2uldx— (2x+y)dy =0. 
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26. (3x+2y)dx + xdy =0. 

27. HSTx+3y)dx+ (11x+5y)dy =0. 
28. (124 y?) dx+ (2 xy + y?) dy = 0. 
29. 2ydx-— (2x— y)dy =0. 


En cada uno de los siguientes problemas, hallar la solución particular que se 
determina por los valores dados de x y y. 


30. Xy 0: 4, y=2, Sol. ¿3 HAY? =31, 
y x 
1. (1 + y MY dx=2xydy; x=1, y =0. y =xib— x. 


32. xdy—ydx =VWx?+yg dx; x=%4. y=0 1+4y-4x 
33. (14 y?)dy= ydx; x=2, y=21. 


0. 


34. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2, 1), y cuya 


pendiente en un punto cualquiera es igual a — (142%). 
Xx 
Sol. x2+2xy=8, 


35. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1, 0), y cuya 


pendiente en un punto cualquiera es igual a 4 e 
E 
Sol. y(1+x) =l-—x 


Tipo MI. Ecuaciones lineales. La ecuación diferencial lineal de 
primer orden en y es de la forma 


(8) + Py=0, 


siendo P y Q funciones de + únicamente, o constantes. 
Asimismo , la ecuación 
dx 
C — + Hx = J, 
siendo H y J funciones de y o constantes, es una ecuación diferencial 


lineal. 
Para integrar (B), hagamos 


(7) y =uz, 


en donde z y u son funciones de x que deben determinarse. Deri- 
vando (7), 


(3) Au 2. 


468 CALCULO INTEGRAL 


Sustituyendo en (B) los valores dados por (8) y (7), el resul- 
lado es 


+2 Pue=0, O sea, 
dz du 
(9) U det (+ Pm) =/. 


Ahora determinamos u integrando la ecuación 
du 
(10) e + Pu=0, 


en donde las variables x y u son separables. Empleando el valor de u 
así obtenido, hallamos 2 resolviendo la ecuación 


de 
(11) uz =0, 


en donde zx y 2 pueden separarse. Evidentemente, los valores de 
u y z así obtenidos satisfarán (9), y la solución de (B) se da en- 
tonces por (7). 

Los siguientes ejemplos muestran los detalles del método . 


EJEMPLO l. Resolver la ecuación 
d 2 54 
(12) Yi m3, 
Ira A 


Solución. Evidentemente esta ecuación es de la forma (B), siendo 


2 
x +1 


Hagamos y = uz; entonces 


P=-— y QO=(x+1%, 


14 a y dE da 
dx ES 


Sustituyendo este valor en la ecuación dada (12), obtenemos 


dz du 2 uz 5, 
E a UE 1)/2, O sea, 
> a dd 


(13) a (A) DÍ. 


A fin de determinar u, igualemos a cero el coeficiente de z. Esto da 


du 2u 0, 
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Integrando, obtenemos 


Inu =2 In (14 x)= In (1 + x)?. 


(14) u=(1+x)2.* 
Ahora la ecuación (13), 
vierte en 


puesto que el rérmino en z desaparece, se con- 
eL =(r4 mé. 

dx 
Reemplazando u por su valor según (14), 


E (4 19%, 
oO sea, 


dz =(x+1)% ax. 
Integrando, obtenemos 


(15) y ADA e 


3 


Sustituyendo los valores de (15) y (14) en y = uz, obtenemos la solución 
general 


7 
y DA + 1)2. 


EJEMPLO 2. Deducir una fórmula para la solución general de la ecua- 
ción (B). 


Solución. Resolviendo la ecuación (10), tenemos 


Inu+ fp dx =1Ink, 


siendo In k la constante de integración. 
Despejando u, resulta 


ya ke F Po. 
Sustituyendo en (11) este valor de u, y separando las variables z y x. 
el resultado es 
dz = SS Paz ds: 


Integrando y sustituyendo en (7), obtenemos 


ná prin 5oJre dz +C). 


Por razones de sencillez, hemos tomado para constante de integración el 
valor particular cero. De otro modo tendriamos u=c(l| +.x)? Pero en 
el desarrollo que sigue veremos que. finalmente, e desaparece. (Véase el 
ejemplo 2,) 
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Debe observarse que la constante k desaparece del resultado final. Por esta 


causa es usual omitir la constante de integración en la resolución de la ecua- 
ción (10). 


Tipo IV. Ecuaciones que pueden reducirse a la forma lineal. 
Algunas ecuaciones no lineales pueden reducirse a la forma lineal me- 
diante una transformación apropiada. Un tipo de tales ecuaciones es 


(D) Y + Py=0QY, 


siendo P y (QQ funciones de * únicamente o constantes. La ecuación 
(D) puede reducirse a la forma lineal (3) del tipo IIT por medio de la 
sustitución 2 = y "+1. Pero tal reducción no es necesaria si resolvemos 
la ecuación según el método que se dió para el tipo I1I. Ilustremos 


esto con un ejemplo. 


EJEMPLO. Resolyer la ecuación 


(16) Vid gt 
dx L 


Solución, Evidentemente esta ecuación es de la forma (D), siendo 


Hagamos y = uz; entonces 


Sustituyendo en (16), obtenemos 


yn y ¿du uE y laxsuz?, 
dx dx K 
(17) ut + q =a ln x. uz? 


du u=p 
de. 
du _dx 
u x , 
Integrando, obtenemos 
Inu = — In x = hi, 
Xx 
(18) pr, 
x 
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Ahora la ecuación (17), puesto que el término en z desaparece, se con- 
vierte en 


alza ln x.u?z?, 
dx 

dZ=alnx uz? 
dx 


Reemplazando u por su valor según (18), resulta 


dz ., alnx. Z 

dx Xx 

dz =alnx. dx 

z> E 
Integrando, obtenemos 

11 4lln dic 
2 2 

(19) 3= 2 


"ala ?+2C 


Sustituyendo los valores de (19) y (18) en y = uz, obtenemos la solución 
general 
1 2 


o sea, 
xyla(Inx)?+2C]4+2=0. 


PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 
ciales. 


1, xU-2y=2x. Sol. y =c«x?—2x. 
dx 
2 du 2 TO a + 2 
e —=—2y=-—X. y=x+cx?. 
dx 
3 du _2y=1-2x y = x+c<ce?. 
dx 
4. xUY-3y=-—2nx. y = nx +cx?. 
dx 
5B. dy- y=-—2le7%, y =e* + ce. 
dx 
6- Eosagr=1- (042) gt. s=t+2+c sen t. 
t 
7, dy 42422 y. ex?y+2xy=1=0. 
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11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18, 


19. 
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ds, tagr=21t++0 tgr. 
di 
x Y y=(x— Der: 

dx 


dy y Y = y, 


ER cos 1 EM! 
t 1 
ns El +2 y=xy"+!. 


ds y, = cos lt — sen f. 
di 


ds 
——$sctgt= 
dt Ñ 


xU-24+3x=0, 
dx 


yy ld+das 

dx 

«Mig 0x8: 
dx 

dY —y=]=2 

e y x. 


x YU y ty? =0. 
dx 


el (l — ctg 1). 


Sol. s=2*+ccost. 
y=e+«cx. 
cry? + 2 xy? —1=0. 
s =sent+ 

cxaty” + xy" —1=0, 
s= cost +4cet. 

s =.el +. sen t. 


20. _ =$ ctgt+osct=0, 


21, 24 y=(x-1)y% 
dx 

22. x YU y=xc0sx —senx. 
dx 


23. nl - y+ (2420) gn =0. 


24. Ets tg lt =et(tg 1 —1). 


En cada uno de los siguientes problemas, hallar la solución particular deter- 


minada por los valores dados de x y y. 


25. 


26, 


27. 


28. 


29. 


Lx x=!l, y=0, Sol. y=x?*(e% —e). 
dx Xx 

E AL A xXx +1 

A $ 247 2 rl 
Ud y gx seca x=0 y=-—1l. Y = sen x — cos x. 
x 


dy 2 y 


SN, —La lx + 1)% x=0, gr" = La 


dx +1 


Hallar la ecuación de la curva que pasa porel punto (1 


2y=1(x+1)14(x+1)?. 


0), y cuya 


pendiente en un punto cualquiera es igual a ly +x+tl 
x 


Sol. 2y=3x2?-2x-—l, 
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30, Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (l, !) y cuya pen- 


; . y 2 = 
diente en un punto cualquiera es igual a ya ey 
Xx 


Sol. y(1+1n x) = 1, 


205. Dos tipos especiales de ecuaciones diferenciales de orden 
superior. Las ecuaciones diferenciales que vamos a estudiar en este 
artículo se presentan muy frecuentemente. 

El primer tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma 


dy 
dx" 


(E) =X, 


en las que X es una función de x únicamente, o una constante. 
Para integrar, en primer lugar multiplicaremos ambos miembros 
por dx. Entonces, integrando, tenemos 


LY dy fXdetos. 


Después se repite el procedimiento (n— 1) veces, De esta manera 
se obtendrá la solución general, que contendrá n constantes arbi- 
trarias 


3 
EJEMPLO. Resolver la ecuación Sl = xe?, 
Xx 


Solución. Multiplicando ambos miembros por dx e integrando, resulta 


EY = $ xetdx + Cs, 
x 
O sea, Y = xx —e+Ci. 


Repitiendo el procedimiento, 


y = fxe dx = fe dx +fc, dx +4+Ca, 


O sea, 
d 


Y xr —2eo4+Cix+C3. 
dx 


y =fxer dx— [20 dx + [Cixdx + fa dx +Ca 


2 
= 10-34 02 4 Cox L Gs. 


Luego, y =xe-=304+c1ix3 4 cax +0. 
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Un segundo tipo de mucha importancia son las ecuaciones de la 
forma 


(F) == Y, 


siendo Y una función de y únicamente. 
Para integrar, procederemos de la siguiente manera ; escribiremos 
la ecuación en la forma 
dy! = Y dí, 


y multiplicaremos ambos miembros por y'. El resultado es 
y' dy! = Y y dz. 
Pero, por ser y' de = dy la ecuación anterior se convierte en 
y! dy = Y dy. 


En esta ecuación las variables y y y! quedan separadas. Integrando, 
resulta 


Sy" = [Y a+cs. 


El segundo miembro es una función de y. Extrayendo la raíz cuadra— 
da, las variables x y y quedan separadas y podemos integrar otra 
vez. Veamos un ejemplo del método. 


2 
EJEMPLO. Resolver la ecuación a + ay =0. 
Xx 


t 
Solución. Aqui — = dy = a?y; luego la ecuación es del tipo (F). 
dx dx? 


Multiplicando ambos miembros por y'dx y procediendo como hemos indi- 
cado, obtenemos 


y! dy! = — ay dy. 
Integrando, 5 y? =-— iay+C. 
y =V12C—a?y?. 


dy 3 
de vVC; — ag”, 


haciendo 2C =C;y y tomando el signo positivo del radical. Separando las 
variables, resulta 
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Integrando, 
— arc sen Y, =x+Ca, 
A. Ci 
O sea, 
a 
arc sen E ax +aCz. 


vC: 


Esto es lo mismo que decir 


ay 
—— = sen (ax + aCx) 
VC1 
= sen ax cosaCa + cosexsenaCa, (4) del Art, 2 
€ Cu. 
O sea, y = cos aCz. sen me sen aCa-. cos ax. 
Luego, Y = c1 sen ax 4 c2 COS ax. 


PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 
ciales. 


d?x de 
Ll... — au PP. 3 == 2a 
e t Sol. x + cit+< 
2. E xo x= cet + cse-l. 
dex 
3. “<—==dé4 sen 2 1. x=-—senlt+ct+<cx. 
dt? 
d?x 21 e 
á, da” * . dt 
d?s 1 2 
5. de  (s+D?' als +1)? =(c1t + 02)? + 1. 
6 are 1 : 3 1=2 at (s4—2 yá JA 
"ETE t=2 a% (s4—2 061) (Si4c1)4+<cx. 
dy a Z 
7. qe A ay? =a+(c1t+cx2)?. 
dy ae 
E GA 


1 
Y cr 


Sol. VW eayi+y- n(Vay+ VIH cy) = aci Wix +2. 
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9. 4 E 0. Hallar t, sipara t=0 ess=u y 2=0 
Sol. t=.|L ¿Vas —s8.+a arc sen a—sl 
2kR a | 
diy d?s dy _, 
1 fe o Ti — os nt. 1%. —2 E dee 
des x+senx TE a cos n de 7] 


206. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi- 
cientes constantes. Las ecuaciones de la forma 


Py, dy to 
(G) ae FP =0, 


en donde p y q son constantes, son muy importantes en las matemá- 
ticas aplicadas. 

Se obtiene una solución particular de (G), determinando el valor 
de la constante r de manera que (G) se satisfaga por 


(1) y=e”. 
Derivando (1), obtenemos 


dy _ yz dy _ 2 ¿ro 
(2) q, qa 7er 


Sustituyendo en (G) los valores dados en (1) y (2), y eliminando 
por división el factor e” resulta 


(3) r+pr+g=0, 


es decir, la expresión y = e” es una solución particular de la ecuación 
dada si r es una raíz de esta ecuación de segundo grado. La ecua- 
ción (3) se llama ecuación auxiliar o ecuación caraclerística de (6). 


Primer caso. La ecuación (3) tiene raíces distintas, ri y tz, 
Entonces 


(4) y=2* y y=8* 
son soluciones particulares distintas de (G), y la solución general es 
(5) y = 0 + ce”, 


En efecto, (5) contiene dos constantes arbitrarias esenciales, 
y (G) se satisface por esta relación . 
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EJEMPLO |. Resolver la ecuación 
d*y dy 
6 —=2 23 y =0, 
(6) dx? dx Y 
Solución. La ecuación auxiliar es 
(7) ?n—2r-=3=0,. 


Resolviendo (7), las raíces son 3 y — 1, y según (5) la solución gene» 
ral es 
y = cie? + cue”. 


Verificación, Sustituyendo en (6) este valor de y, la ecuación se satisface, 


SEGUNDO cAso. Las raíces de la ecuación (3) son imaginarias. 
Si las raíces de la ecuación auxiliar (3) son imaginarias, los exponen- 
tes en (5) serán también imaginarios. Sin embargo, se puede hallar 
una solución general real, tomando en (5) valores imaginarios para 
c1 y cz. En efecto, sean 


(8) nm=a+bdbV—-1, m=a—bv—1 
el par de raíces imaginarias conjugadas de (3). Entonces 
(9) erz = ela+id-1)2= eazeboN—1, 


ers: = ela-1V-1)x = gnre=bxW=1. 
Sustituyendo estos valores en (5), obtenemos 
(10) y = eaz(cietzW-1 + cae-la VA), 
En Algebra se demuestra * que 


ebxV—=1= cos br + v — 1 sen bx, 
e-b211 = cos br — Y —1 sen bz. 


* Sea ¡=vWV—-I1 , y supóngase que el desarrollo en serie de e*, dado en el 
problema 1, Artículo 194, representa la función cuando x se reemplaza por ¡bx. 
Entonces, puesto que 1? =—1l, ¡3 = —¡, ¡f= 1, etc., tenemos 

b?x2 Bd  pizyt b5x5 


(14) ici Sr Md Ei] ic 


Además, reemplazando x por bx en (7) y (8) del Artículo 194, 


2 
cos bx = 1 ARS eseis 1 50 bx be 3 Te 


Entonces, según el Artículo 195, 


b2y2 bix3  hixt biy5 
(15) cos bad den bs 1 di AA 5 =.. 


suponiendo que la serie represente la función, Los miembros de la derecha d 
(14) y (15) son idénticos. Por tanto, ¿7 = cos bx + sen bx. 
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Sustituyendo estos valores en (10), la solución general puede 
escribirse en la forma 


(11) y = e*(A cos br + B sen bx, 


determinándose las nuevas constantes arbitrarias A y B, de ci y cz 
por las condiciones A =c1 +, B= (ce —c)W—1. Esto es, para 
c1 y ca en (5) tomamos los valores imaginarios 


a = K(A—BV—1), cr= (A + BV —1). 


Si en (11) damos a A y B los valores 1 y 0, y después 0 y 1, 
vemos que 


(12) y=e* cosbr y y=e” sen be 


son soluciones particulares reales de (G). 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 
(13) d*y + hy =0 
dx? 


Solución. La ecuación auxiliar (3) es ahora r? +? =0. Luego, 
r=x*kvV-1l. 
Comparando esto con (8), vemos que a =0, b=k. Luego, según (11), 


la solución completa es 
y=Acoskx4+B sen kx. 


Verificación. Cuando este valor de y se sustituye en (13), la ecuación se 
satisface, 

Compárese este método con el que se empleó para el mismo ejemplo en el Ar- 
ticulo 205 (k = a). 


OBSERVACION. Otra forma de la solución se obtiene haciendo 
A=Ccosa, B=C sen Q, 


en el valor de y arriba dado. Entonces y = C cos(kx — a). (Según (4) del 
Artículo 2.) 


TERCER caso. Las raíces de la ecuación (3) son reules e iguales. 
Las raíces de la ecuación auxiliar (3) serán iguales si p? =4 q. En- 
tonces (3) puede escribirse, sustituyendo q = 4 p?, 


(14) Por dp (+ pr =0, 
siendo las raíces 11 = 12 = — lg p. En este caso : 
(15) y=eg% y y =xe" 


son soluciones particulares distintas, y 


(16) y = 6 (01 + ca1) 
es la solución general. 
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Para comprobar esta proposición bastará demostrar que la segunda 
ecuación de (15) es una solución. En efecto, derivando , tenemos 


2 
(17) y=xzxe"", Y =e*(1+1,12), e = 0 (214122). 


Sustituyendo los valores de (17) en el primer miembro de (G), se 
obtiene, después de suprimir e”, 


(18) (r2+pm+9)2+2711+p. 


Esta expresión es igual o cero puesto que ri satisface (3) y es igual 
a — Hp. 


EJEMPLO 3. Resolver la ecuación 


d?s ds 
9 a PES = 0. 
(19) 47 + ¿E ¿s=0 


Hallar la solución particular tal que s =4 y e = —2, cuando t=0. 


Solución. La ecuación auxiliar es 


r?2+2r+41=0, osea, (r +1)? =0. 


Por tanto, las raíces son iguales a r, = — 1, y según (16) 


(20) s = e-t(c1 + cat), 
es la solución general. 


A fin de hallar la solución particular que se pide, debemos determinar las 
constantes c, y ca de manera que se satisfagan las condiciones dadas, es decir, 


ds 


ÁS 


= —2 cuando 1 =(, 


Sustituyendo en la solución general los valores dados 5 =4, í=0, tene- 
mos 4 = cy, y de aquí 


(21) s=e1(4+ cat). 
Derivemos ahora (21) con respecto a ft. Obtenemos 


E = eta — A 240) 


Y como según las condiciones dadas, 


E = — 2 cuando ¡ = 0, se obtiene: 
—2=c2—4: luego. cy = 2. 


Por consiguiente, la solución particular buscada es s = e-t(4+ 21). 
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PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones dife- 
renciales. 


2 
q A Sol. x= cie-t+ coe?t. 


= cye? + cae3z, 


-< 


2. U-4¿ Uy mW. 
dx 


3. d?s =2 84 0; 


= ciel + cote!. 


diz dt 

4. 4 16 x= y x=«c,cos4t +cssenádt. 
2 

5, Bts- s = cie?! + cae-?l. 
2 

6. AAA ZE = 0, y =c1 + cae-4. 
2 

7. +2 2425=0, s = e-t(c, cos t + ca sen t). 
2 

8 a 274500 s =el(c1cos2t+c2sen2 1) 
d20 _ ¿d0 ds 

9 —=-5440=0. 13. —-—35 =0, 
di? de > di? E 
d*y dy 7 d dy 

10. =X4+6£2349 y=0. 14. =2n==0, 
o dxi "dx 
d?*y dy ds ds 

11. — 524+06y=0. 15. E 25 5 =0. 
cr ea” 

12. Ús435=0. 16. 110 a 0. 
(% di? 


En los siguientes problemas hallar la solución particular que satisface las 
condiciones dadas. 


17. 4342 m0: s=0, ds 1, cuando t = 0. 
di? dt 
Sol. s =e-t—e-2, 
18. dx y ntx=0; x=a, de 0, cuando t =0. x=acos nt. 
di? di 
19. EX nx 0; x=2, L=0, cuando + =0. x=eu ent, 
di? di 


20. dy 244 gy=  y=0, dy -2, cuando t =0. 
Sol. y=4(ell — e-4t). 
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21. Hs -8% +16 =0, s$=0; Lai, cuándo 1 =0, 
de dt 


Sol. s= telf, 


22. A PES ¿A cuando t =0, x=eaut—1, 
23. 348 4255 =05 s=4, ds =-—16, cuando 1 =0, 
Sm dt 
Sol. s=4e-4tcos3 t. 
2 
24. dx lx 4 10x= E == l Eb, cuando t =0. 
Fa dt de 


Sol. x =e3t(cos t + sen t). 


2 
25. 44 ss=0, <<, cuando t =0. 


ee a Ar AS do a 
dt? di 
d?y dy0. ES dy - = 

97. GEL = 0: y=1, qn ds cuando t =0. 

28. Úx 444 =05 x=2, 2 =5, cuando rt =0. 
di? at 

29. Pa m0: 0 =2 Lo4, cuando 1 =0. 
de? dt de 


30, Es 4£+85=0; A ds 8, cuando 1 =0, 
t 


Para resolver la ecuación diferencial 
dy, ¿dy 
en donde p y q son constantes y X es una función de la variable 
independiente z o una constante, son necesarios tres pasos. 


PrimeR Paso. Resolver la ecuación (G). Sea la solución general 
(29) y=u. 
La función u se llama función complementaria de (H). 


SEGUNDO PASO. Obtener por ensayo una solución particular de (H) . 
Sea esta solución 


(23) y=v. 
Tercer Paso. La solución general de (H) es 


(24) y =u+v. 
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En efecto, al sustituir en (4) el valor de y dado por (24) , se ve 
que la ecuación queda satisfecha, y (24) contiene las dos constantes 
arbitrarias esenciales. 

Para determinar la solución particular (23), las siguientes instrue— 
ciones son útiles (véase también el Artículo 208). En las fórmulas 
todas las letras son constantes con excepción de x=, la variable inde- 
pendiente. 


Caso general. La expresión y = X no es una solución particular 
de (G). En este caso : 


Forma de X Forma de v 
X =a+bz, entonces se supone y =w= A+ Bx; 
X=ab*, 13 ”> y =v= Ae”; 


X = a cos bx + az sen br, se supone y = v = Á1 cos bx + Az sen bz, 


Caso especiol. Si y= X es una solución particular de (G), su- 
póngase para y la forma arriba dada multiplicada por zx (la variable 
independiente). 

El método consiste en sustituir y =w, según las instrucciones 
dadas en (4H), y determinar las constantes A, B, A1 y Az, de ma- 
nera que (H) se satisfaga , 


EJEMPLO 4. Resolver la ecuación 


dy _,dy 
5 —E e LA Á dy 2 
05) dx? dx al e 


Solución. Primer paso. La función complementaria u es la solución ge- 
neral de 


: dy _>4y 
26 Y —-212=3y=0. 
120) dx? dx E 


Luego, según el ejemplo l, 
(27) y =u = c1e 47 + cge?. 


Segundo paso. Puesto que y = X =2x noessolución particular de (26) 
upondremos que una solución particular de (25) es 


(28) y=v=A+Bx. 

Sustituyendo este valor en (25) y asociando términos, se obtiene 
(29) =2B-3A-3Bx=21x. 

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, resulta 


—-2B-3A=0 -—3B=2. 
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Resolviendo cl sistema formado por estas ecuaciones, obtenemos 
A=% B=-—%4Y. 
Sustituyendo cn (28), se obtiene la solución particular 
(30) y=u=4- Ax. 
Tercer paso. Entonces, de (27) y (30), la solución general es 
y=u+vu= ce +.cre*+%—?2%x. 


EJEMPLO 5. Resolver la ecuación 


d?y dy - 
31 — nl Py >=2e2%, 
61) re e 


Solución. Primer paso. La función complementaria es (27), osea, 
(32) y =u= cie? +eoe%, 


Segundo paso. Aquí y= X =2e-7 es una solución particular de (26), 
porque se obtiene de la solución general (32) haciendo ci; =0, ca =2. Por 
tanto, supondremos que una solución particular v de (31) es 


(33) y =v= Axe”. 
Derivando (33), obtenemos 


(34) du =Ae-s(1=x). YY 
dx 


ia” Av” (x —2). 


Sustituyendo en (31) los valores dados en (33) y (34), obtenemos 


(35) Ae”T(x —2)-—2 Ac=(1—x)-3 Axé ?=2e-*. 

Simplificando, obtenemos — 4Ae%=2p-*; luego A=—l/. Sustitu- 
yendo en (33), resulta 

(36) y=vw=-— Y xe?. 


Tercer paso. La solución general de (31) es 


y=u-+F0=ce82 + coo — lá xe-* 
EJEMPLO 6. Determinar la solución particular de la ecuación 


(37) 44 =2 co52t 
tal que s =0 y 7 =2 cuando 1 = 0. 


Solución, Hallaremos en primer lugar la solución general. 


Primer paso. Resolviendo 
(38) Us+45=0, 
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encontramos Ja función complementaria 
(39) s=u=c 100821 + cs sen? tf. 


Segundo paso. Examinando el segundo miembro de (37), observamos que 
s=2c0s21t es una solución particular de (38) que resulta de (39) cuando 
c1=2, c2=0. Por tanto, supóngase una solución particular s = uv de (37) 


(40) s=u=1t(A, cos21t + Az sen 2 1). 


Derivando (40), obtenemos 


ds - Arcosl2r+ Assende—21 (Ar sen21— Azcos2 1). 


ES =-4A,sn21+44 Azscos21—41(A,cos21+A2 sen 21). 


Sustituyendo en (37) los valores dados en (40) y (41) y simplificando, 
resulta 


(9) —4Aisen214+44A2cos21=2c08521t. 


Esta ecuación se convierte en una identidad cuando A =0, Az= 1/4. Susti- 
tuyendo en (40), obtenemos 


(43) s=v=ltsen?2r. 
Tercor paso. De (39) y (43) se deduce que la solución general de (37) es 
(44) s=0c1c0921+csen21t4 UAtsen2t. 


Ahora tenemos que determinar ci y ca de manera que 


d 


(45) s=(0 y nn 2 cuando 1 =0. 


Derivando (44), 


(40) E=-=2csm21 +2 cocos21 +4 sen21t+0c0s2t. 


Sustituyendo en (44) y (46) las condiciones dadas en (45), se obtiene 
0O=c2, 2=2r5r2. Luego, 01. =0; c2= l. 
Poniendo en (44) estos valores, la solución particular buscada es 


(47) s=sen214+051sen2t. 


PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones dife- 
renciales. 


1, o x= at +b. Sol. x=c, cost +cesent+at+b. 
3 l 
2, y y bl: x= 01 cost +casent + de 


12, 


13. 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 


19. 


20. 


21. 


2 
Ed x= 4008, Sol. x 


dis 


d?y 
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x=4sen2t. 


= gl 


=2c052t. 


a 


4184352 60%, 
dt 


+24 25=802, 


dy 
-22%-+5y=3 L. 
LE y cos 


24 = 
2 Y 45 y=3sen2 +. 
dt Pi 


=3c082t. 


2sen?t. 


e 
E 
1 


+ et, 


tel. 


II 
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cicost Hcessent+2+sent. 


= (cost + casent— Ksen?2t. 


Il 


cie?! + cae-21— Y (at + b). 


cie?! + cae — Y el, 


cie2l + cae?! 4 Y tell, 


cie?l + cor — l cos? t. 


c1cos3x +cs sen3x + 


cie=t4 cet 121. 


ciel + catel 4 8. 


ciel + cae3! — 6 e2l, 


e-t(cy cost + c2sen t)+ 


ciel + caedt — 2 tel, 


el (c1cos2t +c2sen 21) 
+ % cos 1 — Yo sen t. 


el (c1cos2 1 + c2sen 21) 


4? — 1%). 


5.02 


+ 1%7cos21 + %7 sen 21. 


2 sen t. 


=4—381. 


5 cos2t. 


5 sen 21. 


22: 434 s = 5 cos $ 
23. 4342 
24. E 8% 4 16% 
25. 8 425 y 
26. ROA lOs 
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En los siguientes problemas hallar 
condiciones dadas. 


27. 


28. 


29, 


30. 


31, 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40, 


207. Aplicaciones. 


INTEGRAL 


la solución particular que satisface las 


e e -i = 
ads. de ss o cuando t =0, 
Sol. s=Wt+ Ms 
495 9.01; s=1l, E cuando ¿ =0, 
Sol. s=Ylcos31+e3)). 
495 =5 co92t; s=1, ds 3, cuando 1 =0, 
t 
Sol. s=sen3t+c0s7t. 
d's|95$=3c083t: s=0, do, cuando 1 =0. 
di? dt 
Sol. s=2sen3t+YVrtsen3r. 
dix dx po ; 1 ES SÁ 
da II: faz e cuando 1 =0. 
Sol. x= Ye! +e-.-6t +1). 
Px 64 d3x=39 x=4 L=3, cuando 1 =0. 
di? dt dt 
Sol. x=e3%cos21t +3. 
ES 95 =4-31: s=0, S=0, cuando t =0. 
E s=0, de o, cuando + =0. 
di? dt 
dy _3du-_ E z dy _ e 
pe) e y=2 O cuando x = 0. 
de yg m2 0092 1: x=0, 2=2, cuando 1 =0. 
di? dt 
2 
AA 2 cos2 ti s = 0), S=2, cuando 1 =0. 
2 
142 m2 en: =D, 2-0, cuando + = (. 
Uy 2 er: y=l, 2 =0, cuando x =0. 
2 
UAT ym dee; y =0, 2, cuando x =0. 


Ley del interés compuesto. 


Una sencilla apli- 


cación de las ecuaciones diferenciales se ofrece en problemas en los 
que la rapidez de variación de la función con respecto a la variable 


ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 487 


(Artículo 50) para cualquier valor de la variable es proporcional al 
valor correspondiente de la función. Esto es, si y =J (1), 


(1) de > 


siendo k una constante. Esta ecuación diferencial es de variables 
separables del tipo I (Art. 204). Resolviendo, obtenemos 


(2) y cer , 


siendo c una constante arbitraria. ln este caso, la función y es 
una función exponencial (Art. 62). Recíprocamente, dada la ecua - 
ción (2), fácilmente se demuestra , por diferenciación, que y satis- 
face a (1). A esta fórmula se ha dado el nombre de *'“ley del interés 


compuesto '” a causa de la siguiente analogía : 
Seas y = capital, en pesos, colocado a interés compuesto; 
¡ = interés, en pesos, de un peso en un año; 
Ar = intervalo de tiempo medido en años; 
Ay = interés de y pesos en el intervalo de tiempo At. 


Entonces, Ay = iy Ar. Por tanto, 


Ay _—: 
(3) Ár ty. 


La ecuación (3) expresa que la variación media de y en el tiempo Át es pro- 
porcional a y. En la práctica, el interés se añade al capital sólo a tiempos 
convenidos, como, por ejemplo, anualmente o trimestralmente. Dicho de otro 
modo, y cambia discontinuamente con f. Pero en la Naturaleza, en general, 
las variaciones se efectúan continuamente. En consecuencia, para adaptar la 
ecuación (3) a los fenómenos naturales debemos imaginar que el capital y se 
capitaliza continuamente; es decir, suponer que el intervalo de tiempo Ar es un 
infinitésimo. Entonces la ecuación (3) se convierte en 

dy 


> rea ty, 


y la rapidez de variación de y es proporcional a y, lo que concuerda con (1) 
si k=i. 


Se dice que la función y dada por la ecuación (1) varía de acuerdo 
con la ley del interés compuesto. 

Un segundo ejemplo se encuentra en la solución general de la 
ecuación 


dy _ 
(4) ar = y +<, 
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siendo k y ec constantes no iguales a cero. En efecto, sea. e = ak. 
Entonces (4) puede escribirse 


6 L y+a)=ky+a). 


Esta ecuación expresa que la función (y+ a) varía según la ley del 
interés compuesto. La ecuación diferencial (4), o sea (5) , se resuelye 
como la del tipo 1, del Artículo 204. La solución es 


(6) y =ce—a. 
EJEMPLO l. Cierta función y de x cambia según la ley del interés com- 
puesto, Cuando x=1, y =4; cuando x=2, y = 12. Hallar la función. 
Solución, Según (1) tenemos 


dy - 
7 —2 = ky. 
(7) dx a 


Separando las variables e integrando, obtenemos 
In y=kx+C. 


Para hallar los valores de k y C, bastará sustituir los valores dados de 
x y y. Entonces 


In4=k+*C, Inll=2k+C. 
Despejando k y C, resulta 
k = In 12— In 4 = In 3 =1,0086, C = In 4— In 3 = In %. 


Por tanto, 
In y = 1,0986 x + ln 4, y y = 4 elMábz, 


EJEMPLO 2. Desleimiento continuo de una solución. Se hace correr agua 
en un tanque que contiene una solución salina (o ácida), con el fin de reducir la 
concentración. El volumen v de la mezcla se mantiene constante. Sis repre- 
senta la cantidad de sal (o de ácido) en el tanque en un tiempo cualquiera, y x 
la cantidad de agua que ha corrido, demostrar que la razón de la disminución 
de s con respecto ax varia como s, y que 


Solución. Puesto que en la mezcla, de volumen total v, la cantidad de sal 


es s, la cantidad de sal en cualquier volumen u de la mezcla es = u. 


Supongamos ahora que un volumen Ax de la mezcla se vacia del tanque. La 


cantidad de sal que se vacia asi será L Ay, y, por tanto, el cambio de la can- 
7) 


tidad de sal en el tanque viene dada por 


(8) As= Ax. 
Uv 
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Ahora supóngase que se añade un volumen Áx de agua, llenando el tanque 
hasta el volumen primitivo v. Entonces, según (8), la razón de la cantidad 
de sal quitada al volumen de agua añadido es 


Cuando Ax = 0 obtenemos la rapidez instantánea de variación de 5 con res- 
pecto a x, a saber 


=l 
ca 


Luego, s cambia según la ley del interés compuesto. 


PROBLEMAS 


1. Larapidez de variación de una función y con respecto a x es igual a 15 y. 
y y =4 cuando x= —]. Hallar la ley que relaciona x y y. 
Sol. y =35,58 0%, 


2. La rapidez de variación de una función y con respecto a x es igual a 
2=y y y=8B cuando x= 0. Hallar la ley. Sol, y =6e-*+2. 


3. Enelejemplo2, si v = 10000 litros. ¿cuánta agua se debe hacer correr 
para quitar el 50 por ciento de sal? Sol. 6931 litros, 


4. Ley de Newton sobre el enfriamiento. Siel exceso de la temperatura de 
un cuerpo sobre la del aire ambiente es x grados, la disminución de x con res- 
pecto al tiempo es proporcional a x. Si este exceso de temperatura era al princi- 
pio 80 grados, y después de un minuto es 70 grados, ¿cuál será después de 2 mi- 
nutos? ¿En cuántos minutos disminuirá 20 grados? 


5. La presión atmosférica p e£n un lugar, en función de la altura A sobre el 
nivel del mar, cambia según la ley del interés compuesto. Suponitndo 
p =1000 g por cm? cuando h=0, y 670 g por cm? cuando h= 3000 metros, 
hallar p: a) cuando h =2000m: b) cuando kh = 5000 m. 

Sol. a) 766 g/cm?; b) 513 g/cm?. 


6. La velocidad de una reacción quimica en la que x es la cantidad que se 
transforma en el tiempo + es la razón de la variación de x con respecto al 
tiempo, 

Reacción de primer orden. Sea a la concentración al principio del experi- 


mento. Entonces, E =k(a—x), puesto que la velocidad de variación de la 


cantidad que se transforma es proporcional a la concentración en el mismo ins- 
tante. (Obsérvese que a — x, la concentración, cambia según la ley del interés 
compuesto.) 
Demostrar que k, la constante de la velocidad, esigual a L Ip _—%-., 
t 2 
7, En la reacción química llamada ''inversión del mascabado'* la velocidad 
de la inversión con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad de mascabado 
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que queda sin invertir. Si 1000 Kg de mascabado se reducen al cabo de 10 horas 
a 800 Kg, ¿cuánto quedará sin invertir después de 24 horas? Sol. 586 Kg. 


8. En un cicculo eléctrico de voltaje dado E y de intensidad ¡ (amperios), 
el voltaje E se consume en vencer: 1) laresistencia R (ohmios) del circuito; 
2) la inductancia L. La ecuación que rige es 


e Tól di di = — e 
E Ri LE: A Ri). 
Por tanto, a este proceso se le aplica la ecuación (4) del Artículo 207, siendo 
E. R y L constantes. Dados L =640, R =250, E =5%00 y ¡=0 cuando 
+ =0, demostrar que la corriente se aproximará a 2 amperios a medida que 1 
aumenta, Además, determinar en cuántos segundos í llegará al 90 por ciento de 
su valor máximo. Sol. 5,9 seg. 


9. Enla descarga de un condensador, el voltaje e disminuye con el tiempo, 
1 

30 
hallar 1 sí e disminuye hasta el 10 % de su valor primitivo. Sol. 9 seg. 


y la variación de e con respecto al tiempo es proporcional a e. Dado kh = 


10. El concentrar una solución salina (uv ácida) añadiendo sal (o ácido), 


manteniendo constante el volumen, conduce a la ecuación sy A (v—y). en 
ES 


donde Y = volumen constante, y = cantidad de sal (o de ácido) en el tanque en 
un momento cualquiera, y x = cantidad de sal (o de ácido) que se ha aña- 
dido desde el principio. Dedúzcase este resultado, y compárese con el ejemplo 2 
del Artículo 207. 


208. Aplicaciones a problemas de Mecánica. Muchos problemas 
importantes de Mecánica y Física se resuelven por los métodos expli- 
cados en este capítulo. Por ejemplo, problemas de movimiento recti- 
lineo conducen frecuentemente a ecuaciones diferenciales de primero o 
segundo orden, y la resolución de los problemas depende de la resolu— 
ción de estas ecuaciones. 

Antes de explicar algunos ejemplos, hay que recordar (Artícu— 
los 51 y 59) que 


(1) pe ac HA 
TEN SP E NS 


siendo y y a, respectivamente, la velocidad y aceleración en cualquier 
instante (= 1), y s la distancia del móvil en este instante a un origen 
fijo sobre la trayectoria. 


EJEMPLO l. En un movimiento rectilineo la aceleración es inversamente 
proporcional 31 cuadrado de la distancia s, y es igual a — 1 cuando s = 2. 
Esto es, 


(2) aceleración =a = — —. 
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Además. v =%Í y s=58, cuando f = 0. 
a) Hallar yv cuando s = 24. 


Solución, De (2) y (1), empleando la última forma para a, obtenemos 


(3) LR 


Multiplicando ambos miembros por dy e integrando, resulta 


(4) Polo. $e n= or 
2 $ $ 


Sustituyendo en (4) las condiciones dadas v=3, 5=8, encontramos 
C! = 24, Luego (4) se convierte en 


(5) nal 734 
Ss 


De esta ecuación, sis =24, resulta v= Y V219= 4,9. 
b) Hallar el tiempo que transcurre cuando el punto se mueve de 


== 02 


Solución. Despejando v de (5), obtenemos 
(6) q =v=v8 


Separando las variables s y t y despejando !t, teniendo en cuenta los limites 
dados, 5=8B, s= 24, encontramos para el tiempo transcurrido 
1 se s ds 


A 


NoTA. Empleando la primera forma de (1) para a. (2) es equivalente a 


(7) t 


3,23. 


dis __A 
dt? si 


que tiene la forma (F) del Artículo 205. Para la integración se usa el mismo 
método alli empleado, 


Un tipo importante de movimiento rectilíneo es aquel en el que la 
aceleración y la distancia están en razón constante y tienen signos 
contrarios. 

Entonces podemos escribir 


(8) =-ks, 
siendo k* = magnitud de a a la unidad de distancia . 


Teniendo presente que una fuerza y la aceleración que esta fuerza 
causa difieren sólo en magnitud , vemos en este caso que la fuerza efec- 
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tiva se dirige siempre hacia el punto s =0, y que, en magnitud, es 
directamente proporcional a la distancia s. El movimiento se llama 
vibración armónica simple. 

De (8) tenemos, empleando (1), 


(9) + Rs =0, 


una ecuación lineal de segundo orden en s y t con coeficientes cons- 
tantes. Integrando (véase el ejemplo 2 del Artículo 206), obtenemos 
la solución completa , 


(10) s = 1 cos kt + c2 sen ke. 

De (10), por derivación , 

(11) v= k(— ci sen kl + c2 cos kt). 

Es fácil ver que el movimiento definido por (10) es una oscilación 
periódica entre las posiciones extremas 3=b y s=—b. determi- 
nadas por 

(12) b=Var+cxr, período = Zn 


k 


En efecto, podemos reemplazar las constantes c. y cz en (10) por 
otras constantes b y A tales que 


(13) a=bsenA, c=bc0s A. 
Sustituyendo estos valores, (10) se reduce a 
(14) =bsen (ki+ A), según (4), Art. 2 


que es lo que se quería demostrar. 

En los siguientes ejemplos el movimiento armónico simple se per 
turba por otras fuerzas. En todos los casos el problema depende de la 
resolución de una ecuación de una de las formas (G) y (H) del 
Artículo 206. 

EJEMPLO l. En un movimiento rectilíneo es 

(15) a=-—Ys—u 

Además, v=2 y s=0 cuando + = 0. 

a) Hallar la ecuación del movimiento (sen función de t), 


Solución. De (15) tenemos, empleando (1), 


(16) esodr do, 


que es una ecuación de la forma (G). 
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Las raices de la ecuación auxiliar r2 +1 + 5% =0 son 
] == 1 2 
pa — + Yi, rm=—j-v-=1. 


Luego la solución general de (16) es 
(17) s =e-4! (ey cost + cssent), 


Según las condiciones dadas, s = 0 cuando t =(. Sustituyendo estos valo- 
resen (17), encontramos cy = 0; luego 


(18) s = cae-%4!tsen r. 
Derivando, a fin de determinar y. obtenemos 
(19) v= cose lu! (— lá sent ++c0s t). 


Susticuyendo los valores dados, v = 2 cuando r = Ú, tenemos 2 = cz. 
Con este valor de ca, (18) se convierte en 


(20) s =2e-X!sen t. 
b) ¿Para qué valores de t será y = 0? 


Solución. Cuando v =0, la expresión dentro del paréntesis del segundo 
miembro de (19) debe anularse. Igualándola a cero, se obtiene ficilmente que 


(21) tgr=2, 


Para cualquier valor de + que satisfaga la ecuación (21), y se anulará. Estos 
valores son 


(22) ¿=1,10+ nx. (n = un número entero.) 


Dos valores sucesivos cualesquiera de t£ dados por (22) difieren en el inter- 
valo constante x= de tiempo. 

Discusión. Este ejemplo ilustra la vibración armónica amortiguada. En 
(15) la aceleración es la suma de dos componentes 


(23) a=-—Us d4d= —4 


La vibración armónica simple que corresponde a la componente a, es pertur- 
bada por una fuerza amortiguadora con la aceleración uz, es decir, por una 
fuerza proporcional a la velocidad y opuesta a la dirección del movimiento, 
Los efectos de esta fuerza amortiguadora son dos. 

En primer lugar, el intervalo de tiempo entre dos posiciones sucesivas 
cualesquiera del punto en donde v =0 se prolonga por la fuerza amortigua- 
dora. Encefecto, para la vibración armónica simple 


(24) a=-%s 
en la que, comparando con (3), kh = lí V5=1,12, y, según (12), el semi- 


período es 0,89 1. Como hemos visto, para la vibración armónica amortiguada 
el intervalo correspondiente es 1. 
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En segundo lugar, los valores de s para las sucesivas posiciones extremas del 
punto en donde v =0, en vez de ser iguales, forman ahora una progresión 
geométrica decreciente. Se omite la demostración. 


EJEMPLO 3. En un movimiento rectilíneo es 
(25) a=-—4s+2c052+t. 
Además, s =0, v=2, cuando + =0. 
a) Hallar la ecuación del movimiento. 


Solución. Según (1) la ecuación (25) es 


(26) dedo cod 
dt? 


La ecuación que se busca es una solución particular de (26) que ya se halló 
en el ejemplo 6 del Artículo 206, y es la ecuación (47) de la página 484. Luego 


(27) s=sen2lt+Y4tsen?2t. 
b) ¿Para qué valores de t será v = 0? 


Solución. Derivando (27), a fin de hallar v, e igualando el resultado a 
cero, obtenemos 


(Q8) (Q+1)  cos21t+ Msen21=0, 
o sea, dividiendo los términos de (28) por 
cos 2 t, 

(29)  Ktgl214+2+:1=0. 


Las raíces de esta ecuación pueden hallarse 
como se explicó en los Artículos 87 a 89. 

La figura 181 muestra las curvas (véase el 
Artículo 88) 


(30) y=%Mtg2t. y=-2-1t, 


y las abscisas de los puntos de intersección son, 
aproximadamente, 


Fig. 181 t=0,88, 2,36, etc. 


l 
I 
! 
l 
1 
l 
l 
1 


Discusión. Este ejemplo ilustra la vibración armónica forzada. En (25) 
la aceleración es la suma de los dos componentes 


61) a=—4s, ar =2c0521. 


La vibración armónica simple que corresponde a la componente a, con el 
período ax se perturba ahora por una fuerza con la aceleración as: es decir, por 
una fuerza periódica cuyo período (= 1) es el mismo que el periodo de la 
vibración armónica simple no perturbada. Los efectos de esta fuerza perturba- 
dora son dos. 
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En primer lugar, el intervalo de tiempo entre dos posiciones sucesivas del 
punto en donde v = 0 ya no es constante, sino que disminuye y tiende a 15 x. 
Esto se deduce claramente de la figura 181. 

En segundo lugar, los valores de s para las posiciones extremas sucesivas en 
donde v = 0, ahora aumenta, y con el tiempo llegan a ser, en valor absoluto, 
infinitamente grandes. 


PROBLEMAS 


En cada uno de los siguientes problemas se dan la aceleración y las condicio- 
nes iniciales. Hallar la ecuación del movimiento, 


vo 


1. a=—kR?s: s=0, v=vo cuandot=0. Sol. s= en kt. 

2. a=—=—kR?s; s=s0 v=0, cuando + =0. s= socoskt 

3. a=—kh?s; s=s0 YU = Vo, cuando 1 =0. 

4. a=6-=s;s=0, v=0, cuando + =0, s=6(l —cost). 


5. a=senlt=s: s=0, v=0, cuando rt =0. 
Sol. s= YA%sent— MA sen? t. 


6. a=2cos!t —=s; s =2, v=0; cuando : =0. 
Sol. s=2cost++sent. 


7. a==2v-2s:;5s=3, v=-— 3. cuando r =0. 
Sol. s=3e"1cost. 


—k?s+b;s=0, v=0, cuando : =0. 


0 
a 
II 


9. a=—nmv;s=0, v=nm, cuando 1 =0. 

10. a=8t1—4s; s=0, v=4, cuando 1 =0, 

ll. a=4sent—4s; s=0, v =0, cuando : =0. 
12. a=25sen2t—4s;s=0, v =0, cuando : =0. 


13. a=-—2v-—5s:; s =l, v=1, cuando rt =0. 


14. Sedana=8—4syu=0, s=0, cuando t = 0. Demostrar que el 
movimiento es una vibración armónica simple cuyo centro es s = 2, su ampli- 
tud 2 y su período 1. 


15. Laaceleración de un punto material viene dada por la fórmula 
a=5cos2t-—09s. 


a) Si el punto parte del reposo en el origen, hallar su ecuación de ri0vi- 
miento. Sol. s=c«0s21—:x0s3 t. 


¿Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 


496 CALCULO INTEGRAL 


b) Si el punto parte del origen con velocidad v = 6, hallar su ecuación de 
movimiento. Sol. s =cos2i++2sen3+f=—=c0s3 ft, 
¿Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 


16. Hallar las soluciones del problema anterior si la aceleración es 
a=3c0531 —9Os. 
Sol. a) s=líisen31t; b) s=lhrsen31+2sen3 t. 


17. Un cuerpo cae del reposo bajo la acción de su peso y una resistencia 
pequeña que varía como la velocidad. Demostrar las siguientes relaciones: 


a=g— ku. 


v Le (1 —e«M. 


s= E (ht M1). 
hs+o+L tn (1-42) =0, 
R g 


18. Un cuerpo cae, partiendo del reposo, y recorre una distancia de 24,5 m. 
Suponiendo a = 9,8 — v, hallar el tiempo durante el cual cae. 


Sol. 3,47 seg. 


19. Un bote que se mueve en agua tranquila está sujeto a una fuerza retar- 
datriz proporcional a su velocidad en un instante cualquiera. Demostrar que la 
velocidad del bote, r segundos despues que la fuerza motriz se suprime, está 
dada por la fórmula v = ce-!!, en donde c es la velocidad en el instante de 
suprimir la fuerza. 


20. Encierto instante un bote que flota en agua tranquila tiene una veloci- 
dad de 6 Km por hora, Después de un minuto la velocidad es 3 Km por hora. 
Hallar la distancia que ha recorrido. 


21. Bajo ciertas condiciones la ecuación que define las oscilaciones de un 
galvanómetro es 
d* dó 
— +2 p —+ dh? =0. 
di? 55 di cre 


Demostrar que no oscilará de un lado al otro del punto cerosi 4 >Hk. Hallar la 
solución general si H < k. 


209. Ecuaciones diferenciales lineales de enésimo orden con coefi- 
cientes constantes. Vamos ahora a estudiar la resolución de la ecuación 
diferencial lineal 


dr! du”? 
0D. Fa tt Eb =0, 


en donde los coeficientes pi, P2, -.., Pu son constantes. 
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Si sustiltuímos por y e'* en el primer miembro, obtenemos 
Me+prl+pr pde”. 


Esta expresión se anula para todos los valores de r que satisfacen 
la ecuación 


(1) AMERICAS Ss =0; 


por tanto, para cada uno de estos valores de r, e'* es una solución 
de (1). La ecuación (1) se llama la ecuación auxiliar o ecuación carac— 
terística de (1). Observemos que los coeficientes son los mismos en las 
dos ecuaciones, que los exponentes en (1) corresponden al orden de 
las derivadas en (7), y que y se reemplaza por 1. 

Una vez obtenidas las raíces de la ecuación auxiliar podemos escri- 
bir soluciones particulares de la ecuación diferencial (7). Los resultados 
son los del Artículo 206 extendidos a los casos en que el orden excede 
a dos. La demostración puede verse en textos más adelantados. 


Regla para resolver la ecuación (1): 

Primer PASO. Se escribe la ecuación auxiliar correspondiente 
(1) "pr tEpr +... Fpa=0. 

SEGUNDO PASO. Se resuclve la ecuación auxiliar. 


Tercer paso. De las raíces de la ecuación auxiliar se deducen las 
soluciones particulares correspondientes de la ecuación diferencial como 
sigue: 


ECuAcIióN AUXILIAR ICCUACIÓN DIFERENCIAL 


a) Cada raíz real y dis- 


: da una solurión particular (nx, 
tinta 11 


dos soluciones particulares c%* cos bx, 
e”* sen bx. 


da 


tinta de raices imaginarias 
a =e bi 


ec) Una raíz múltiple de 
orden $ 


se obtienen multiplicando las so- 
luciones particulares (a) [o (b) ] 
A IAN 


l 
J 
b) Cada pareja ma 
da 


| (o 25) soluciones particulares que 
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CuArTO PASO. Se multiplican cada una de las n* soluciones inde- 
pendientes así halladas por uma constante arbilraría, y se suman los 
resultados. Este resultado igualado a y da la solución completa. 


EJEMPLO l. Resolver la ecuación 


Solución. 


dy _3PYid4y=0 
dx? de + u . 


Procediendo según la regla dada, tendremos: 


Primer paso. r?-—31r44=0, ecuación auxiliar. 


Segundo paso. Resolviendo, las raices zon — 1, 2, 2. 


Tercer paso. a) La raíz — 1 da la solución e-7%. 


c) La raiz doble 2 da las dos soluciones e?*, xe?r, 


Cuarto paso. La solución general es 


y = cie? + coe?? + caxe??. 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 


Solución. 


dty cd y dy 
=> dl =12%23>+5y=0. 
dx! 3 38 y 


Siguiendo la regla, resulta: 


Primer paso. rt—4r8+10r2-12r+5=0, ecuación auxiliar. 


Segundo paso. Resolviendo, las raices son |, 1, | +=2i. 


Tercer paso. b) La pareja de raíces imaginarias 1'=2¿ da las dos solu- 


ciones 


ercos2x, ersen?x. ta. = 1; b:=2) 


c) La raiz doble | da las dos soluciones e*, xe?, 


Cuarto paso. La solución general es 


O sea, 


y 
y 


cie? + coxe? + c3e* cos? x + ejer sen2 x, 


(tr + cox +c3cos2x + 04 sen2x)e”. 


La ecuación diferencial lineal 


(7) 


d"y dy la 
qn Td dx"! Lp dx"- a + by =X, 


en donde pi, P2, ..., Pm son constantes y X es una función de zx 
o una constante, se resuelve por métodos semejantes a los que se 


Una comprobación de la exactitud del trabajo realizado se encuentra en el 


hecho de que los tres primeros pasos conducen a nm soluciones particulares inde- 


pendientes. 
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emplearon en el Artículo 206 para la ecuación (4). Los tres pasos allí 
descritos deben seguirse igualmente aquí. En primer lugar, pues, 
resolyveremos la ecuación (7). Si 


(2) =U, 


es la solución general de (7), entonces u es la función complementa— 
ria de (J). 

Después, si de alguna manera podemos hallar una solución par 
ticular de (J), 


(3) y=B, 
entonces la solución general de (J) es 
(4) y=uw+vb. 


Para hallar la solución particular (3) se pueden emplear métodos de 
ensayo análogos a los que se dieron en la página 482 para n = 2. Las 
reglas allí dadas para el caso general se aplican también para cualquier 
valor de n. En todo caso podemos seguir la siguiente regla : 


Regla para hallar la solución particular de (7). 


Primer PASO. Se deriva sucesivamente la ecuación dada (J), y se 
ob!iene directamente, o por eliminación, una ecuación di ferencial de orden 
superior del tipo (1). 


SEGUNDO PASO. Resolviendo esta nueva ecuación según la regla de la 
página 497 , obtenemos una solución general 


y=0ú=+v, 


en donde la parle u es la función complementaria de (J) ya hallada en 
el primer paso * y y es la suma de los términos adicionales que se han 
hallado. 


Tercer Paso. A fin de hallar los valores de las constantes de inte— 
gración en la solución particular y , se sustituyen y = v y sus derivadas 
en la ecuación dada (J). En la identidad que resulta, se igualan los 
coeficientes de las mismas polencias de la variable, se despejan las cons- 


* En virtud del método de deducción de la nueva ecuación, es evidente que 


toda solución de la ecuación primitiva es también la solución de la ecuación 
obtenida por derivación. 
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tantes de integración de las ecuaciones resultantes y se sustituyen sus 
valores en 


y=u+v, 
lo que da la solución general de (J). 


Este método se ilustrará ahora por medio de un ejemplo. 


NOTA La resolución de la ecuación auxiliar de la nueva ecuación diferen- 
cial deducida se facilita observando que el primer miembro de esa ecuación es 
divisible por el primer miembro de la ecuación auxiliar que se ha empleado en 
hallar la función complementaria. 

EJEMPLO. Resolver la ecuación 

(5) y" —-3y4+2y= xe. 


Solución. En primer lugar, determinaremos la función complementaria u, 
resolviendo la ecuación 


(6) y"—-3y4+2y=0. 
El resultado es 
(7) y = u = cie? + cae”, 


Primer paso. Derivando (5), obtenemos 


(8) ye! a 3 y" +2 y = xel + er, 
Restando (5) de (8), resulta 
(9) y "—4y+5y4-2y=e?. 


Derivando (9), obtenemos 
(10) y “—4y"+5y"—2y = et. 
Restando (9) de (10), resulta 
(1) y —5y4+9y"—7y4+2y=0, 
que es una ecuación del tipo (1). 
Segundo paso. Resolvamos la ecuación (11). La ecuación auxiliar es 
(12) n—5$r+9r?2-7r+2=0. 


El primer miembro debe de ser divisible por r?—3r+2, puesto que la 
ecuación auxiliar de (6) es r2—3r+2=0. Efectivamente, encontramos que 
(12) puede escribirse 


(13) (2-3r+2)(r—1)? =0. 
Las raices son r = 1, 1, 1, 2. Luego la solución general de (11) es 


(14) y = cie? + e7(c2 + c3x + cax?). 
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Tercer paso. Comparando (7) y (14), vemos que 
(15) y=v=et(c3x + cax?) 


será una solución particular de (5) con valores apropiados de las constantes ca y C;. 
Derivando (15), obtenemos 


(16) y =e (ca + (ca +204)x + c4x?), 
yl =e (lc + c+ (a+ 40 + cx?) 


Sustituyendo en (3) (15) y (10), dividiendo ambos miembros por ce” y 
reduciendo, el resultado es 


(17) 2ci—c—2r4x = X. 

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x. obtenemos 
=2c4=1, 2r4—c3=0, de donde hallamos cg =— 1, cy = — 1%. Sustitu- 
yendo estos valores en (15), la solución particular es 

(18) y=vu=l=x— ly), 


y la solución general es 
y =u+u= cie 4 cue? — et (x + 24 x?). 
PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 
ciales, 


Le dy j4 YO. Sol. y=c +c2 c052 x +03 sen? ox. 
dx* dx 

2. dy 44 EY = 0. Yy=c1+csx +ecos?lx +0.sen?la. 

ql 

3. dy du 0, y =t1 +0 +03 + 101c0s 3 + c5sen x. 
dxó dx 

4 dis 13 des 45 =0. s = cu! + cae + iros? +ce,sen?t. 
dit del 


dy _ dy dy dy 
5. 0%2 -0%% = (0. 
dxt — dx3 a+ de? dx 


Sol. y=c13+cxe* + 03 005 Fx +c« send x. 


6. CAR 165 0 , 5=(lc1 + car) cos2 1 + cs Ercar) sen? 
7. Úxye EN 0, Sol. x =e2té, + csi + at?) . 
ds dr? 


8. E E 


Sol. s= cl Hee coscrrdprastni— 14-31, 


11, 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


17. 
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dx3 dx Sol. y=c1+c2e rr + ce R—YU xi Y x. 
qu 4 y =c1 + cox + cet + cae-z — % x0. 
Y ga y dc A JA, 
Ps 9154205 = 12e31, PORO E al ds o Es 
dt? dt 7 
QHAs 1 sen? A 

Sol. s=cucos2r+casendi pp 10521 Úscado, 
o 18. 14 1345430 =181 — 36. 
485 =0. 19. A 142 
dy 354 4364 =0. 0. E- dep dE 
Y + 5 7% — 36 y =0. 


MISCELANEAS DE PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 


ciales: 


T. 


2. 


)- 

8 (4 Y=27 y. 
(4 e 
qu) =Y yt =0, 
(7 Y 


su) 
(2) =09>x. 
En há 


(14 x2) dy = V 1 — y? dx. 


(x + y)dx = (x — y)dy. 


dy =e-1 
qe Y ez, 


d?s ds 

2 -42+35s=0. 
MES IA 

d?s 


ds 
— 4 =0. 
di? e 


Sol. y=(+0%. 
y =(x ++)? 
y=xK+c. 
ES 
yv T= L:=.cx 
In (x2 + y?)—2arctg L =c. 
ES 
y =(x+c)e-z. 
s = ciel + caebt, 


cie2t-p cote?l, 


a 
! 
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2 
9. - 4% 48s=0, Sol. = e! (c,cos2 1 +c2sen 21). 
d*y dy 
10. EL-2WVY3 y =:¿21. = ciest to 21, 
de dt y=e y = cieBl + cae Ye 
2 
11. EA dam ab. x =c1cos ht + cosen ra? 
12. + h2 = aged, x=cC¡cOos kt + ca sen Re 
13 dix - 2 =gcos kt x= ciekt + cseht— kt 
3 , cie 2e zp cos ; 
14 = E dix - a 
a = asen kt. x =cC¡cOos kt + ca sen ESTELAR 
15. (x2-2y?)dx+2xydy=0. y? + x? In cx =0. 
dy 4 xy ER E 
16. = 4 2 2= , 
EN EFD? y(2 +1) arctgx+<c 
7. 5-3 44020 = ciel + cac=l + c3e?l + cae—?1 
TE . : ñ : e 
18. 45=0. 
+5 a+ A 
Sol. s=c1cost+cezsent+c3cos2t +c,sen?2t. 
19. xy? dy = (x?*+ y3)dx. 23 PX ES) 
eS ; 
20. dy + xy(l — x? y?) dx =0. ; 
d?x e Co 24. dx 4x=6 3. 
21. 824251 =0, aa + SI 
d?x pa dix 
22. di 25. q REPITA 


Resolver cada una de las 
transformaciones indicadas. 


siguientes ecuaciones diferenciales, haciendo las 


26. eE 2-8 =0. Sea s=—. Sol. a +5=0 
27. (12+ 1)ds = (12 +2st +5s)dt. Sea s = Ut. s=d(1+1-t 
28. (3+2st)sdt = (3-2st)1 ds. Sea st = uv. 
29. +02 42445. Sax+y=v. 
Xx 
PROBLEMAS ADICIONALES 
1. Cierta curva pasa porel punto (0, k) y el área limitada por la curva, el 


eje de las x y dos ordenadas c 
ceptado entre las ordenadas. 


ualesquiera es k veces la longitud del arco inter- 
Demostrar que la curva tiene que ser una catenaria. 
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2. La aceleración de un hombre que desciende en un paracaídas desde un 


globo estacionario es 9,8 — 20 v? m por segundo por segundo, siendo uv la velo- 


cidad en metros por segundo. Si llega al suelo en un minuto, demostrar que la 
altura del globo es un poco más de 290 m. 


3. Un punto que se mueve sobre el eje de las x está sujeto a una aceleración 
dirigida hacia el origen y proporcional a su distancia del origen, y a una fuerza 
retardatriz proporcional a su velocidad. Si la ecuación diferencial que define x 
es de la forma 

d?x qa dx 
— +mX=>+nx=0, 
di? dt 


siendo m y n positivas, y las condiciones iniciales son x= 10, e = 0, cuando 
t 


¿=0, hallar x y e en cada uno de los casos siguientes y discutir el movi- 
t 


miento. 


a) m=4, n= 
b) m=4, n 


c) m 


el 
3 
ll 
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CAPITULO XXII 
FUNCIONES HIPERBOLICAS 


210. Seno y coseno hiperbólicos. Ciertas expresiones sencillas en 
las que entran funciones exponenciales (Art. 62) se presentan frecuen 
temente en las matemáticas aplicadas. Se llaman funciones hiperbó- 
licas. La justificación de este nombre se pone de manifiesto en el 
Artículo 215. Dos de estas funciones, el seno hiperbólico y coseno 
hiperbólico de una variable v, que se escriben, respectivamente , 
sen h v y cosh », se definen por las ecuaciones 


b__ 6 y —y 
(4) senh y = A cosh y = —o 


en donde e es, como de costumbre, la base de los logaritmos neperia— 
nos (Art. 61). Pero estas funciones no son independientes, porque 
según (4) tenemos 


(B) cosh? y — senh? y = 1. 


De la ecuación (A). elevando al cuadrado, cosh? y = pi Il 


4 
ev — 2 + e-2 


senh? y = E . Por tanto, restando, cosh? y —senh? y = 1. 


De (4), despejando las funciones exponenciales, obtenemos 


(1) e" = cosh v + senh», e” = cosh uv — senh». 
EJEMPLO. Demostrar que la solución general de la ecuación diferencial 


2 : 
(2) EL — ay =0 
se puede escribir y = A senh ax + B coshax, 


siendo A y B constantes. 
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Solución. Según el Artículo 206, la ecuación auxiliar de (2) es r2—a? =0, 
cuyas raíces son a y — a. Luego la solución general de (2) es 


Y = cie0z 4 coe—ar, 
Los valores de ear y e-axz se obtienen de (1), tomando v = ax, Luego 


er = cosh ax + senh ax, e-0% = cosh ax — senh ax, 


y = ci(cosh ax + senh ax) + ca(cosh ax — senh ax) 


(ci + 02) cosh ax + (c1 — c2)senh ax. 


Haciendo ci; — c2= A, ci1+c2= B, obtenemos la forma deseada. 
El resultado debe compararse con el del ejemplo 2 en la página 478. 


211. Otras funciones hiperbólicas. La tangente hiperbólica , tgh v, 
se define por la igualdad 
_senhy_ er —e” 


(c) Ma e + er” 

Las igualdades 

(1)  ctgho = .. PS E esch y = E 
tgh v? cosh » * senh y 


definen , respectivamente , la cotangente hiperbólica, la secante hiperbó- 
lica y la cosecante hiperbólica. Las razones que se emplean en (C) y (1) 
son las mismas que se dieron en (2) del Artículo 2 para las correspon— 
dientes funciones trigonométricas. 

Son válidas las siguientes relaciones : 


(2) 1 —teh?tu=sech?'v, ctgh?v—1 = esch? v, 


análogas a fórmulas dadas en (2), Art. 2. La demostración de la 
primera fórmula se da más adelante . 

Las siguientes proposiciones son ciertas con respecto a los valores de 
las funciones hiperbólicas. Deben verificarse . 

senh », puede tener cualquier valor; cosh », cualquier valor posi- 
tivo no menor que 1; sech v, cualquier valor positivo no mayor que 1; 
teh v, cualquier valor menor que 1 en valor absoluto ; ctgh v, cual- 
quier valor mayor que 1 en valor absoluto; esch v, cualquier valor 
con excepción de cero. Además, de las definiciones tenemos 


senh (— v) = —senh v, esch (— v) = —esch y, 
(3) — cosh (— v) = cosh y, sech (—v) = sech y, 


teh (—v) =— tgh y, ctgh (—v) = — ctgh y. 


2S828 


3838332 
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FUNCIONES HIPERBOLICAS 


Senh | Cosh| Tgh Senh |Cosh | Tgh Senh | Cosh | Tgh 
v v v v v e v v v 
1,000 | 0000 | 50 52m | 1128 | 562 | 10 | 1175) 1543 | 7616 
1,000 | ¿0100 | ;51 ¿5324 | 1,133 | ¿a700 | 1,1 1:336 | 1669 | ¿8005 
1,000 ,0200 152 5438 1,138 4777 1,2 1,509 1,811 +8337 
1,000 | ¿0300 | /53 ,5552 | 1,144 | 4854 | 13 | 1698 | 1971 | 8617 
1:001 | ¿0400 |  ;54 : 1,149 | ¡4930 | 1/1 1,904 | 2151 | ¡8854 
1,001 | 0500 | 55 ,5782 | 1,1155 | ,5005 | 15 | 2120 | 2352 | ¡9052 
1,002 | 'os599 | ;56 ,5897 | 1,161 | 5080 | 16 | 2376 | 2577 | l9217 
1,002 | ¡0699 | 57 ¿5014 | 1167 | ¡6154 | 17 | 2646 | 2803 | /9354 
1,003 | 0798 | ;58 6131 | 1,173 | .5227 | 18 | 2042 | 3107 | 0458 
1,004 | ¡osgs | 59 .6248 | 1,179 | ,5209 | 19 | 3208 | 3418 | :95602 
1,005 | 0997 | 60 6367 | 1185 | 5370 | 20 | 30627 | 3762 | 0640 
1,006 | '1096 | ¡61 0485 | 1192 | [5441 | 21 022 | 4144 | 9705 
1,007 | 1194 62 6605 | 1,198 | 5511 2,2 4AS7 | 4,568 | ,9757 
1,008 | “1203 | ¿63 6725 | 1,205 | ¿5581 | 23 | 4037 | 5037 | ¿980 
1,010 | (1391 | ¡64 ¿0846 | 1212 | ¡56149 | 24 5466 | 5,557 | ,9837 
1,011 | 1489 | 65 6967 | 1,219 | 5717 | 25 | 6050 | 6132 | .9806 
1013 | /1587 | (66 ,7090 | 1:226 | ,5784 | 26 | 6605 | 6769 | co890 
1,014 | ¡1684 | ¡67 ,7213 | 1,233 2,7 7,406 | 7,473 | !9910 
1,016 | /1781 | ¡68 ,7336 | 1,240 | 5015 | 28 | 8192 | 8253 | '9006 
1,018 | ¿187 59 7461 | 1248 | 2,9 9,060 | 915 | ¿9040 
1,020 | 1974 | ,7 ,7586 | 1,255 | 6044 | 3.0 10,02 | 10,07 | 9951 
1,022 | ¿2070 | [71 ¡2712 | 1263 | ¿6107 | 31 11:08 | 11,12 | ¿9960 
1,024 | /2165 |  ;72 7 13271 | ¿6169 | 3/2 12/25 | 1229 | 9967 
1,027 | ¿2260 | 73 7966 | 1278 | ¡6231 | 33 13,54 | 13,57 | 9973 
1,029 | [2355 | 74 :s094 | 1287 | :6291 | 34 14/97 | 15,00 | /9978 
1,031 | 2449 | 75 223 | 1.205 | 0352 | 35 16,54 | 16,57 | 9982 
1.034 | /2543 | ¡76 $353 | 1,303 | '6411 | 36 18,29 | 18/31 | 9985 
1.037 | ¿2636 | 77 sas£ | 1311 | 6469 | 3.7 | 2021 | 20.04 | '99s8 
1,039 | /2729 | 78 8615 | 1,320 | ¿6527 | 38 | 2234 | 2236 | “9900 
1os2 | 2821 | 79 8748 | 1,329 | ¡6554 | 39 | 2409 | 2471 | 90y2 
1,045 | 2913 | so 8ss1 | 1,337 | .6640 | 4.0 | 27208 | 231 | 903 
1,048 | ¿3004 | 81 9015 | 1:346 | /6696 | 41 30,16 | 30.18 | 9995 
1,052 | 3095 2 9150 | 1,355 | ¡6751 | 42 | 3334 | 33:35 | '9996 
1,055 | “3185 | 83 9286 | 1365 | [6805 | 43 36,84 | 3656 | [9996 
1,058 | ¿3275 | ¡$4 9423 | 1374 | | 44 30,72 | 40,73 | ¡9947 
1,0682 | 3364 | 5 .9561 | 1354 | ,c91 | 4,5 | 4500 | 4501 | 9098 
1,066 | ¿3452 | S6 9700 | 1,303 | ¿69063 | 46 | 4074 | 4075 | “990% 
1,069 | “3540 | 's7 .9540 | 1,403 | ¿7or4 | 4,7 | 5497 | 5108 | “9903 
1,073 | 3627 | 58 .90s1 | 1413 | 7064 | 48 80,75 | 60,76 | 9999 
1.077 | 3714 | s9 [1012 | 123 | ¡7us | “9 | 6714 | 6715 | 9999 
1,081 | 380 | 90 | 1027 | 1133 | 7163 | 50 74,20 | 74,21 | 9990 
1.085 | 3885 | 9 | 1091 | 1:443 | “7211 | 51 8201 | s201 | [9u99 
1.090 | 8069 | 92 | 1,055 | 1454 | ¿7259 | 52 | 90.063 | 0001 | 9909 
1,094 | 052 | 93 | 1070 | 13365 | ¿7306 | 53 | 10017 | 100,17 | 1.0000 
1.098 | 4136 | ,94 | 1,085 | 1.475 | ¡7352 | 54 | 11070 | 11071 | 1.0000 
1,103 | 4219 | 05 | 1,099 | 11486 | 7308 | 55 |12234 | 12235 | 1,0000 
1.108 | 4301 | 96 [| 1,114 | 1497 | 7443 | 56 | 13521 | 13522 | 10000 
1.112 | 4382 | ¿97 | 1129 | 1500 | ¿7487 | 57 | 14043 | 143044 | 1:0000 
1,117 | 4462 | 98 [1,145 | 1520 | ¿7581 | 58 | 16515 | 16515 | 1/0000 

5uss | 1,122 | 452 | 990 J 13,160 | 1581 | ¿7574 | 59 | 18252 | 182/52 | 1:0000 
—_———— A A A o A 
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EJEMPLO. Dada tghx = %, hallar los valores de las otras funciones 
hiperbólicas. 


Solución. Dividamos cada término de (B) por cosh? x. Tendremos; 


_ senb?x _ 1 
cosh? x cosh? x 


Luego 1 — tgh? x = sech? x. Según (C) y (1) 


Puesto que tgh x = %í, esta ecuación da sech x = %, siendo inadmisible el 
valor negativo. Entonces 


1 5 


h x= a, úl 1 
cosh x TA según (1) 
senh x = cosh x tgh x = %, según (C) 
ctgh x= %, y eschx = Y. según (1) 


212. Tabla de yalores de senos, cosenos y tangentes hiperbólicos. 
Gráficas. La tabla de la página 509 da con cuatro cifras exactas los 
valores de senh v, cosh v, tgh v para valores de v de O a 5,9. 
Para valores negativos de v, hay que emplear las relaciones de (3) del 
Artículo 211. 

Cuando v=>>+mw0, senh » y cosh » se hacen infinitos y tgh v 
tiende a la unidad. 

Las gráficas de senh x, cosh x y teh x (figuras 182, 183 y 184) 
se trazan fácilmente sirviéndose de la tabla. 


Fig. 182 Fig. 183 Fig. 184 
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213. Funciones hiperbólicas de v y w. Las fórmulas para fun-— 


ciones hiperbólicas, correspondientes a dos de las (4) del Artícu— 
lo 2, son 


(D) senb (v + w) = senh v cosh w + cosh y senh w, 


(E) cosh (v + 1w) = cosh v cosh w-+ senh y senh w. 


Demostración de (D). De la definición (4), reemplazando » por 

v + w, tenemos 
A 
(1) senh (0 +10) =- ==, 
A 


(2) cosh (v + 1w) = 3 


El segundo miembro de (1) se transforma como sigue, empleando 
(1) del Artículo 210. 


qu — E” v— ela ea eg w 


2 2 


_ (coshu-+senh 1) (cosh wm+senh w) — (cosh v—senh 1) (coshw—senh 1) 
AA A E 


Efectuando las multiplicaciones y reduciendo, obtenemos (D). La 
fórmula (E) se demuestra de la misma manera , 

Si en (D) y (£) hacemos w = v, tenemos 

(3) senh 2 y = 2 senh y eosh v, 

(4) cosh 2 y = cosh? y + senh? y. 

Estas fórmulas son análogas a las (5), Art. 2, que dan sen 2 zx 


y cos2x. De (B) y (4) obtenemos resultados que corresponden a 
las fórmulas (5), Art. 2, para sen* x y cos? x. Estos son 


(5) senhu= lá cosh 21 — 4, cosh?u= 5 cosh 20+ 1. 


Otras relaciones para funciones hiperbólicas, que pueden compa- 
rarse con las del Artículo 2 para las funciones trigonométricas, se dan 
en los problemas. 


EJEMPLO. Deducir la fórmula 


6 teh p- seah 2 v - 
(6) Su cosh2u-+! 
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Solución, De (5), por división, obtenemos 


7 teh? -cosh2V—1 
12 9 cosh2v>+1 


Ahora bien, tl IS A A EAS 


Según (B), cosh?2 y — | = senh? 2 uv. Luego (7) se convierte en 


3 ighty= Hab 
(8) $22 (cosh 20 +1)2 

, por tanto, teho==_ Snmb2v_ 
Do, PAS qe cosh2 y +1 


Ahora debe examinarse el signo del segundo miembro. De (3) tenemos 


2senh y 


h2u= 
dy cosh y 


cosh? y = 2 tgh yv cosh? y. 


Por tanto, senh 2 uv y tgh u tendrán siempre el mismo signo. Además, como 
cosh 2 u + 1 es siempre positivo, debe escogerse el signo positivo, y obtene- 
mos (6). 

Si v se reemplaza por 14 uv, (6) se convierte en 


9 paa senh uv : 
9) ús 2 cosh v>+1 
PROBLEMAS 


1. Se da el valor de una función hiperbólica. Hallar los valores de las 
otras, y verificar los resultados, hasta donde sea posible, por la tabla de la 
página 509. 


fl 
pan 
al 


a) cosh x= 1,25, c) senb x 


ll 
| 
y 
.d' 


b) eschx = —0,7%. d) ctghx 2. 


Demostrar cada una de las fórmulas de los problemas 2 a 7 y comparar cada 
una con la fórmula correspondiente (si la hay) de (2), (4), (5) y (0) del 
Artículo 2. 


2. 1— ctgh? uv = — esch? v. 
3. senb (v — w)= senh v cosh w— cosh y senh w, 


cosh (p — w) = cosh v cosh w — senh v senh ue. 


gh o = tgh w ] 
| == tgho tghuw 


5. senh 2 ee foto ETE 
. =N > 


4. tgh (uv =w) = 


2 2 
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6, senb y + senh w = 2 senh Y (v + w) cosh 14 (u—w), 
cosh y + cosh w =2 cosh 6 (v+w) cosh 4 (uv — wi), 


7. 13b $4 Co —w) = BO = senh yo, 
Be cosh v + cosh w 


8. Demostrar que la ecuación de la catenaria (fig, 262) puede escribirse 


y =u cosh Y. 
a 


2 
9. Resolver la ecuación diferencial os — y =0 en términos de funciones 
Xx 
hiperbólicas, en el caso en que y =3 cuando x=" y y=0 cuando tgh x = %. 


Sol. y=3 cosh x — 3,75 senh x, 


10. Demostrar que sech (— x) =sech x. Trazar la gráfica y comprobar 


que lím sech x= 0, 
15m 


11, Demostrar que ctgh (— x) = — ctgh x. Trazar la gráfica y comprobar 
que lim ctghb x= l. 
LI 400 


12. Demostrar que csch (— x) = — csch x. Trazar la gráfica y comprobar 
que lim csch x =0. 
T—>w 


13. Demostrar que 


a) senb3u = 3 senh u + 4senb? u; 


b) cosh3 u =4cosh* u— 3 cosh u. 


14, Demostrar que (senh x + cosh x)" = senh nx +cosh nx, (n un nú- 
mero entero positivo cualquiera.) 


15. Demostrar que senh? x — senh? y = senh (x + y) senh (x — y). 


cosh 2 u + cosh 4 u 


0 A 


Sal. ctgh (u +24). 
17. Lasecuaciones paramétricas de la Iractriz pueden escribirse en la forma 
1 14 
x=t—=atgh=, y =asech —. 
a a 


El parámetro es t, y « es una constante. Dibujar la curva cuando a = 4. 
(La traceriz es la curva en la que la longitud de la tangente (Art. 43) es cons- 
tante e igual a a. Véase la figura en el Capitulo XXVI.) 


2 
18. Resolver LY = p? (y — mx?). 
dx? 


Sol. y=A cosh nx +B senh ns + mat 4 E, 


5124 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


214, Derivadas. Las fórmulas de derivación (siendo v una fun- 
ción de x) son las siguientes : 


XXVII - senh y = cosh v Ss ¿ 
XXVINO A cosh y = senh y o . 

XXIX E tgh uv = sech* y z - 

XXX e ctgh v = — esch? ». 
XXXI E sech v = —sech y tgh v de. 
XXXI s esch y = — csch y ctgh y E . 


Demostración de la fórmula XXVI. Según (4), 


Sl 
senh y = 5 
e" du ¿»e 
Entonces, E senh v = ES 3 ga 
_ e +e-*du 
> 2 dx 
du 
= cosh Y 7, 


empleando (4). 

La fórmula XXVIII se demuestra de manera semejante, La de- 
mostración de XXIX es análoga a la que se dió en el Artículo 72 para 
la derivada de tg v. Para demostrar XXX, XXXI y XXXII, basta 
derivar las formas que se dieron en (1) del Artículo 211, Los detalles 
se dejan como ejercicios. 


215. Relaciones con la hipérbola equilátera. La curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son 


(1) x=ucoshv, y=a senh y 
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es la hipérbola equilátera 2? — y? = a?. En efecto, si eliminamos 
el parámetro v elevando al cuadrado y restando, tenemos 


2* — y? = a? (cosh? v — senh? 1) = e?. Según (B) 


La figura 186 muestra un sector hiperbólico limitado por el 


arco AP1 de (1), el semieje transverso OA y el radio vector OP,. 
En Pi, v=u1. 


Teorema. El área del sector hiperbólico OAP1 es 5 a*v;. 


PCs) 


Fig. 185 


Fig. 186 


Demostración. Sean (p, 0) las coordenadas polares de un punto 


enalquiera del arco AP1. Entonces el elemento de área (Arl. 159) es 
dA = 1% p* de. 


Pero y? = a+ y =a*(cosh? y + senh*v). Empleando (1) 
Además, según (5) del Artículo 3, 
0 = are tg L= aro te (teh v). Según (1) 
do — sech?» 


Lnego E 1+ ho , 


Según XXIL, Art. 60, y KXIX 
lmpleando (€) y (1) del Artículo 211, obtenemos 


dv 
de cosh? y + senh? y ' 


y, por tanto, dA = li a? dy. 
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Integrando, y teniendo en cuenta que v=0 en 4, se obtiene la 
fórmula que demuestra el teorema. 
Las ecuaciones paramétricas del círculo (fig. 185) son 


=rc«cs!l, y= 5 senl. Art. 81 


En Pi el parámetro t es igual a 11, y ti es la medida en radianes del 
ángulo central AOP,. Luego el área del sector circular AOP1 es 13 1r*t,. 

Sea r=a=1. Entonces, en la figura 185, para P (x, y), ten- 
dremos 


z=«c0sl, y=sent, 1541 = área AOP. 
En la figura 186, para P(zx, y), 
z=coshw,  y=senmhv, lv = área AOP. 


Según estas igualdades las funciones hiperbólicas tienen las mismas 
relaciones con la hipérbola equilátera que las funciones trigonométricas 
tienen con el círeulo. 


PROBLEMAS 
1. Demostrar que el elemento de longitud de arco de la catenaria 
y=acosh E es ds = cosh ZE dx. 
a a 


2, En la catenaria del problema 1, demostrar que el radio de curvatura es 


2 
igual a g”. 
a 


Verificar los siguientes desarrollos de funciones por la serié de Maclaurin, y 
determinar para qué valores de la variable son convergentes. 


xd xP xn -1 

3. Pla O ad 
y = Sol. Todos los valores. 
2 4 25 

4, com 14] ig ETA 


Sol. Todos los valores. 


Verificar los siguientes desarrollos, empleando las series de los problemas 
3 y 4 y los métodos que se explicaron en el Artículo 195. 


A A ARA 
6. tgbx=x-— Uxi+YAsx5— rs x? + 


7. Estudiar la función 5 cosh x + 4senh x con respecto a valores máximos 
o mínimos. Sol. Valor minimo, 3. 
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8. Estudiar la función A senh x + B cosh x con respecto a valores máxi- 
mos y mínimos. 

Sol. Si B2> A?, un valor máximo — Y B2— A? si B<O0. 

un valor mínimo + Y B2— A? si B>0. 


9. Deducir las series de los problemas 3 y 4 de las series para e? y e? por 
adición y sustracción. (Emplear (A) y el Artículo 195.) 


10. Sea ds = longitud del elemento de arco; sea Q = Vxi+ y? = radio 
vector de P(x, y) en el círculo o en la hipérbola equilátera (Art. 215), y 
tómense límites de integración para el arco AP; en las figuras 185 y 186. Demos- 
trar que 

a) jfE- ti para el círculo; 
0 


b) Se = yy para la hipérbola. 


11. Demostrar que lim (cosh x — senh x) = 0. 
> +. 


12. Determinar el valor de cada una de las siguientes formas indetermi- 
nadas. 


a) lim senbx_ b)  lím tgh x 
—>0 x :—>0 Xx 
6)- in AA Soto, =W 
a—>0 a 
de - sech x. 


13. Si tg9 = senh x, demostrar que 7 
x 


14. Deducir el desarrollo 


1 1 
h =x— 3+ 5 
arc tg (sen x) x 6 x 34 x 


61 


500 * dis 


por integración, tal como en el Artículo 196, em- 
pleando el resultado del problema $. 


15. Demostrar los siguientes teoremas para 
la tractriz de la figura 187, cuyas ecuaciones son 


x=t=a tgh L, y=asechL. 
a a 


1 
U 
' 
1 
1 
] 
' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
¡ 
1 
Ú 
1 
U 
1 
t 
í 
7 
u 
M 


4) El parámetro t es igual al segmento que 
la tangente determina en el eje de las x. 

b) La constante a es igual a la longitud de 
la tangente (Art. 43). 


c) La evoluta es la catenaria B = a cosh hb 
a 


ad) El radio de curvatura PC es a senh L, 
m 
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216. Funciones hiperbólicas inversas. La relación 

(1) y = senh » 
se escribe también 

(2) = senh”? y 
y se lee *“v es igual al seno hiperbólico inverso de y”'.* Luego 
senh v y senh”* y son funciones inversas (Art. 39). La misma nota- 
ción y nomenclatura se emplean para las otras funciones hiperbólicas 


. td . . . 
inversas : cosh? » (' “coseno hiperbólico inverso de v””) , ete. 
Las gráficas de las curvas 


(3) y = semh x, y = cosh x, y = tgh x 


se repiten por comodidad en las figuras 188, 189 y 190. Supóngase 
ahora que se da y. 

En la figura 188, vemos que y puede tener un valor cualquiera 
positivo o negativo, y que cada uno de ellos determina un solo 
valor de z. 


Fig. 188 Fig. 189 Fig. 190 


En la figura 189, se ve que y puede tener cualquier valor positivo 
no menor que 1. A cada valor de y > 1, corresponden dos valores 
de numéricamente iguales y de signos opuestos. 


*— Algunos escriben **v = argsenh y'' y leen ''v es igual al argumento 


cuyo seno hiperbólico es y''. 
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En la figura 190, vemos que y puede tener cualquier valor que sea 
menor que 1 en valor absoluto, y entonces queda determinado un 
valor de zx, 

En resumen : 

La función senh”* v está determinada únicamente para cualquier 
valor de v. Además, senh”! (— vu) = — senh”! y. 

La función cosh”* », cuando v > 1, tiene dos valores que difieren 
sólo en el signo. Además, cosh”*1 = 0. 

La función tgh”* v está determinada únicamente cuando v*< 1, 
Además, tgh”* (— y) = — tgh” y. 

En el Artículo 210 se definieron las funciones biperbólicas en tér— 
minos de funciones exponenciales, Las funciones hiperbólicas inversas 
pueden expresarse en términos de funciones logarítmicas. Las rela- 
ciones son : 


(7) senh! x= Inlx+ V 12 +1). 
(Para cualquier valor de x) 
(G) cosh”! x = 1n (x = Y ax? — 1). m=1) 
(H) tgh”! x= l In : = (x?< 1) 
Demostración de (F). Sea v= senh"? x. Entonces 
A 
(4) x= senh y = => Según (4) 


A fin de despejar » de (4), la escribiremos como sigue : 
—¿-2%=0, o e” —2 xe" —1=0. 
Esta ecuación es de segundo grado en e”. Resolviendo, resulta 
e=zr-vVa+1. 
Puesto que e” es siempre positivo, hay que rechazar el signo nega— 


tivo delante del radical. En consecuencia, tomando logaritmos nepe— 
rianos, tenemos (PF). 


Demostración de (G). Sea v = cosh”! x=. Entonces 


en +e>? 


(5) x= cosh y = 3 


Según (4) 


Multiplicando por 2 e" y reduciendo, tenemos 


er—2xe"+1=0. 
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Resolviendo , 


e=zr=vx-—1. 
Ambos valores deben retenerse. Tomando logaritmos, resulta (6). 


Demostración de (H). Sea v=tgh-*'x. Entonces 


ar — gt 


(6) =D > 


Según (C) 


Quitando el denominador y simplificando , el resultado es 


(1-1) + (r4+ 1)e"=0. Luego e” = ul 


Tomando logaritmos, tenemos (H). 


EJEMPLO. Transformar 
(7) 5 cosh x + 4 senh x 


en la forma (C) cosh (x+4a), en donde € y a son constantes, y determi- 
nar C y a. 


Solución, Según (E) del Artículo 213 tenemos 

(8) C coshíx+a)=C cosh x cosha+C senh x senha, 
Luego (7) tendrá la forma deseada si C y a satisfacen las ecuaciones 
(9) Ccosha=5, C senha = 4. 


Elevando al cuadrado, restando y empleando (B) del Artículo 210, obtene- 
mos C? = 9. Entonces C = +3, puesto que cosh a debe ser positivo. 
Además, por división, tgha = %. Luego 


a = tgh-10,8=% In 9. Según (H) 
Luego a = 1,09, y 


(10) 5 cosh x + 4 senh x = 3 cosh (x + 1,09). 


La gráfica de la función $ cosh x + 4 senh x puede obtenerse en la grafica 
de 3 cosh x trasladando el eje de las y al nueyo origen (1,099, 0), (Compárese 
con el ejemplo 2, pig. 478.) 


Cuando se da z, los valores de senh”!x, cosh”*x 0 tgh-'x 
se pueden determinar por la tabla de la página 509 con no más de 
tres cifras exactas. Por ejemplo tomaremos, senh”* 0,25 = 0,247, 
cosh=13= =1,76. Para mayor exactitud (F), (G) o (H) 
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pueden emplearse si se tienen a la mano tablas de logaritmos nepe- 
rianos. * 


217. Derivadas (continuación). Las fórmulas de derivación , sien 
do v una función de x, son: 


do 
XXXII E senh”1y= PE t 
> ve? +1 
(Para cualquier valor de y) 
du 
poes di 
_ = == —_—____—+, > 
XXXIV de “osh=? y a (v ) 
du 
d dx 
XXXV E 19 = . de 
Wry= (o ) 


Demostración de XXXIII. (Compárese con el Art. 75.) Sea 
y =semh-"!v; 
entonces v = senh y. 


Derivando con respecto a y, según XXVII, 


% = cosh 
dy Y; 

luego Vi Según (C), Art. 39 
dv  coshy' ¿ : 


Puesto que » es una función de x, este valor puede sustituir en (4), 
Art. 38, lo que da 


— -— —_— — A o 


| cosh y = Visenbiy +1 =Vu7F1 , según (B).] 
Las demostraciones de XXXIV y XXXV son semejantes. 


* 


Las Smithsonian Mathematical Tables, ''Hyperbolic Functions'* (1909), 
dan los valores de senh u, coshu, tghu y ctghu con cinco cifras exactas. 
De estas tablas se pueden hallar los valores de las funciones inversas correspon- 
dientes con cinco cifras exactas. Las Mouthematical Tables and Formulas, de 
Carmichael y Smith (Ginn and Company. Boston, 1931) dan las funciones hiper- 
bólicas con cinco cifras exactas para argumentos de 0,00 hasta 3,00 y de ellas se 
pueden hallar con cuatro cifras exactas las funciones inversas menores que 3, 
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Otras fórmulas son las siguientes : 


(7) ctgh la = Lin (12 > 1) 
as 1 1 E 
(3) sech —! x = In Tvm=-!): (o<x=1) 
(K) cer (Le fh+1). (x2 > 0) 
du 
— dx 
le - == 
XXXVI pon ctgh=! y= Y" (v? > 1) 
do 
d dx 
XXX — m3 _ _- == E < 1 
VII qe Se v TE (0 < y ) 
do 
XXXVII Losa o — LE, (vu? > 0) 
Pis 


Las demostraciones se piden en los problemas 5 a 8 que siguen . 


PROBLEMAS 


1. Demostrar que los dos valores de cosh-! x en (G) difieren sólo en el 
signo. 


2. Trazar la gráfica de y = Y) senh-! x. Obtener de la figura los valores 
de y y y' para x = 2. Sol. y=0,72, y! =0,2236. 


3, Demostrar XXXIII directamente, derivando (F). 


4. Trazarla gráfica de cada una de las siguientes funciones, y obtener de la 
figura los valores de y y y' para el valor dado de x. 


a) y=cosh !x; x=2. 
bY y=tgb!x; x= —0,75. 


5. Demostrar XXXIV y XXXV. 
6. Deducir (1) y XXXVI. 
7. Deducir (J) y XXXVI. 


8. Deducir (K) y XXXVII, 
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9. Deducir el desarrollo 
gh=1 x= 43 E+ ep 
por medio del Artículo 195. 


10. Dadoque senh x = tg 4. Demostrar que 
a) x=In(scoó+tgp); b) q. 


11. Demostrar que csch-! y = senh-! 1. Deducir XXXVII de XXXIII, 
vw 
empleando esta relación. 


12. Calcular lim x ctgh-1 x. Sol. 1. 


T=z a 


13, Calcular lim x csch”! xy. 
T= wo 


14, Deducir el desarrollo 


] 1.3 55 
ATA SA = 
senh x Xx 73 x+ 0 de, 
15, Calcular lím (senb-! x — In x). Sol. In2. 
4-0 


16, Demostrar que ctgh-1 y = tgh-! 1. sech-! y = cosh”! > y veri- 
v 
ficar XXXVI y XXXVII de estas relaciones. 


tghbatgx  _ senh a 


d 
17. Demostrar que — tgh-1!* —_—_e-  _  _ zz qá<K<4Ñá 
q dx E sech a sec x l+cosh a cos x 


18. Trazar las gráficas de: a) y=ctgh"! x; b) y=sech-! x; 
e) y=cesch=!x, empleando el teorema del problema 28 de la página 5l. 


218. Línea telegráfica. Supongamos que en una línea telegráfica 
se ha establecido un * “régimen estacionario *” de flujo de electricidad 
desde A, la extremidad transmisora, a B, la extremidad receplora , 
con aislamiento perfecto y fuga lineal uniforme. P es un punto inter— 
medio cualquiera. Ls necesario considerar : 


Fig. 191 


la fuerza electromotriz, f.e.m. (voltios), Ea en A, Egen B, EenP; 

la intensidad de la corriente (amperios), fly en A, Igen B, l en P; 

las constantes características a y ro, cuyos valores dependen de la 
resistencia y la fuga lineales. Son números positivos. 
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Sea z= AP. Entonces se demuestra en libros de electrotecnia que 
E e Í son funciones de zx tales que 


d*E 
(1) Ge “E =0, 


(2) mal=— E. 


Deseamos hallar la f, e, m. y la intensidad de la corriente en P. 
jon éstas 


(3) E = EA cosh az — rol, senh az, 
(4) I =T[, cosh ax — e sonh ar. 


Demostración. La solución general de (1) es (ver el ejemplo del 
Artículo 210. 


(5) E = A cosh ax + B senh az. 

Sustituyendo en (2), se obtiene 

(6) rol = — A senh ux— B cosh uz. 

Pero cuando =0, E =E,, [ =lIa4. Luego 
A=E1, B=—la, 


y (5) y (6) se convierten en (3) y (4) respectivamente. 

Para la solución en función de la f. e. m. y de la intensidad de la 
corriente en la extremidad receptora, véase el problema 2 de los que 
se dan a continuación . 


PROBLEMAS 


Todos los problemas se refieren a una linea telegráfica en un régimen esta- 
cionario'', y L = AB. 


1, Si E4=200 voltios, L = 500 kilómetros, ro = 4000 ohmios, «4 = 0,0025 
e IÉ=0, hallar la y Ep. 


Sol. [l4=0,05 tgh 1,25 = 0,04238 amperios; 
E = 200 sech 1,25 = 105,8 voltios = 0,53 E 4. 


2. Si y=PB = distancia de P a la extremidad receptora, demostrar que 


E =Eg cosh U4y + ro! senb Uy, 1= Ig cosh dy + EE senh Uy. 
ro 
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3. Si E4 =200 voltios, /4 =0,04 amperios, ro = 4000 ohmios y au = 0,0025, 
demostrar que 


E = 120 cosh (1,009 — 0,0025 x), / =0,03 senh (1,099 — 0,0025 x). 
(Véase el ejemplo del Articulo 216. Así, E tiende hacia un valor minimo de 
120 voltios, e 1 hacia cero, cuando x se aproxima a 439,6.) 

4, Supuesto E4=160 voltios, [4 = 0,05 amperios, ro = 4000 ohmios y 
a = 0,0025, demostrar que 
E = 120 senh (1,099 — 0,0025 x), 7 =0,03 cosh (1,099 — 0,0025 x).. 


(Véase el ejemplo del Artículo 216. Así, E tiende hacia cero, e / disminuye a 
un valor mínimo de 0,03 amperios, cuando xy se aproxima a 439,6.) 


2 
5. Demostrar que a — a? =0, (Siendo así, E e l son soluciones de la 
x 


misma ecuación diferencial lineal, que tiene la forma y" — 4%y =0.) 


6. Si Es = rola, demostrar: 


a) E=Epxe-et, ] =]4e-%, siendo e la base de los logaritmos 
neperianos; 


b) E = rol; 


c) E —=>0 cuando x se hace infinito. 


(Por ejemplo, si ro =34000, y si f. e. m. que se aplica en la extremidad 
transmisora de la línea es 4000 veces la intensidad de la corriente, entonces en 
cada punto de la linea la f. e. m. es 4000 veces la intensidad de la corriente, y 
disminuye hacia cero cuando la longitud de la línea aumenta indefinidamente.) 


7. Enel problema 6, demostrar que la fuerza electromotriz a la unidad de 
distancia de P a lo largo de la línea es igual a Ee-“. 


8. Demostrar: 
a) quesi lg=0, entonces E4= rolaA ctgh aL. 


b) quesiEg=0, entonces F4= rola tgh al. 


PROBLEMAS ADICIONALES 
Deducir las siguientes relaciones. 


1. SiE¡4>rola y 7=tgh! as. entonces 
A 
E =Eaxsech cosh (7 — ax), 1= la cschr7 senh (7 — ax). 
2. Si Es<rola y 7=1gh-* ÉE£, entonces 
rola 


E =EAa cschr senh (1— ax), 1=la sechr cosh (r — aux). 
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219. Integrales. A continuación se da una lista de integrales 
elementales que implican funciones hiperbólicas, suplementaria a la 
del Artículo 128. 


(24) 4 sent v du = cosh v + C. 

(25) cost v dv = senh v + C. 

(26) Sen v du = 1n cosh y + C. 

(27) $ cten v dv = 1n senh v + C. 

(28) ES v du = tgh v+ C. 

(29) ES v dv = — ctgh v+ C. 

(30) Sec v tgh v dv = — sech y + C. 
(31) sen v ctgh y dv = — csch yv + C. 


Las demostraciones se deducen inmediatamente de las fórmulas 
XXVIM a XXXI (Art. 214), con excepción de las relativas a las 
fórmulas (26) y (27). Para demostrar (26), tenemos 


Sen v do = Y seno ay según (C) 


d(cosh v 

o aleoshd mosh y +0. 
cosh y 

La demostración de (27) es semejante. 

EJEMPLO. Deducir las fórmulas 


(1) fsech v du = arc tg (senh v) + C; 


h = In tgh 2 . 
(Q) Ses v du n tg 7 +Ce 
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Solución. Puesto que 
l_ _coshu __ coshou 


h =_—_ - —_—_—___ ns y ú 
2. coshu  coshiv  1>+senh?v Pp 
- (_c<osh y do d (senh v) 
tenemos S seco v du TH senh? y => eran + senh? y 


— Salar tg (senh v) ] = arc tg (senh uv) + C. 


Para deducir (2), tenemos (compárese con lo dado en el Artículo 131) 


esch v+ctgh v 


esch yu = csch uv 
esch v+etgh y 


esch? y + esch y ctgh y y 
ctgh y + csch y 


— 2 y9—esch y ctgh o 
h e esch* y — esc ghuy 
Ses: ee ctgh yv + esch y = 


- elena v + csch y) 
ctgh v + esch y 


= — In (ctgh v + esch v)+C 


he (2 AA )+e según (1), Act. 211 
senb y m5 
= — In (cosh +1) +Insnhut+C ln EnbY_ 0 
cosh v +1 
= In tgh 7 + E Según (9), Art. 213 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 
l; S sent? o du = lahsnh20-lu+C. 


2. S cosh? yv dvo= senh20+Mv+C. 


o) 


$ 3b2 u du = v—tóhv+C. 


— 


S cxgh? y du = v— ctgh vu +C. 
5, S sen? vdu= Y cosh? py — cosh y 4+C. 


6. S coshi y du= Y senb? y +senh v+C. 
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To S 12h? v do = In cosh v — Ys tgh? v+C. 
8. ftghtudo=v—tgho— A tgh?o+C. 
9. S esch3 v do =— J4csch v cegh vo — Ys In tgh +0 
10. $ x senh x dx = x cosh x — senh x + C. 
11. S sos x senh x dx = Y, (cos x cosh x + sen x senh x)+C. 


12. S senh (mx) senh (nx) O 
m= 


> [m senh (nx) cosh (mx) 
— ncosh (nx) senh(mx)]+4+C. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. 


13. S senhbi x dx. YT; S x2 cosh x dx. 
14. $ sec 2xdx. 18. y e* senh x dx. 
15. S sen x cosh x dx. 19. S ear cosh x dx. 


16. Sx cosh x dx. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales empleando la 
sustitución biperbólica indicada. (Compárese con lo dicho en el Artículo 135.) 


20. es —4 dx; x=2cosh v. 


Sol. VxWx2—=4-—2cosh"! YUx+C. 


du 
2h, Ms u=atghz. 
(a? — u2) 2 


(x +2) dx 
22. VR x=2senh 2—1l. 


23. Elarco de la catenaria y = a cosh X desde (0, a) basta (x, y) gira 
a 


alrededor del eje de las y. Empleando funciones hiperbólicas, hallar el área de 
la superficie curva que se engendra. 


24. Hallar el centro de gravedad del sector hiperbólico OAP, de la fig. 186. 
(Compárese con el problema 12 de la página 411.) 
senh v1 

vr 


cosh v; — 1 
UL 


2 al 
Sol. :==:4a . Y 30 
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220. Integrales (continuación). De las fórmulas XXXII a 
XXXVII (Art. 217) podemos deducir integrales. Algunas de éstas 
ya las hemos encontrado en el Artículo 128. Ahora podemos expresar 
sus valores en términos de funciones hiperbólicas inversas. 


(32) 3 = senh ' 5 +C. (v cualquier valor) 
v+a 
(33) NFS = cosh-! e EC. (v > a) 
(34) Maa == gh 2 — +40. (v? < a?) 
(35) E AN ctgh 1 E, (> a) 
"—e a a á 
A O ad E, 
60 7 seen q FC (0<v< a) 
(37) Vos aro: esch=* 2 E E: (v cualquier valor) 
vvu+a a a 


(38) fur Fa d= Y vi + d+ sem +, 


A A e e 48 
(39) Sa v? — a? du 7 VD a 7 “osh=*! + C, 


En (33) y (39) debe emplearse el valor positivo del coseno hiper- 
bólico inverso, y en (36) el valor positivo de la secante hiperbólica 
inversa . 

Demostraciones de (32) y (33). En (FP) (Art. 216) hagamos 


v 
a = e Entonces 


senh 15 = In y qt JE+1) In (v+vV e + 0*) — Ina. 
Luego 

(1) In (vu +v 14 a?) = senh 1 + In a, 

De la misma manera , de (G) obtenemos 


(2) In (+ Ve—a?) = cosh=! + In a. 
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Sustituyendo estos resultados en el segundo miembro de (21) del 
Artículo 128, obtenemos (32) y (33). 


Demostraciones de (34) y (35). En (4) hagamos zx =—. En- 
tonces 
1,0 = A 
(3) ) In ra teh 


Por consiguiente , (34) se deduce de (3) y (19 a) del Artículo 128. 
De la misma manera, de (7) del Artículo 217 y (19) del Artícu- 
lo 128, obtenemos (35). 


Demostración de (36). Puesto que 


1 E 
d — gech 7! 
[= ni A no A+ 
1-5 


según XXXVII 
tenemos it =< == sech-! 2 sj se elige el signo positivo 

vv al — y a a” E Eno p 
delante del radical. 


La demostración de (37) es semejante. Las fórmulas (38) y (39) 
se deducen de (23), del Artículo 128, empleando (1) y (2). 


OBSERVACION. Puesto que 


ctgh—! 2 <= tgh=1 E, sech-1% =cosh-1 4,  esch=? 2 =senb-14, 
a v a v a U 


las integrales (35) a (37) pueden igualmente expresarse en términos de las fun- 
ciones que más convengan para el empleo de la tabla del Artículo 212. 


EJEMPLO. Deducirla fórmula (37) por medio de la sustitución v=a csch 2. 
(Compárese con lo dicho en el Articulo 135.) 
Solución. Tenemos 


Vuita=wV aeschlz2+a =0ctghz. Según (2), Art. 211 


Además, dv =—acschz coghz dz. Según XXXII 
Lu e — a csch z ctgh : LEA A 4C 
vvVui+a? acsch za ctgh z a 


Y puesto que z = csch-! 2. tenemos (37). 
a 
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PROBLEMAS 


1. En la figura 192, la curva es la hipérbola equilátera x? — y? = a?, 
Empleando lo dicho en el Articulo 142, demos- 
trar que si x = a cosh y es 


a) área AMP 
= triángulo OMP — > atcosh1X; 
b) sector OAP 


= 5 a? cosh-1 z = > av. 


(Así tenemos otra demostración del teorema del 
Artículo 215,) 


2. Deducir, porintegración, cada una de las 


siguientes series de potencias (Art. 196). Fig. 192 

1 1 x2m-—1 á 

a) tb x=x+=xitxH:.+ +... (x2 < 1) 
3 5 2!) 
Dix? Ve Pai 1.4. $0 

EEN AAA DESTE 2< 

As e A LES 

Verificar las siguientes integraciones: 

3, Ssenn= xdx= x senbo! r—Yl+x?4+C. 

4. Srgh= x dx. 5. S« cosh71 x dx. 


Calcular, empleando funciones hiperbólicas las siguientes integrales; 


1 2 5 
d da 
A 
o WI6x?2+9 E 3 


9. Enla parábola x? =4y. hallar la longitud del arco desde (0, U) a 
(4, 4), empleando funciones hiperbólicas. 


Sol. vV20U>+senh-! 2 = 5,92. 
10. Hallar el área de la superficie limitada por la catenaria y = ucosh2 y la 
a 


recta y =2 q. 


11. La aceleración hacia abajo a de un cuerpo que cae viene dada por la 
fórmula a=9,8-— Y, v?, y v=0. s=0, cuando r =0. Hallar v ys. 


Sol. v=vV 196 tgh V49t, s=2 In cosh V4,9 t. 
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221. El gudermaniano. La función are tg (senh 2), que se pre— 
senta frecuentemente en matemáticas (verbigracia en (1) del ejemplo 
del Artículo 219), se llama el gudermaniano * de v. El símbolo es gd », 
que se lee *“el gudermaniano de v*”. Así, 


(1) gd v= arc tg (senh v), 


La derivada es 
d du 
XXXIX q v = sech rr 
suponiendo que y sea una función de z. 
Demostración. Derivando (1), obtenemos 


O cosh y 


q Dri Según XXI y XXVII 
Pero 1 + senh? v = cosh* y, según (B) 
= 1 2 
y A sech y, Según (1), Art. 211 
Entonces 2 v= sech 7 Según (4), Art. 38 
de y dx” : Ñ 


De la definición (1) y del Artículo 77 , tenemos 
(2) gd (0) =0; gd (-») =—gdo; 
gd (+ 0)=%x; gd (—-o.)=—An. 
Cuando v aumenta, gd v aumenta (puesto que sech » > U). Su 


valor queda comprendido entre —)¿7 y + x. 
Algunos valores se dan en la tabla adjunta. 


Según (1) del Artículo 219, » gd y 

= 0,5 | 0,480 

(40) $ sect vdv= gd u+C. + Pe 

1,5 1,132 

A fin de hallar la función inversa (Art. 39), > es 
hagamos 3.0 1,471 
, , 3,5 1.510 

(3) $ =are tg (senh »), (—l¿a <e¿<ls a) 3,0 1,534 

y despejemos a ». El resultado es 5,0 1,557 


(4) v =senh"' (tg $). 


Asi llamado del nombre del matematico Gudermann. Sus trabajos se 
publicaron en 1830, 
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Según (3) tenemos tg $ = senh v. Y puesto que, según (B), 
cosh? y = 1 + senh? y, resulta que las fun- 
ciones trigonométricas de $, cuando v>0, 


se deducen del triángulo rectángulo de la > senh y 
figura 193. Así, sen $ es igual a tgh y, 
y cos $ es igual a sech v, etc. ( 
La función inversa * (4) puede escri- Fig. 193 
birse 
(5) v= In (sec $ + tg $). 


Demostración. Basta sustituir en (F) del Artículo 216, el valor 
de x por tg $, y observar que 1 + tg? $ es igual a sec? $, según (2) 
de! Artículo 2. 

Recíprocamente, dada (5) , entonces $ = gd v. 


Demostración. Escribiendo (5) en términos de exponenciales, se 
obtiene : 
secd+tgh=e", osea, tgp—e” = — sec $. 


Elevaudo al cuadrado ambos miembros, sustituyendo sec? $ por 
su igual 1 + tg? $ y reduciendo, resulta 


—2tg9e + e=1. 
Despejando tg $, obtenemos 


e" — e A 
ta $ = 0 senh y. Según (4) 


Luego, $ = are tg (senh 1) =gdv, 


como se quería demostrar, 


EJEMPLO. En la tractriz 
(figura 194) scan 

a= longitud de la tangente PT 
(constante por definición) ; 

t= abscisa en el origen de la 
tangente; 

$ = ángulo que forman la tan- 
gente, orientada hacia arriba, y el 
eje de las y; 

$ =6Ú0 cuando 1 =0. 

Entonces B (0, a) está sobre 
la curva. 

Demostrar 


id dé (2) Fig. 194 


ES 


Algunos autores emplean el simbolo gd! p(v = gd-! fp). 
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Demostración. Cuando se da t, el valor de $ queda determinado. Luego $ 
es una función de 1. Sean 1 FAr(=0OT/) y 6 + Ap, respectivamente, los 
valores de t y q para la tangente en un punto Q, próximo a P. Tricese TU 
perpendiculara QT”. Sea $ el punto de intersección de las tangentes en P y OQ. 
Entonces, en los triángulos rectángulos UTT* y STU, tenemos 


TU = TT cos uTT* y TU = TS sen TSU. 
Luego 
TT? cos UTT' = TS sen TSU. 


Pero ángulo UTT'=4-+Ap, ángulo TSU = Ag, TT' =Ar. Luego, 
At cos (4 + Ag) = TS sen Ap. 


Hágase mover Q a lo largo de la curva hacia P; entonces Ap —>0. En tal 
caso Ar y Ag son infinitésimos. Además, S se aproxima a P, y TS— a. 
Luego, según el teorema del Artículo98 y (B) del Artículo 68, tenemos 


dt cosp = a dó. o sea, + = sec di. 
Integrando, y recordando que p = 0 cuando + =(, obtenemos 
- In (sec p + tg 4). 
Luego, según (53), $ = gd (4). 
como se queria demostrar. . 


PROBLEMAS 


1. La figura 195 muestra el circulo x? + y? = 1 y la hipérbola equilátera 
x*— y?!=1l en el primer cuadrante. Desde M, pie de la ordenada MP de un 
punto cualquiera P de la hipérbola, se traza MT tangente al círculo. Sea 
14 uv = área del sector hiperbólico OAP (Art. 215), y p = ángulo AOT. 
Demostrar que $ = gd u. 


M Xx 
Fig. 195 


2. Demostrar: a) gduv=larctger— la; 
b) fsenh o tgh o du = senh y — gd vu +C. 


3. Trazar la gráfica de y = gd x. Calcular y y y' cuando x=1. Véase la 
figura 196. Sol. y=0,86, y! =0,065. 
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4. Enla figura 194, si P esel punto (x, y), demostrar que 
x=tt—a seno, Yy = ascos q. 
De éstas y (6) deducir las ecuaciones patamétricas 
S É U 
x=t=atgh =, y=asech — 
a a 
de la tracrriz. Hallar también la ecuación rectangular. 


E. Deducir f sech' vdu= 0 sechu tghu+ 1 gdu+C. 


6. Si la longitud de la tangente de una curva (Art, 43) es constante (= a); 


AA 
Va y? 


b) Integrar por medio de la sustitución hiperbólica y = a sech L y con la 
a 


dy 
a) Demostrar que E” 


condición de que x = 0 cuando 1 = (), y de este modo deducir las ecuaciones de 
la tractriz que se dieron en el problema 4 


7. Determinar por derivación el valor de cada uno de los limites siguientes: 


a) lim gdx —x e b) lim gdx—senx 
:—>0 > :—1) x5 


Sol. a) —U: b) o 
8. Empleando el desarrollo del problema 14 del Articulo 215, tenemos 


a E As 
gd x= be +3 5040 * bosco 


Calcular el valor de gd 0,5$ con cuatro decimales. Sol. 0,4804. 


9. La fórmula (5) del Artículo 221, puede escribirse 


1 


1 
v nt (qa+ o) 


Demostrar esta igualdad sirviéndose de (2), (4) y (5) del Artículo 2. 


222. Carta de Mercator. La figura 197 muestra una porción 
(un octavo) de una esfera que representa la Tierra. Están indi- 
cados el Polo Norte, N, el Ecuador, EF, y la longitud, 01, y 
latitud, $1, del punto Ps. El punto Q, de longitud 01 +A y lati- 
tud $1 + Ad, es un segundo punto cercano a P,, en la curva P,QV. 
Los meridianos y paralelos correspondientes 4 Pi y Q forman el 
cuadrilátero P.SQR. Vamos ahora a calcular los arcos circulares 
RQ y PiR. 
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Puesto que O es el centro de los arcos iguales RQ y P18S, cada 
uno con ángulo central Af, tenemos 


(1) arco RQ = arco P18 =u db. 


Puesto que CU es el centro del arco PR, cuyo ángulo central 
es AS, tenemos arco P¿R= CP1-A0. Pero en el triángulo rectángulo 
OPC (ángulo recto en €), 
CP¡=au cos $1. Por tanto, 


arco PR = a cos $1 AB. 


La recta P¡R' es tangente 
en P; al paralelo P¿R. La rec- 
ta P1T es tangente * en Pi a la 
curva P:QV. El ángulo en P: 
que forman la curva y el paralelo 
es el ángulo R'P¡7T. Entonces, 


(2) tg R'P¡T=sec (55). 


determinándose el valor de la 
derivada de la ecuación 


(8) 0=$() 


que deben satisfacer la latitud y la longitud de cada punto de la 
curva P1QV. 


Demostración de (2). Se puede demostrar ** por el teorema del 
Artículo 98, que 


arco RQ 
(4) iia 7 varco PR 


Sustituyendo los valores de (1), obtenemos (2). 
Tn la carta de Mercator *** el punto de latitud $ y longitud Y se 
representa por el punto (x, y) tal que 


(5) z=0, y=ln (secó+tgó4), 


* Definida, como en el Articulo 28, como la posición límite de la secante 


P¡Q cuando Q se aproxima a P, a lo largo de la curva P,QV. 

** Los detalles se indican en el problema adicional | del final del capitulo. 
Obsérvese que el arco RQ y el arco PR son, respectivamente, el opuesto y 
el adyacente al ángulo Py del triángulo curvilineo P,RQ. 

*** El famoso cartógrafo Gerhard Kremer (1512-1594), más conocido por 
Gerardus Mercator, publicó su carta del Mundo en el año 1569, 
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o sea, inversamente , 
(6) 0=x, éb=gdy, según el Artículo 221 


En (5) y (6) 0 y % se expresan en radianes. Los meridianos 
(9 = constante) se representan en la carta por rectas paralelas al eje 
de las y, los paralelos ($ = constante) por rectas paralelas al eje de 
las x. La curva (3) viene dada por las ecuaciones paramétricas 


(7) =f(p$), y =1n (sec $ + te $). 


Teorema. El ángulo que forman en la esfera una curva y un paralelo 
se conserva en los mapas Mercator. 


Demostración. Sea (21, y) el punto de (7) en donde $ = es. 
En el mapa el paralelo yiene a ser la recta y = y1. Por consiguiente, 
tenemos que demostrar que la curva (7) es tal que 


dyY — de 
(s) (52) = sec D; (5 E Empleando (2) 


De (7) y (3) obtenemos 


d de de 
dp = 00d, A) = 


Entonces, según (4) del Artículo 81 y (C) del Artículo 39 se 
deduce (5), como se quería demostrar. 


Corolarios importantes ; 


Cor. TI. El ángulo formado por dos curvas P¿QR y P:¡Q'R' en 
un punto P1 de la esfera, es igual al ángulo formado por las curvas 
correspondientes en la carta en el punto (11, y1). Por tanto, en la 
carta Mercator, los ángulos quedan inalterados. 


Cor. If. Una recta con pendiente te « en la carta corresponde a 
una curva en la esfera que corta todos los paralelos bajo el mismo 
ángulo a. Esta curva se llama una línea de rumbo o línea loxodrómica . 

A lo largo de una loxodrómica se liene : 


(9) $ = gd (0 tg a + b). 


Esto se sigue de (6) y y=xzx lea +b. Un buque que sigue siempre 
la misma dirección navega au lo largo de una loxodrómica. En las 
ecuaciones (5), 0 y, por consiguiente, x tienen valores desde — ax 
hasta + xx inclusive. Por otra parte, y puede tener cualquier valor 
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(Art. 221). Por tanto, toda la superficie terrestre se representa en la 
zona del plano xy determinada por las rectas 1=— 2x1 y 1=+H. 
Pero la carta no comprende a los polos, puesto que esto necesitaría una 
dimensión infinita. 


Por medio de la tabla del Articulo 221 podemos hallar la latitud, en grados, 
de los paralelos que se representan en la carta por las rectas y = constante. 


y 0 0,5 1,0 1,5 2 3 4 5 
lat. 0% 27%31! 49936 649511 74%35/ 84% 18/ 87254 80? 14 


Una linea de rumbo larga se representa en la carta por una serie de segmentos 
paralelos tales como AA1, BBi¡, CCy, etc.. 
(fig. 198), en donde BA1¡, CBi, etc., son 
paralelas al eje de las x. La representación 
es ''conforme''; es decir, que se conserva la 
forma de las superficies pequeñas. Esto se 
sigue del corolario 1. Por ejemplo, una figu- 
ra triangular en la superficie terrestre, limi- 
tada por líneas de rumbo, será un triángulo 
en la carta, * y los ángulos correspondientes 
en las dos figuras serán iguales. Pero la 
deformación que sufre la proyección de una 
parte de la superficie terrestre en la carta 
depende de su distancia del Ecuador. El pro- 


blema 4, de la página 542, pone esto de mani- 
Fig. 198 fiesto. 


223. Relaciones entre las funciones trigonométricas y las hiper- 
bólicas. Eupongamos que el exponente uv de la función exponencial e” 


sea un número complejo x + iy (x y y número reales, ¿ = Y — 1). 
Entonces asentamos como definición 


(1) er = er ell = e* (cos y + 1 sen y). 
Siz=0 (Art. 206), tenemos 

(2) e = cos y + 1 sen y. 
Cámbiese y en —y. Entonces (2) se convierte en 
(3) e Y = c0s y — 1 sen y. 


* Las rectas x==aAiyx=+238u0 representan el mismo meridiano 


(180? W o 180% E). Se supone que el meridiano x =-+ 1 no corta el trián- 
gulo curvilineo. En la figura A, y B representan el mismo punto de la 
Tierra; igualmente By y C. 


FUNCIONES HIPERBOLICAS 539 


Resolviendo (2) y (3) con respecto a sen y y cos y, se obtiene : 


4 ev = yr iy giv |. eu 
(4) sen y = —3 7, “osy= 37 


Así, el seno y el coseno de una variable real se expresan en térmi- 
nos de funciones exponenciales con exponentes imaginarios. 

Las fórmulas (4) y (4) sugieren definiciones de las funciones que 
en ellas intervienen para el caso en que la variable es un número 
complejo cualquiera 2. Estas definiciones son : 


e —ert 3 eb e” 
(5) il al NA 
senh 2 = , = cosh 2 = Lale Ad 

2 2 2 


Las otras funciones trigonométricas e hiperbólicas de 2 se definen 


por las mismas razones que se emplean cuando la variable es un 
número real. 


De (5) podemos demostrar las siguientes fórmulas : 


(2) senh iz = i sen z, cosh iz = cos z. 


[ sent iz = Lo > í sen z, empleando (5), ete. | 


De (2), por división , obtenemos 
(6) tgh lz=1 tg. 


La semejanza de muchas fórmulas de este capítulo con otras relati- 
vas a funciones trigonométricas se explica por las relaciones (Z) y (6) 
(véase el ejemplo 2). Los segundos miembros de (5) se pueden expre— 
sar como números complejos cuyas partes reales y coeficientes de ¿ en 
las partes imaginarias contienen sólo funciones trigonométricas e hiper— 
bólicas de variables reales. Esto aparece en el ejemplo 1. 


EJEMPLO l. Deducír la fórmula 
(7) senh (x + y) =senh x cos y + ¿ cosh x sen y. 
Solución. Según (5), si z =x + (y, tenemos 


(8) — sb (x+ iy) EUA 


(9) _ ez(cos y +1 sen y) —e-Z(cos y —í sen y) 
= 2 


Según (1) 
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Según (1), Art. 210, si v = x, tenemos 
e = cosh x + senhb x, e = cosh x — senh x. 


Sustituir estos valores en (9) y reducir. El resultado es (7). 
Cambiando ¿en — í, (7) se convierte en 


senh (x — iy) = senh x cos y — í cosh x sen y. 


Conviene fijarse en la forma del segundo miembro aquí y en (7). 


EJEMPLO 2. Demostrar directamente por medio de (5) las relaciones 
sentz+<c0s8z=1, cosh?z — senh?z = 1. 


Solución. Los detalles son los mismos que en la demostración de (B) del 
Artículo 210, 

La primera relación puede deducirse de la segunda como sigue: 

Sea z=iv. Entonces cosh? ¡u—senh? ¡v=1. Pero, según (L), cosh ív=c0s uv, 
senh iv =i sen v. Luego cos? y +sen? y = l. 


PROBLEMAS 


1. Empleando diferenciales, demostrar que en la carta de Mercator la distan- 
cia entre si de las lineas paralelas al eje de las x, que representan los paralelos 
de latitudes $, y $1 + Ag, varía como sec py. 


2. A lo largo de una loxodrómica p = gd (0tga + b). Demostrar por 
derivación que tg «U = sec $ a 


3. En la esfera, la altura h de la zona limitada por los paralelos 
$b= 2, $p=%1 [d2 > p1) es alsen pa — sen 91) (véase la figura 197). Si 
los paralelos correspondientes en la carta son y =y2, y = y1, demostrar las 
siguientes igualdades: 


a hb 


a(tgh yz — tgh yr); 


b) dy 


L seca di dh, si da = $1 + do. 
a 


4. Empleando (b) del problema 3, demostrar que zonas iguales de pequeña 
altura cuyas bases inferiores son paralelos de latitudes O, 307, 45%, 60% se con- 
vierten en la carta, respectivamente, en rectángulos cuyas áreas están en la razón 
3:4:6:12. (El área de una zona es el producto de su altura pór la circunfe- 
rencia de un círculo máximo.) 


5. Describir la dirección de una curva sobre la esfera: 


¡de o; 
a) si ; 


b) si d2 se hace infinito. 
dd 
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6. Deducir cada una de las siguientes fórmulas por el método que se empleó 
en el ejemplo ilustrativo 1. 


a) cosh (x + y) = cosh x cos y 4 í senb x sen y; 
b) sen (x + 1y) =sen x cosh y + í cos x senh y; 
c) cos (x + 1y)=<co0s x cosh y — ¡sen x senh y. 


Según éstas escribir los valores de cosh (x — iy), sen (x —1y), cos (x — iy). 


7. Demostrar que 


a) senh (5 >= x) = icosh x; 


b)  cosh (5 gl x) = = ¿ senh x. 


8. Determinar con dos decimales el valor de cada una de las siguientes 
expresiones: 


a) senh (1,5+1); b) cosh (1 —1); 
c) cos (0,8+0,514); d) sen (0,5+08/). 
Sol. a) 1,154+1,08 í: €) 0,78-—0,37 £. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. En la figura 197 se traza P1M1 perpendicular a CR, y por consi- 
guiente, perpendicular al plano del meridiano NOR. Entonces el triángulo 
P,OMi, es un triángulo rectángulo (la cuerda PQ no está trazada), y por 
lo tanto, tg M¡P1Q = A Cuando AG —=0, la recta P1 M1 (prolongada) 

1 1 
se aproxima a la tangente P,¿R?, y el ángulo bi 


M¡P¡Q tiende hacia el ángulo R'P,T. Por  “= R 
ci E 
e MIO 
10 tg RPIT = lim 420%, 

ura á au—=>0 PM, úl 


Compárése con (4) del Articulo 222, y demos- Fig. 199 
trar que 
a) lim PM; 


Í —_— =1 (véase fig. 190) ; 
añ —>0 arco PR 


5) tim —MiOQ_ 1 (uéase fig. 200. 
at —=0 arco RQ 

que muestra el plano del meridiano NOR). En 
el triángulo MOR, demostrar que M,R es un 
infinitésimo de orden superior a QR cuando 
A9 y Ag son del mismo orden (Art. 99). En- 
tonces véase el problema en la página 175. 

Empleando (a) y (b) y el teorema del Artica- 
lo. 98, la fórmula (10) se convierte en (4) del 
Artículo 222, Fig. 200 
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2. Si ds, es el elemento de la longitud de arco para una curva sobre la 
esfera representada en la figura 197, demostrar que ds1? = a* (dp? +cos? $ d8?).. 
: a =— , cuerda P 
(En la figura 197 (cuerda P1Q)? =P¿M* + M10?, y lim O =].) 
3. Si ds esla diferencial del arco de una curva en la carta de Mercator, 


demostrar que ds? = sec? p (dp? + cos? p d9?). (Comparando con el proble- 
ma 2, tenemos ds? = a? cos? q ds?.) 


4, Hallar la longitud de una loxodrómica entre puntos cuya diferencia de 
latitud es Ag. Sol. acscu Ap. (a = radio de la Tierra.) 


5, Demostrar que las cuatro primeras fórmulas de (4) del Artículo 2, y 
(D) y (E) del Artículo 213, son válidas cuando x, y, v, 1 se sustituyen por 
números complejos. (Emplear las definiciones (5).) 


6. Demostrar las fórmulas del problema 6, pág. 541, empleando los resul- 
tados del problema adicional 5 y la fórmula (L). 


senb 2 x +:1sen?2y 


7. Demostrar que tgh (x-iY)= oh7xtcos2 y 


8. Del resultado del problema anterior deducir la fórmula para tg (x+1iy). 


CAPITULO XXIN 


DERIVADAS PARCIALES 


224, Funciones de dos o más variables, Continuidad. Los capí- 
tulos anteriores se han consagrado a las aplicaciones del Cálculo dife— 
rencial e integral a funciones de una yariable. Ahora nos ocuparemos 
de las funciones de más de una variable. Algunas fórmulas de las 
matemáticas elementales suministran ejemplos sencillos de tales fun— 
ciones. Así, en la fórmula para el volumen v de un cilindro circular 
recto, 


(1) v=avy, 


v es una función de las dos variables independientes x (= radio) y 
y (= altura). Asimismo, en la fórmula para el área u de un trián— 
gulo plano oblicuángulo , 


(2) u= Y xy sena, 


u es una función de las tres variables independientes 2, y y a, que 
representan , respectivamente, dos lados y el ángulo comprendido. 
Evidentemente, tanto en (1) como en (2) , los valores que pueden 
asignarse a las variables en el segundo miembro son enteramente 
independientes el uno del otro. 
La relación 


(3) 2=f(x, y) 


puede representarse gráficamente por una superficie, el lugar geomé- 
trico de la ecuación (3), que se obtiene tomaudo x, y, 2 como coor- 
denadas rectangulares, como en la Geometría analitica del espacio. 
Esta superficie es la gráfica de la función de dos variables f (x, y) . 
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Una función f(x, y) de dos variables independientes se define 
como contínua para x=a, y =b, cuando 

(4) lim f(x, y) = fla, d), 
z— u 

v—»t 
sin importar la manera como x y y tienden a sus límites respec 
tivos a y b, 

A veces, esta definición se resume en la siguiente proposición : 
un cambio muy pequeño en una variable o en ambas produce un cambio 
muy pequeño en el valor de la función .* 

Podemos ilustrar esto geométricamente considerando la superficie 
representada por la ecuación 


(3) 2=J(2, y). 


Consideremos un punto fijo P de la superficie (fig. 201), en 
donde =a y y=b. 

Designemos por Ax y Ay los incrementos de las variables x y y, 
y por Az el incremento correspondiente de la fun- 
ción 2. Las coordenadas de P” serán 


(12+Az, y + Ay, 2+Az). 
En P el valor de la función es 
2=Y(a, b) = MP. 


Fig. 201 Si la función es continua en P, entonces, como 
quiera que Az y Ay tiendan a cero, Az tenderá 
también a cero. Es decir, que M'P” tenderá a coincidir con MP, 
aproximándose el punto P' sobre la superficie al punto P en cualquier 
dirección . 
Una definición semejante de función continua se da para el caso de 
una función de más de dos variables, 
En lo que sigue, sólo se consideran valores de las variables para 
los que las funciones son continuas. 


225. Derivadas parciales. En la relación 


(1) 2=f(1, Y), 


podemos mantener y fija y hacer que solamente varie 7. Entonces 


* Esto se comprenderá mejor si el lector repasa el Articulo 17 referente a las 
funciones continuas de una sola váriable. 
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z viene a ser una función de una sola variable x=, y podemos derivarla 
de la manera usual. La notación es 


= derivada parcial de z con respeclo a xXx (y permanece cons- 
tante).* 
Análogamente , 


= derivada parcial de z con respecto a y (zx permanece cons- 


tante).* 


Se emplean símbolos correspondientes para derivadas parciales de 
funciones de tres o más variables. 


A fin de evitar confusión , se ha adoptado generalmente el síimbo- 
lo 04 ** para indicar la derivación parcial. 


EJEMPLO 1, Hallar las derivadas parciales de z = ax? + 2 bxy + cy?. 


Solución. E =l2ax +2 by, considerando y como una constante. 
Xx 


5 =2bx+2cy, considerando x como una constante, 
y 


EJEMPLO 2. Hallar las derivadas parciales de u = sen (ax + by ++cz). 


Solución. ÉS = gcos lax+by +2), considerando y y z como constantes. 
E 
e =bcos (ax+by+cz2). considerando x y 2 como constantes. 
y 


la) . 
Se =e¿c0s [ax + by+c2), considerando y y x como constantes. 
z 


Con respecto a (1), las notaciones más usadas en la derivación 
parcial son las siguientes : 


da 0 of 


ate. y = ag == dl Y) = e = 2 
A o 
y ANO A = fr = 2. 


Notaciones semejantes se emplean para funciones de cualquier 
número de variables, 


Los valores constantes se sustituyen en la función antes de derivar. 
Introducido por Jacobi (1504-1551). 


++ 


Granville, Cálculo: — 80. 


546 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Según el Artículo 24, tendremos 
J(2+Az, yo) —J(z, ya) 


(2) fz (x , Yo) e E 
YE AY) JS (2, 
(3) Luo, y) = Mn A 


226. Interpretación geométrica de las derivadas parciales. Sea la 
superficie (fig. 202) de ecuación 


2=Jf(x, y). 


Por el punto P (en donde z=a y y=b) hagamos pasar el 
plano EFGH paralelo al plano 
XOZ. Puesto que la ecuación 
de este plano es 


y=b, 


la ecuación de la curva JPK, 
intersección del plano con la 
superficie, es 


2=f(2, b), 


Fig. 202 si consideramos EF como eje de 
las 2 y EH como eje de las 2. 


DAI ' dz 
En este plano, de significa lo mismo que de! Y lenemos 


(1) o tg MTP = pendiente de la curva de intersección 


JK en P. 


Análogamente, si hacemos pasar por P el plano BCD paralelo 
al plano YOZ, su ecuación es 


2=04, 


: Ñ A? Ñ d 
y para DPI, la curva de intersección , 84 significa lo mismo que > 


Luego 
(2) dy = — tg MT'P = pendiente de la curva de intersección 


DI en P. 
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EJEMPLO. Dado el elipsoide z +£ + Z = 1, hallar la pendiente de la 


curva de intersección del elipsoide, a) con el plano y= 1, en el punto en que 
x=4 y z espositivo; b) conel plano x=2, enel punto en que y=3 y z 
es positivo. 


Solución. Considerando y como constante, tenemos: 


LE 12202 Ad 
TE 0, osea, E 
Cuando x es constante, 
2y 229% _y za 
12 + 6 dy , Osea, dy Un 
3 Óz 2 
Cuando y=1 yx=4.2=u]Z=. .. É=-— Pz. 
e sl d 2 Úx N E: 
y ts at a ESA 
y Y YT E dy >) Z> 
PROBLEMAS 


Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones. 


1. z= Ax? + Bxu + Cy? + Dx +Ey+F. 


Soti Z =l A+ By 4D: Ze Be 20y Es 
Ox dy 


2. f(x, y) = Ax? +3 Bx*"y + 3 Cxy? + Dy?. 
Sol. faxlx, y) =3(Ax?+2 Bxy + Cy?) ; 
fulx, y) =3(Bx? + 2 Cxy + Dy?). 
3. f(x, y) = Ax+By 


Cx + Dy' 
Sor. Y _(AD-BC)y, 9f _ (BC—AD)x. 
"Ox (Cx+Dy)?" dy  (Cx+0Dy)? 


d. u=xy + yz +2x. Sol. Ur=YFZ; Uy=x +2: us =x+y. 


5. f(x, y)= (x + u) sen(x — y). 
Sol. fríx, y) =sentx — y) +(x + y) cosíx— y); 
fulx, y) = seníx—y)=— (x+y) cosíx— y). 


6. 0 =sen20co0s3 4. Sol. =— =2c0520 cos3 q. 
=-—3sen20sen3 4. 


7. 0=e%%Ycos(0—-p). Sol. pe = e0+h [cos (0 — p) — sen (0 — q)]; 


d0 =.e0+% [cos (0— $) + sen (0 — q) ]. 
dp 
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Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones: 
8. fFíx, y)=3x*t—4x%y +6 x?y2. 


9. Fix. y)=(x+2y) tg (Qx + y). 


10. u= A 12. o0=1tg20ctg4 4. 
y z 
A 
ll. z=ev InZ. 13. p=e-9cos e 
x 8 


14. Sifílx. y =21?—3 xy +4 y?, demostrar que 
Ff2(2, 3) =—1, fy(Q, 3) = 18. 


16. Sifíx, y) = 2 . demostrar que fzx(3, 1) =- 14, fy(G, 1) = 3%. 
Xx — y 


16. Sifíx, y) =e * sen (x+2y), demostrar que 


fa (0, F)=-1 fu (. 7)- 0. 


17. Siu= Ax* +2 Bx?y? + Cy*, demostrar que A a eE y + z LU =4u. 
y 
¿7,2 
18. Siu=-L1, demostrar que nd + y =3u. 
xy Úx dy 


19, Siu= xy +y?z +2%, demostrar que 


AA (+ y+2)?. 


20. Siu= AO demostrar que x E + yE = (n—2u. 


21. Elárea de un triángulo viene dada por la fórmula K = Y bc sen A. 
Sib=lÓ0cem, c=20cm y A = 00%: 


a) Hallar el área. 

b) Hallar la rapidez de variación del área con respecto al lado hb sic y A 
permanecen constantes. 

c) Hallar la rapidez de variación del área con respecto al ángulo Á si b y e 
permanecen constantes, 

d) Empleando el resultado hallado en (c), calcular aproximadamente el 
cambio del area si cl ángulo se aumenta un grado. 

el. Hallar la rapidez de variación de c con respecto a b si el área y el ángulo 
permanecen constantes. 


22. La ley del coseno para un triángulo cualquiera está expresada por la 
fórmula 4? =b?+(?—2bccos A, Sib=l0cm, c= 15 cm y A =60*: 

u) Fallar a. 

b) Hallar la rapidez de variación de a con respecto a b sic y A permane- 
cen constantes, 
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c) Empleando el resultado hallado en (b), calcular aproximadamente el 
cambio de a si b se disminuye | cm. 


d) Hallar la rapidez de variación de a con respecto a Á si b yc permanecen 
constantes. 


e) Hallar la rapidez de variación de c con respecto a Á si a y b permane- 
cen constantes. 


227. Diferencial total. Ya hemos considerado en el Artículo 91 la 
diferencial de una función de una variable. Así, si 


y=(), 


hemos definido y demostrado que 


S = Y pr = Y 
(1) dy = /' (x) Az= q, A2= q, d2. 


Ahora vamos a considerar una función de dos variables. Sea la 
función 


(2) u=f(r, y). 


Sean Az y Ay los incrementos de x y y respectivamente, y sea 
Au el incremento correspondiente de u. Entonces 


(3) Au=J(1+ Ax, y + Ay) — f(x, y) 
se llama el incremento total de u. 
Sumando y restando en el segundo miembro f (2, y + Ay), resulta 
(4) Au=[/(2+ Az, y +Ay)—J (2, y +Ay)] 
+Hlf(2, y +Ay)—/ (2, 4)1. 


Aplicando a cada uns de las dos diferencias del segundo miembro 
de (4) el teorema del valor medio, (D), Art. 116, obtenemos, para 
la primera diferencia , 

(5) S(24+ Ar, y+Ay)—S lx, y +Ay) = 

= fila+ 61 Ax, y + Ay) Az. 


a=x. Aa=AÁAx, y puesto que x varia mientras que y + Ay per- 
manece constante, obtenemos la derivada parcial con respecto a x 


Para la segunda diferencia 
(6) SJ, y+Ay)—f (3, y) =$ (0, y + 0: Ay)Ay. 


a=y, Aa = Ay, y puesto que y varia mientras que x Po 
nece constante, obtenemos la derivada parcial con respecio a y. 
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Sustituyendo (5) y (6) en (4), resulta 
(7) Au=fe(2+ 01A%, y + Ay)Ar+ fy(2, y + 02 Ay) Ay, 


en donde, 91 y 02 son fracciones propias positivas. 

Puesto que f.(x, y) y fy(x, y) son funciones continuas de zx y y, 
los coeficientes de Ax y Ay en (7) tenderán a f(x, y) y fy(e, y) 
respectivamente como límites cuando Ax y Ay tienden a cero como 
límite común. Por tanto, podemos escribir 


(8) fi(2+01Ax, y+Ay)=f (0,4) +2, 
(9) fe, y +0:0y)=f (2, yY+e, 
en donde e y e! son infinitésimos tales que 
lín e=0, lím e =0, 
2430 27530 
y (7) se convertirá en 
(10) Au= felz, y) Ar+f, (2, y) Ay+ 2 Ax+e'Ay. 
Entonces definimos la diferencial total (= du) de u como 
(11) du= fil, yYAzr+ f,(x, y Ay. 


El segundo miembro de (11) es la ** parte principal *” del segundo 
miembro de (10); es decir, du es un valor muy aproximado de Au 
para valores pequeños de Ax y Ay (compárese con el Artículo 92). 
Evidentemente, si u= x, la fórmula (11) se convierte en de = Az; 
si u= y, (11) se convierte en dy = Ay. Reemplazando pues Az y Ay 
en (11) por las diferenciales correspondientes, obtenemos la impor 
tante fórmula 


9 9 
(B) du= fx, 1) de + fe, 0) dy = oax + y dy = 2 Laz Y dy 


lo que debe compararse con (1) de este mismo artículo . 
Si u es una función de tres variables, su diferencial total es 


(Cc) du a+ Ze E > dz; 


y análogamente para un número cualquiera de variables. 
Una interpretación geométrica de la fórmula (B) se da en el Ar- 
tículo 238. 
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EJEMPLO l. Calcular Au y du para la función 
(12) u=2x*+43 y, 
cuando x =10, y=383, Ax =0,2, Ay =0,3, y comparar los resultados. 


Solución. En (12) reemplazar x, y, u, respectivamente, por x + Ax. 
y+Ay, u+ Au, y proceder como sigue (compárese con el Articulo 27). 


u+ Ay =2(x + Ax)? +3 (y + Ay)? 
=212+3y42+4xAx+06yAy + 2(4x)2+ 3 (Ay)? 
u=2x?+3 y? 
(13) Au=4xAx +06yAy + 2(Ax)* +3 (Ay)?. 


Derivando (12), encontramos 
Ox 
Sustituyendo en (B), el resultado es 
(14) du=4xdx+0ydy. 
Recordando que Áx = dx, Ay = dy, vemos que el segundo miembro de (14) 
es la ''parte principal'” del segundo miembro de (13), porque los términos 
adicionales son de segundo grado en Ax o Ay. Estas igualdades son casos par- 


ticulares de las (10) y (11), en lasque e =2Ax y el! =3 Ay. 
Sustituyendo en (13) y (14) los valores dados, obtenemos: 


(15) Au =8+ 14,44 0,08 + 0,27 = 22,75; 


(16) du =8S + 14,4 = 22,4, 
Restando, Au — du =0,35 = 1,6 % de Au. 


EJEMPLO 2. Dado u=arctg Y, hallar du. 
x 


5 du y du x 
Solución. PA e A 
Ox Ag dy tg 
Sustituyendo en (1) du =? de A 
PROBLEMAS 


Hallar la diferencial total de cada una de las siguientes funciones. 


1. z=1x3—4ry24 3 y”. 
Sol. dz =(6x2?—4y?)dx + (94 —8xy)Wdu. 


_ Ax+ By du = [AD -— BC) (uy dx—x dy) 
TS Cx + Dy z (Cx + Dy)? 


3. u= xy? zi. du = yz? dx +2xy2 dy +3 xy* 2? dz. 
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4, u=x?*c052y. 5. 0O=arctg Y. 6. u=(x—y)ln (x+y). 
Ed 
7. Six?*+y?+ 2? = a?, demostrar que dz = — xdx + uy dy 


z 


8. Hallar dz si 4 x? — 9 y? — 16 z? = 100. 


9. Calcular Áu y du para la función u =x?*— 3 xy +2 y? cuando x =2, 
y=-—3, Ax =-—0,3, Ay =0,2. Sol. Au =—7,15, du = —7,5. 


10. Calcular du para la función u= (x+y) /x— y cuando x=6, 
y=2, dx=l, dy =- Mi. Sol. 1. 


11. Calcular Au y du para la función u = xy +2 x — 4 y cuando x =2, 
y=3, Ax =0,4, Ay = —0,2. 


a 
12. Calcular de para la función o = e? sen (0—¿) cuando 0=0, p=l4a, 
d90=0,2, de = — 0,2. 


228. Valor aproximado del incremento total. Errores pequeños. 
Las fórmulas (B) y (C) se emplean para calcular un valor aproximado 
de Au. Además, cuando los valores de x y y se han determinado 
por medición o experimentalmente y, por tanto, están sujetos a 
pequeños errores Az y Ay, por medio de (B) puede encontrarse un 
valor muy aproximado del error de u. (Véanse los Artículos 92 y 93.) 


EJEMPLO 1. Un bote cilíndrico de material plástico de 3 mm de espesor, 
sin tapa, tiene en el interior 150 mm de ancho y 200 mm de alto. Determinar 
el volumen aproximado del material. 


Solución. El volumen uy de un cilindro circular recto macizo de diámetro x 
y altura y es 


1 
1 = —Ux?*y. 
(1) 00. EY 
Evidentemente, el volumen exacto del material es la diferencia Av entre los 
volúmenes de dos cilindros macizos para los cuales 
x=156, y =203, y x= 150, y = 200, 


respectivamente. Puesto que se pide sólo un valor aproximado, calcularemos du 
en vez de Av. 


Diferenciando (1) y empleando (B), obtenemos 
(2) do =P axy dx + [ax dy. 
Sustituyendo en (2) x =150, y =200, dx =6, dy = 3, resulta 


du = 106875 1 = 336000 mmi3, aprox. = 336 cm1, 


El valor exacto es Av = 345 739 mm3. 
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EJEMPLO 2. Al medir dos lados de un triángulo plano oblicuángulo se 
obtuvo 6j m y 78m, respectivamente, y al medir el ángulo comprendido se ob- 
tuvo 60%. Estas medidas estaban sujetas a errores cuyos valores máximos eran 
0,1 m en cada longitud y 1% en el ángulo. Si con estas medidas se calcula el 
tercer lado, hallar un valor aproximado del máximo error obtenido en el resul- 
tado, y el porcentaje de error. 

Solución. Empleando la ley del coseno ((7), del Art. 2) se tiene 

€) ul=x?*+4 y?—2 xy cos U, 


siendo x, y los lados dados, a el ángulo comprendido y u el tercer lado. Las 
cantidades dadas son 


(4) x=03, y=78, 4 =60=23, 
dx =dy=0,1, da =0,01745 (radianes). 


Derivando (3), obtenemos 


du _ xx —yrosí Ju _ y—=xcosa  Jdu_ xysen( 
A a E e E E 
Ox u Oy u ga u 


Luego, empleando (C). 


desa (lx —ucos 41) dx + [y — x cos 1) dy + xy sen u du 
u 


Susitituyendo los valores de (4), encontramos 


_2.444,05+74,25 _ 
du ÁS 1,13 m. 


Porcentaje de error = 100 du = 1,6%. 
u 


PROBLEMAS 


1. Loscatetos de un triángulo rectángulo midieron Óm y 3 m, respectiva- 
mente, con errores máximos de 0,1 m en cada uno. Hallar un valor aproximado 
del máximo error y del error por ciento al calcular con estas medidas: u) el 
área; b) la hipotenusa. Sol. a) 0,7m?, 2,9%; b) 0,l4m, 1,4%. 


2. En el problema anterior hallar, con las dimensiones dadas. el ángulo 
opuesto al mayor cateto, y calcular en radianes y en grados un valor aproxi- 
mado del error máximo con que se obtiene ese ángulo. 


3. Los radios de las bases de un tronco de cono circular recto miden 5 cm y 
ll cm. respectivamente, y el lado mide 12 cm; el error máximo en cada medida 
es de l| mm. Determinar el error aproximado y el error porciento al calcular con 
estas medidas: a) laaltura; b) el volumen (véase (12), Art. 1). 


Sol. a) 0,23cm, 2,2%; b) 24,4xcm3, 3% %. 
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4. Un lado de un triángulo mide 2000 m, error máximo += | m:; los ángu- 
los adyacentes miden 30? y 60%, siendo el error miximo en cada ángulo 30', 
Hallar el error máximo aproximado, y el error por ciento, al calcular con estas 
medidas: a) la altura sobre el lado dado; b) el área del triángulo. 


Sol. a) 17,88m; 2.1%. 


5. Al medir el diámetro y la altura de un cilindro circular recto se obtiene 
l2cm y 8 cm, respectivamente. Si en cada medida hay un error probable de 
0,2 cm, ¿cuál es aproximadamente el mayor error posible en el volumen calcu- 


lado? Sol. 16,81 cm*. 
6. Al medir las dimensiones de una caja se obtiene 6cm, S cm y 12 cm. 


Si en cada medida hay un error probable de 0,0 cm: a) ¿cuál es, aproxima- 
damente, el mayor error posible en el volumen calculado? b) ¿cuáles el error 


por ciento? Sol. a) 10,8cm?; 5) 1,875 %. 
7. Se da la superficie z = E Si en el punto donde x =4, y =2 se 

Xx y 
aumentan x y y cada uno 0,], ¿cuál es un valor aproximado del cambio de z? 
Sol. —VYn, 


8. El peso específico de un sólido se da por la fórmula s = E en donde, 
w 


P es el peso en el yacio y w esel peso de un volumen igual de agua. ¿Cómo 
afecta al peso especifico calculado un error de =(),1 en el valor de P y =0,05 
en el valor de ww, suponiendo P=8 y w=I enel experimento: a) siambos 
errores son positivos; b) si un errores negativo? c) ¿Cuáles aproximada- 
mente el mayor error por ciento? Sor. 49 0,3% 6) 'NSS £) 6649. 


9. Al medir el diámetro y el lado de un cono circular recto se obtiene 10 cm 
y 20 cm, respectivamente. Sien cada medida hay un error probable de 0,2 cm, 
¿cuál es, aproximadamente, el mayor error posible en el valor calculado de: 
a) elvolumen; b) el área de la superficie curva? 


Sol. a) DEA =25 cm; b) 31=9,4 cm. 

10. Al medir dos lados y el ángulo comprendido de un triángulo se obtiene 
b3 m, 78m y 60%, respectivamente. Si hay un error probable de (0,5 m en la 
medida de los lados y de 2% en la medida del ángulo, ¿cuál es, aproximadamen- 
te, el mayor error posible en el valor calculado del área? (Véase (7), Art. 2). 


Sol. 73,0 m2. 


11. Siel peso especifico se determina por la fórmula s = a siendo A 
el peso en el aire y W el peso en el agua, ¿cuál es, aproximadamente: a) el 
mayor erroren s si A puede medirse con un error de = 0,01 Kg y W con un 
error de = (0,02 Kg. siendo los pesos hallados A=WKg, W=>5Kg: b) el 
mayor error relativo? Sol. a) 0,0144; b) “40, 


12, La resistencia de un circuito se halló empleando la fórmula C = eS 


siendo C = intensidad de la corriente y E = fuerza electromotriz. Si hay un 
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error de y de amperio en C y 5 de voltio en E, a) ¿cuál es un valor 


aproximado del error de R si las lecturas son C = 15 amperios y E = 110 yol- 


tios? b)  ¿cuálesel error por ciento? 
Sol, u) 0,0522 ohmios; b) Ti %. 


13. Si para calcular sen (x 4 y) se emplease la fórmula 
sen (x + (y) =sen x cos y + cos x sen y; 


¿cuál sería un valor aproximado del error que resultaría si se hiciese un ertor 
de 0,1% en la medida tanto de x como de y, y si estas medidas diesen 


sen x =- y sen y = EE Sol. 0,0018, 


14. La aceleración de un cuerpo que se desliza hacia abajo en un plano incli- 
nado, prescindiendo del rozamiento, viene dada por la fórmula a = y sen í, 
Si g varía 3 cm por segundo por segundo, y si el valor de ¿, que mide 307, 
puede tener 1% de error, ¿cuál es el error aproximado del valor calculado de a? 
Tómese el valor normal de y como 9.80 m por segundo por segundo. 

Sol. 0,163 m por segundo por segundo. 


15, El periodo de oscilación de un péndulo es P =2 na[2. a) ¿Cuales 
g 


el error mayor aproximado en el periodo si hay un error de =3 cm en la medida 
de una suspensión de 3 m, y si g. que se toma como 9,80 m por segundo por 
segundo, puede tener un error de 15 mm por segundo por segundo? b) ¿Cual 
es el error por ciento? Sol. a) 0,02 seg: b) “¿0 %. 


16, Las dimensiones de un cono son: radio de la base =4 m, altura = 6 m. 
¿Cuál es el error aproximado del volumen y de la superficie total si la medida 
empleada se ha acortado | porciento? Sol. dV = 3,0159 m*; ¿S=2,818 m2. 


17. La longitud / y el periodo P de un péndulo simple se relacionan por la 
formula 4 1? = P?g. Si l se calcula suponiendo P = 1 seg. y q =9,80 m por 
segundo por segundo, ¿cuál es, aproximadamente, el error de / si los valores 
exactos son P=1,02 seg y y =9,8lm por segundo por segundo?, ¿cuál es el 
error por ciento? 


18. Un sólido tiene la forma de un cilindro coronado en cada extremidad 
con un hemisferio cuyo radio es el del cilindro. Sus dimensiones medidas son 
circunferencia = 20 cm y longitud total =25 cm. ¿Cuál es, aproximadamente, 
el error cometido en la medida del volumen y del área, si la cinta que se empleó 
en la medición se ha alargado uniformemente 14 Y? 


19. Suponiendo que la ecuación caracteristica de un gas perfecto sea 
vp = nRt. en donde v = volumen, p = presión, 1 = temperatura absoluta, 
n = cantidad de gas expresada en moléculas gramo (moles) y R = una cons- 
tante, ¿cuál esla relación entre las diferenciales du, dp, dt? 

Sol. vdp+pdvu=mnmR dt. 


20, Aplicando a un caso experimental el resultado del problema anterior, 
supóngase que hayamos encontrado t = 300%, p = 10000 Kg por metro cuadra- 
do, v=0,417m*, n=16.39 y R =0,8478. Hallar el cambio de p, supo- 
niéndolo uniforme, cuando t cambia a 301% y uy a 0,420 m*, 

Sol. —38,6 Kg por metro cuadrado. 
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229. Derivadas totales. Razones de yariación. Ahora veamos el 
caso en que x y y no son variables independientes en la función 


(1) u=f(r, y). 


Supongamos , por ejemplo, que ambas son funciones de una tercera 
variable t, es decir, 


(2) =$ (), y=vy(). 


Cuando estos valores se sustituyen en (1), u se convierte en ura fun— 
ción de una sola variable £, y su derivada puede hallarse de la manera 
ordinaria. Ahora tenemos 


— Au _ Y - Y 
(3) du= Ue, de = ad, dy = y Y. 


La fórmula (B) se estableció en el supuesto de que z y y fuesen 
variables independientes. Fácilmente podemos demostrar que es válida 
igualmente en el caso presente. Con este fin, volvamos a (10) del 
Artículo 227 y dividamos ambos miembros por Af, Cambiando la 
notación , esto puede escribirse 


Au_du Ax duAy, (Az, Ay 
(2) M7 dx At ' ay Al (rr 


Ahora bien, cuando Al =>0, también Ar >0 y Ay >0. Lue- 
go (véase Art. 227), 


líme=0, lim e! =0, 
a—=>0 aA—>0 


Por consiguiente, cuando Al —>0, (4) se convierte en 


du du dx óu d 
(D) A 


dt 0x dt ' dy dt* 


Multiplicando ambos miembros por dí y empleando (3), obtene— 
mos (B). Es decir que (B) también es válida cuando x y y son fun— 
ciones de una tercera variable t. 

De la misma manera , si 


Y f (e, Y, 2) 
y siz, y, z son todas ellas funciones de 1, obtenemos 


du _ dudx , du dy , du dz 
(E) dt dx dt dy de * dz de* 


y así sucesivamente para cualquier número de variables. 
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En (D) podemos suponer 1 = 7; entonces y es una función de z, 
y u es, en realidad, una función de la sola variable x, lo que da 


(7) du _ Qu du dy 


De la misma manera, según (E), cuando y y z son funciones 
de x, tenemos 


du _ du , du dy , du dz 
(6) dx de "onda vz ax" 
du du... 2 ? 
El lector debe observar que PARE tienen significados muy dis- 


: ; . , du 
tintos. La derivada parcial dq calcula con el supuesto de que 


solamente varía la variable particular x, manteniéndose fijas todas las 
otras variables. Pero 
du Au 
= lí ; 


dz _ 0d Az 
siendo Au el ¿ncremento total de u que resulta de los cambios en todas 
las variables causados por el cambio Az en la variable independiente. 
du 


— se llaman derivadas 
dx 


WAIT , ; du 
A distinción de las derivadas parciales, Y 
totales con respecto a | y í respectivamente, 
du 


Debe observarse que dz 


tiene un valor perfectamente definido 


para cualquier punto (zx, y), mientras que pl depende no sólo del 


punto (z, y) sino también de la dirección particular que se ha elegido 
para llegar a ese punto. 


EJEMPLO l. Dados u=sen%, x=el, y=04%; hallar ca, 
í 
Soinción, MW _ Ll, E ULA Hee, 
Úx y y Uy a y di di 
Sustituyendo en (D), du Gr —2) A cos L. 
dt y? Ed 


EJEMPLO 2. Dados u =0e't(y—2), y =a senx. z=c03%, hallar du 
xXx 


Solución, e aii (y—2), du guz, Pu == ear; 
Ox Ú 


y de 
dy 


2 = q COSX, dz - — sen x, 
dx dx 
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Sustiruyendo en (G), 


cu = quin (y— 2) +4 065 cos x + eli sen x = e05 (a? +1) sen x. 
x 


NOTA. En casos como éstos, se podría hallar u explicitamenteen términos 
de la variable independiente, por sustitución, y entonces derivarse directamente; 
pero, en general, este procedimiento sería más largo, y, en muchos casos, no 
se podria emplear. 


Las fórmulas (D) y (E) son útiles en todas las aplicaciones que 
implican razones de variación, 0 rapidez de cambio, con respecto al 
tiempo , de funciones de dos o más variables. El procedimiento es casi 
el mismo que el explicado en el Artículo 52, con la excepción de que en 
vez de derivar con respecto a t (tercer puso) hallamos las derivadas 
parciales y las sustituímos en (D) o (£). Veamos esto por medio de 
un ejemplo. 

EJEMPLO 3. Laaltura de un cono circular mide 100 cm y disminuye 10 cm 
por segundo, y el radio de la base mide 5% cm y aumenta 5 cm por segundo. 


¿Cuál es la rapidez de cambio del volumen? 


Solución. Sean x = radio de la base, y = altura; entonces 


, 2 
u= $ ax*y = volumen, ES = a INY- > = 18 
. tu 2 dx 1 a di 
Sustituyendo (DY). L=Z£ mau Ep et Y. 
a dl 3 a di + 3 di 
Pero <=, y=IM Los, Uoe=— 10. 
y di di 


Por tanto, 


Fig. 203 es decir, aumenta 26 180 cm* por segundo. 
230. Cambio de variables. Si en 
(1) u= f(x, y) 
se hace un cambio de variables por medio de la transformación 
(2) z=ó$lr, 8), y=Y(, 9), 


las derivadas parciales de u con respecto a las nuevas variables r y s 
pueden obtenerse por medio de (D). En efecto, si mantenemos 
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s fija, entonces + y y en (2) son funciones solamente de 7. Luego 
tenemos 
$ du _ du dz, du dy 
dr  óxór ' dyadr” 
siendo ahora parciales todas las derivadas con respecto a 7. 
De la misma manera, 


(4) du _du dz, du dy 

ds  0xós ' 0y ds” 
Supongamos ahora la transformación particular 
(5) =Yv+h, y=y4+k, 


siendo a! y y' las nuevas variables, y h y k constantes. In este 
Caso, 
dx dx dy 


A de _ Y _ dY _ 
A =0 ¿pod pl 


Entonces ohtenemos, según (3) y (4), 


Pa du_du du du 
a da 0? dy dy 

Luego la transformación (5) no altera el valor de las derivados 
parciales. 


Si los valores de x y y de (5) se sustituyen en (1), el resultado es 
(7) u=fíx, y) =P(X, y). 

Los resultados (6) pueden ahora escribirse 

(S) file, y)=Fe (e, y), file, y)=PFr(Y, y). 


En el Artículo 229 se demostró que (B) es cierta cuando x y y son 
funciones de una sola variable independiente ¿. Ahora vamos a demos 
trar que (B) es igualmente válida cuando x y y son funciones de dos 
variables independientes 7, s, como en (2). In efecto, según (B), 
cuando 7 y s son las variables independientes tenemos 


_ 2 pp 0 ETA” 
dz = 3, de Pas ds, dy = a + 5 ds. 


Sustituyendo estos valores en la expresión 


ón du 
dz dx + m dy 


(9) 3 
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y reduciendo según (3) y (4), se obtiene 


(10) Sede + E uds. 

Pero según (1) y (2) u es una función de las variables indepen— 
dientes r y s. Por tanto, según (B), (10) es igual a du. Luego (9) 
también es igual a du. 

Por consiguiente, (B) es válida cuando x y y son funciones de 
una variable independiente o de dos. De la misma manera puede 
demostrarse que (C) es válida cuando +, y, ? son funciones de una 
variable independiente, de dos o de tres. 


231. Derivación de funciones implícitas. La ecuación 
(1) f(x, y)=0 


define a = 0 y, cualquiera de las dos, como una función implícita de 
la otra. Representa una ecuación en zx y y, en la que todos los térmi- 
nos se han irauspuesto al primer miembro. Hagamos 


(2) u=f(t, y); 
entonces, según (F), 


du 01 05 dy 
da di ' dy dx” 


y y es una función arbitraria de x Ahora bien, sea y la función 
de x que satisface (1). Entonces u=0 y du= 0; luego 


af, df dy _ 
(3) ad 


Despejando Y, obtenemos 


of 
dy _  09x af , 
(H) > (5 0) 
dy 


Así tenemos una fórmula para derivar funciones implícitas. Lista 
fórmula, en la forma (3), equivale al procedimiento que se empleó en 
el Artículo 41 para derivar las funciones implícitas, y pueden resolverse 
por medio de ella todos los ejemplos de las páginas 50 y 51. 

Cuando la ecuación de una curva se da en la forma (1), la fórmu- 
la (4) permite obtener fácilmente la pendiente. 
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EJEMPLO l. Dada la ecuación x*%y*+sen y =0, hallar dy 


Solución. Sea f(x, y)=x"y! 4 sen y. 


ML E A 
dx dy 


» dy 2 xy" 
Luego, según (4), == 
$ E ¡ dx 4 x*yY + cos y 


EJEMPLO 2. Si x aumenta a razón de 2cm por segundo cuando pása por 
el valor x =3cm, ¿a que razón debe variar y, cuando y = | em, para que la 
función 2 xy? — 3 x*y permanezca constante? 


Solución. Sea u =2 xy? —3 x?y; entonces, puesto que u debe permane- 


cer constante, = = (). Sustituyendo este valor en el primer miembro de (D). 
t 


trasponiendo y despejando dy obtenemos 
1 


Du 
dy = 25 4x 
bd de Da di 
dy 
Además, du =2 y —0x4y, Pu 4 xy —3ix* 
Ox Oy 


Ahora bien, sustituyendo en (4), 


dy _2y4*—0xy dx 


dt 4xy -Ix de 
Pero =3, y=l, L£=2, 
di 
Luego du 2 Yscm por segundo. 


De igual manera, la ecuación 
(5) Pr, y, 2)=0 


define a 2 como una función implícita de las dos variables indepen— 
dientes z y y. Para encontrar las derivadas parciales de 2 con res- 
pecto a x y con respecto a y, procédase como sigue. 


Seu u=f(r, y, 2). 
Entonces, según (B), 


y Jr y Je -YO 
du = de EA ay + de 
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y esto vale cualesquiera que sean las variables independientes (Art, 230). 
Ahora bien, clíjase z como aquella función de las variables indepen— 
dientes = y y que satisfaga (5). Entonces u=0, du=0, y te- 
nentos 


dr or or 
(6) E e 
Pero, según (B),  de= dx di + dy dy. 


Sustituyendo este valor en (6) y simplificando, encontramos 


OF , aF dz or ar dz e 
Ca a e) ds 


Aquí dex (= Ax) y dy (= Ay) son incrementos independientes. 
Por tanto, podemos hacer dy = 0, dx 0, dividir todos los términos 


por dx y despejar ce El resultado es 


Óx 
AF 
dz Ox 
id TS 
0z 


Procediendo de igual manera , se demuestra que 


ar 
A 
0z 


Las fórmulas (7) y (7) han de interpretarse como sigue: En el 
primer miembro de cada una, z es la función de. z y y que satis- 
face (5). En el segundo miembro, F' es la función de tres variables 
Xx, Y, 2 que se da en el primer miembro de (5). 

La generalización de (4), (1), (1) a una función implícita u de 
cualquier número de variables es ahora inmediata . 


EJEMPLO. La ecuación 
A 
4 + + 6 y 


define a z como una función implícita de x y y. Hallar las derivadas parcia- 
les de esta función. 
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2 2 2 
olución, F= iu -=1; 
A a+ + 16] 
Luego yF = Es yE = Y 0F = 2. 
óx 12 dy 6 e TR 


(Compaárese con el ejemplo del Artículo 226, ) 


PROBLEMAS 


En los problemas l a 5, hallar da. 


l. u=xi—3xy+2y% x=<c0sft, y=sent. 
Sol. du senlr—3cos21. 
di 
— 1 du 3 
2. u=x+iVxy—3y: x= ri, ya q FO A 
3. u=esny+ersenx; x=?%%t, y=2ft. 


Sol. RES sen?1+2c092 1) +e2!(2 sen 41+ cos Ya 1). 
dd. u=2x*=xy+y% x=c0s2t, y=sen!. 
5. u=xy+yz+zx; .—. y=e, z=e-., 


En los problemas 6a10, hallar aplicando la fórmula (H). 
x 


6. Ax*+2Bxy+Cy42Dx+2Ey+TF =0. 


Sol TY a e ARTPBYED 
"dx Bx+Cy+ E 


y 
T. x34 y?—3 axy =0. dy MUA, 
dx y— ax 


Y se T se 
8. (seny—ercosx =l, dy _ el sen x + er sen y 
dx el cos x — (7 cos y 


9, xt xy — x?+2y?=8. 


10. Axt+2Bx?*y? + Cy? = (x?* + y?)?. 
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En los problemas 1l a 15, verificar que los valores dados de x y y satisfacen 


la ecuación, y hallar el valor correspondiente de dz, 
x 


1. x2+219+2y=2%% x=2 y=3. A 
dx 3 
12. xy H+4xy=0: v=2 y=-—2 Ya | 
dx 
13. Ax+By+Cer=C; *=U; y=0. du=—4, 
dx B 
14. 2x—VWVlxy4y=4; x=2, y=4 
15. ercosy+eseny=]l; x=0, y=0 
En los problemas l6 a 20, hallar de y A 
dx + 0dy 
Óz Áx, dz By 
16, A 2 By? Cz? = D. So!. — == == —,. A E ARA 
A > Xx Cz y Cz 
Oz Ay+ Cz. dz Ax+Bz 
le AX B Czx = D. LE, 2 GENITAL a | ED 
iS dx  Cx+By dy  Cx+PBy 


18. x+2y+2-2V xyz =10. 
sor: HEAR AL AA 


19. 14 y?420—3 axyz =0. 
20. Ax? + By? 4+C2242Dxy+2Ey2 + 2 Fzx = G- 


21, Un punto se mueve sobre la curva de intersección de la esfera 
xy? +42*=40 y el plano y =2. Cuando x es 6 y aumenta 4 unidades por 
segundo, hallar: a) a razón de cuántas unidades por segundo z cambia; 
b) con qué rapidez se mueve el punto. 


Sol. a) Sunidades por segundo; b) 413 unidades por segundo. 


22. Un punto se muzve sobre la curva de intersección de la superficie 
x2+xy+y?-2*=0 y el plano x —y+2=0. Cuando x es 3 y aumenta 
2 unidades por segundo, hallar: a) aqué razón y cambia; b) aqueé razón 
z cambia; c) con que rapidez se mueve el punto. 

Sol. a) 2 unidades por segundo; b) ?%; unidades 
porsegundo; c) 4,144 unidades por segundo. 


23. La ''ecuación de estado'* de un gas perfecto es nR0 = pu, siendo n la 
cantidad (moles) de gas, 0 la temperatura, p la presión, v el volumen y R 
una constante. En cierto instante 118 moles de gas tienen un volumen de 0,5 m* 
y están bajo una presión de 80000 Kg por m?. Si R = 0,8478, hallar la tempe- 
ratura y la rapidez de cambio de la temperatura si el volumen aumenta a razón 
de 0,001 m3 por segundo y la presión disminuye a razón 100 Kg por m? por 
segundo. Sol. La temperatura aumenta 0,3 grados por segundo. 
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24. Un triángulo ABC se transforma de manera que el ángulo A aumenta, 

a razón constante, de 07 a 90? en 10 segundos, mientras que el lado AC dismi- 

nuye l cm por segundo y el lado AB aumenta | cm por segundo. Si al tiempo 

de una observación A =60%, AC =l0cm y AB=lUcm, a) ¿cómo varía 
BC? b) ¿cómo cambia el árca de ABC? 

Sol. a) 0,911 em porsegundo; b) 5,85 cm? por segundo. 


232. Derivadas de orden superior. Si 


(1) u=J(%, y), 
entonces 
ón du 
(2) E a (E 1) dy tos y) 


Ox 
son también funciones de y y, y pueden a su vez derivarse. Así, 
tomando la e función y derivando , tenemos 
du 
3 a A ad Y y) s 
(3) Es Y), dy Ór Lie (; Y 
De la misma manera, de la segunda función en (2) obtenemos 


du - 
(4) Óx y Li (z, y), — = fuylz, Y). 


Al parecer, en (3) y (4) hay cuatro derivadas de segundo orden. 
Pero más adelante demostraremos que 
vu 0u 
dy dx  dxoy” 


(K) 


con tal que las derivadas sean continuas. Es decir, no importa el 
cambio de orden al derivar sucesivamente con respecto a x y y. Así, 
f(x, y) tiene sólo tres derivadas parciales de segundo orden, a saber 


(5) Six (x, y), fuwlz, y) = fut, y), Loy Ke, y). 


Esto puede fácilmente extenderse a las derivadas superiores. Por 
ejemplo, puesto que (K) es cierto, 


%u__ 9/( uy __ nu Si 
da dy "0 lardy)” oxoyor a 7 


90% 
_ Óx — dy dx? 


Resultados semejantes valen para funciones de tres o más variables. 
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EJEMPLO. Dado u = x%y— 3 x?y*; verificar que 


du _ u 
dyóx  0xdy 


; 2 

Solución. =3xy=6xy) LL =3x2-18 xy, 
Úx dy dx 
du 3 DO u2;¡/2 du 2 
—=x—9y-y, = 3 x?— 18 xy?. 
dy i óx dy > 


Luego la fórmula queda verificada, 


Demostración de (XK). Consideremos la expresión 
(6) P=f(2+ Az, y +HAy)-—f(2+ Az, y) 
—f(2, y + AY)+Í (o, y). 
Introduzcamos la función 
(7) $ (u) =f(u, y HAy)—f(u, Y), 
en donde u es una variable auxiliar. Entonces 
b(r+ Ax) =f(2+ Ar, y+Ay)—f(2+Ar, y), 
(8) $(1)=/S(2, yHAy)—Slz, y. 
Luego (6) puede escribirse 
(9) F'= p(2+ Ax) — p(x). 


Aplicando el teorema del valor medio, (D) del Artículo 116, 
resulta 


(10) F=Axp'(x+ 601 Az), (0<8<1) 
[F(x)=4(u), a =x, AMa= Ax.) 
El yalor de $'(x+ 01 Ax) se obtiene de (8) tomando la derivada 


parcial con respecto a x y reemplazando x por + 01 Az. Así (10) 
se convierte en 


(11) F=Az(f:(2+01Az, y + Ay) — fe(2+ 01 Az, y)). 


Aplicando ahora de nuevo (D) del Artículo 116 a f,(1x+ 01 Az,v), 
considerando a y como la variable independiente , resulta 


(12) F =AzrAyfy(2+ 01 Ax, y +01 Ay). (0<02<1) 
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Si se permutan los segundo y tercero términos del segundo miembro 
de (6), un procedimiento semejante dará 


(13) F =AyAxfe (2+ 03 Az, y + 01 Ay). 
(0<0<1,0<01<1) 
Luego , según (12) y (13), 


(14) fl +01 At, y + 02 Ay) =fu(2+ 03 Ac, y +01 Ay. 


Tomando el límite de ambos miembros cuando Az y Ay tienden a 
cero , tenemos 


(15) bulo, y) =fult, y), 


puesto que estas funciones se suponen continuas. 


PROBLEMAS 


Hallar las segundas derivadas parciales de cada una de las siguientes fun- 
ciones. 


1. f(x, y) = Ax? +2 Bxy +Cu?. 
Sol. fezlx, y) =2 A; feylx, y) =2B: fuílx, y) =2C. 


2. f(x, y) = Ax? + Bx?y + Cxy? + Dy?. 


Sol. faxlx, y) =6Ax+2By; fiylx, y) =2 Bx+2Cy; 
fuy(x. y) =2 Cx +6 Dy. 


3. fíx, y) = Ax + By + Cezv, 
Sol. fuzxlx, y) = Cy?er%; fay=C(l + xy)ev; fuylx, y) = Cx?etw. 


4. fío y) riera 


5. f(x, y) =x?c0s y + y? sen x. 


6. Sif(x, y) =x34+ 3 x?y + 0 xy? — y?, demostrar que 
fa2(2, 3) =30, fey(2, 3) =48, fu(2, 3) =6. 


7. Sif(x, y) =x*—4x%y 48 xy? — y*, demostrar que 
fixQ, —1) =%, fey(2, -1)=-—24, fuy(2. —1) = — 108. 
8. Sifílx, y) =2x*-—3 x?y2+ y*, hallar los valores de 


fax(2, —2), faey(2, —-2), fuy(2. —2). 
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9. Si u= Axt4 Bxy + Cx?*y? +4 Dxy* + Ey?, verificar los siguientes 
resultados. 


du Wu 
L£2=24 +6 By, =6B 4 Cy. 
3x3 Ax By 7x7 dy ap y 
Pe , gi 
=4C 6 Dy. — =6 Dx + 24 Ey. 
dx oy? x+6Dy ayi x + y 


10. Si u = (ax? + by? + ez?) 9, demostrar que 


du Yu. tu 


== —— =-_ ———z 


dx dy dx0dydx  0y dx” 


" » , 
11. Siu=-—*L_, demostrar que Pa: +2 xy pa + y? % 0 
x+y dx? 


— 2 2 
12. Siu=ln VW x2+ y?, demostrar que qe + PL 0, 
dx? * dy? 
? 1 2 du , 0? 
13. Si 4 = ===, demostrar que A 


2 3 
Vi+ytz Óx dy 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Lasección vertical central de una colina circular tiene la forma de la curva 
cuya ecuación es x? + 160 y — 1600 = 0, en donde la unidad es 1 m. La parte 
superior se quita en capas horizontales a la razón constante de 100 m* por dia. 
¿A qué razón aumenta el área de la sección transversal horizontal cuando la 


cumbre se ba rebajado 4 m verticalmente? Sol. 25 m? por dia. 
2. Siu=—-_, demostrar que dry x+y-—l)u. 
+! óx 4 


de. Si ue: L en donde, r= Y x2+y+z?, demostrar que 
t 


+) +) 


2 2 y2 
x? arctg L — y? arctg £, demostrar que he E al 0 
x y dxóy x*+y 


4. Si 


N 
1 


5. Siu=zarctg £, demostrar que 
y 


dx? dy? dz? 


m 
e 
E 
ll 


In (ez + er + ez), demostrar que 


du 


——_—_—— = 2 er +y+2—3u, 
0x dy dz 
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7. Siu=f(x, y) y x=rc0s0, y = r sen 0, demostrar que 
DE cos y du _senó du 
Óx ór r 00 
du = sen qq y cont Ju 
dy Or r 00 

8. Sea u= (x12 + x22 +... + xn?)!*. ¿Qué valores de k satisfarán la 

2 2 2 
ecuación Yu Yu du 


35 L 08 = 0? e k=1-2 , 
Pr > + xn? o So K : Y (n > 2) 


CAPITULO XXIV 
APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES, 


233, Envolyente de una familia de curvas. Por regla general, 
la ecuación de una curva contiene, además de las variables x y y, 
ciertas constantes, de las cuales dependen el tamaño, la forma y la 
posición de la curva particular. Por ejemplo, el lugar geométrico 
representado por la ecuación 


(x— a)? + y? = 5? 


es una circunferencia cuyo centro está en el eje de las x a la distancia 
« del origen, y cuyo tamaño depende del radio r. Si suponemos 
que a toma varios valores mientras que r se mantiene fijo, enton- 
ces tendremos una serie correspon-— 
diente de círculos de igual radio 
que diferirán en sus distancias del 
origen, tal como se muestra en la 
figura 204. 

Un sistema de curvas formado 
de esta manera se llama una fami- 
lía de curvas, y la cantidad «, que 

Fig. 204 es constante para cualquiera curva 

individual, pero cambia al pasar 

de una curva a otra, se llama un parámetro variable. A fin de indicar 

que « entra como parámetro variable, es usual incluirle en el símbolo 
de la función así; 


F(=, y, a) =0. 


Las curvas de una familia pueden ser tangentes a una misma curva o a 
un mismo grupo de curvas, como en la figura 204, lin ese caso se da 
el nombre de envolvente de la familia a la curva o al grupo de curvas. 
Ahora vamos a explicar un método para hallar la ecuación de la envol- 


APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES 571 


vente de una familia de curvas. Supongamos que la curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son 


(1) =$ (a), y= w(u) 
sea tangente a cada curva de la familia 
(2) Fo, y, a)=0, 


siendo el parámetro a el mismo en ambos casos. Para cualquier valor 
de a las ecuaciones (1) satisfarán (2). Por tanto, según (E) del 
Artículo 229, puesto que u=f(z, y, a), du=d/=0 y 2 íe 
reemplaza por a, tenemos 


(3) felr,y,0a)9'(u) + fl, y, aw (a) +4 (1,4, a) =0. 
La pendiente de (1) en un punto cualquiera es 


ls dy _w4a) 


2 (4), Art. 81 
y la pendiente de (2) en un punto cualquiera es 
(5) Y BE (E), Art. 231 


de file, y, a) 


Luego, si las curvas (1) y (2) son tangentes, las pendientes en un 
punto de tangencia serán iguales, lo que dará 


WwW(0)_ _ fe(z,y, 0) 
$' (a) fu(o, y, 0)” 


O sea , 


(6) flz,y,0)9'(0) + f(x, y, a) w (a) =0. 


Comparando (6) y (3), encontramos 
(7) f(x,y,a)=0. 


Luego las coordenadas del punto de tangencia satisfacen a las 
ecuaciones 


(8) fí,y,0)=0 y flr, y, a)=0; 


es decir, que las ecuaciones paramétricas de la envolvente, en el caso 
de que exista, pueden obtenerse resolviendo estas ecuaciones con 
respecto a x= y y en función del parámetro «. 
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Regla general para hallar las ecuaciones paramétricas de la 
envolvente 


Primer paso. Se escribe la ecuación de la familia de curvas en la 
forma f(x, y, a) =0, y se deduce la ecuación f(x, y, u) =0. 


SEGUNDO PASO. Se resuelve el sistema formado por estas ecuaciones 
con respecto a x y y en función del parámetro «1. 


La ecuación cartesiana puede hallarse o bien eliminando «u entre 
las ecuaciones (8) o bien de las ecuaciones paramébricas (Art. 81). 


EJEMPLO 1. En el caso de la familia de circunferencias dada al principio 
de este articulo tenemos; 


Flx, y, 4)=(x —= 04)? + y? — r? =0. 
Por tanto, falx, y. u)=(x—a) =0. 


Eliminando q, el resultado es y? —=r?=0, osea, y =r, y =—"r, y éstas 
son las ecuaciones de las rectas AB y CD de la figura 204. 


EJEMPLO 2. Hallar la envolvente de la familia de líneas rectas 
x cos au + y sena =p, 
siendo « el parámetro variable. 
Solución. 
(90) fGo y a) 
= x (05 4 + y sena —p=8U. 


Primer paso. Derivando con respecto a (l, 
(10) falx, y, 4) 

= — x sen 4 + y cos a =0, 
Segunda paso. Multiplicando (9) por 


cos u y (10) por sen QU y restando, obte- 
nemos 


Fig. 205 x= p Cos (l. 
De igual manera, eliminando x entre (9) y (10), 
Y =p sen QU. 
Luego las ecuaciones paramétricas de la envolvente son 


(11) x=p.cos «A, 
Y = p sen U, 


siendo « el parámetro. Elevando al cuadrado lás ecuaciones (11), y sumando, 
obtenemos 
x? + y?= p?, 


que es la ecuación cartesiana de la envolvente, y representa una circunferencia 


APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES 573 


EJEMPLO 3. Hallar la envolvente de un segmento de longitud constante a, 
cuyos extremos se mueven a lo largo de dos ejes rectangulares fijos. 


Solución, Sea AB (fig. 206) el segmento dado, de longitud a, y sea 
(12) xcosa+ysna—p=0 


su ecuación. Ahora bien, cuando AB se mueve, variarán tanto «4 como p 
Pero p pucde hallarse en función de au. En efecto, 


AO = AB cos U = ucos YU 
y ademas p = AO sen U = a sen Qe cosa. Sustituyendo en (12), obtenemos 


(13) x cos u + y sen u—a sen uu cosa =0, 


Fig. 206 


en donde, € es el parámetro variable. Esta ecuación es de la forma 
FE y. 00 =0, 
Derivando con respecto a (t, la ecuación falx, y, 4) =0 es 


(14) — x sen Uy cos «a +a senta —a cos? a = 0. 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (13) y (14) con respecto 
a x y y en función de u, se obtiene; 


(15) x=auasenia, 
y=aua cos, 


que son las ecuaciones paramétricas de la envolvente, que es una hipocicloide. 
La ecuación cartesiana correspondiente se halla a partir de las ecuaciones (15), 


climinando u como sigue; 
xA= usen? a, 


yA = añ cos? . 


Sumando. x4+y%= a%, que es la ecuación cartesiana de la hipocicloide. 


Se presentan muchos problemas en los cuales conviene emplear dos 
parámetros relacionados por una ecuación de condición. Ln este caso 
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se puede eliminar un parámetro utilizando la ecuación de condición y 
la ecuación de la familia de curvas. Sin embargo, es mejor, muchas 
veces, proceder como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 4. Hallar la envolvente de la familia de elipses cuyos ejes 
coinciden y cuya área es constante. 


Solución. 
2 2 
(16) E+ 4 =1 
es la ecuación de la elipse, en donde a y hb son los parámetros variables relacio- 
nados por la ecuación 


(17) rab = k, 


IZ 


- 
5 


> 277 LLL Í 
SEE 


E A 
U 


SAS 


SNA 


a 


AER! 


Fig. 207 


siendo xab el área de una elipse de semiejes a y b. Derivando, considerando 
a y b como variables y x y y como constantes, tenemos, empleando diferen- 
ciales, 


xa?tda , y2db _ 
== al a O, según (16), 
y bda+adb=0, según (17). 


Trasponiendo un término de cada ecuación al segundo miembro y dividiendo, 
el resultado es 
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1] 


de donde 
a=*=xvV1 y b==yvV2. 


Sustituyendo estos valores en (17), obtenemos la ecuación de la envolvente 
xy= = 7 que representa un par de hipérbolas equiliteras conjugadas (fign- 
zu 


ra 207). 


234. La evoluta de una curva dada considerada como la envolvente 
de sus normales. Puesto que las normales de una curva son todas 
ellas tangentes a la evoluta (Art. 110), es 
evidente que la evoluta de una curva puede 
definirse como la envolvente de sus normales . 
También es interesante advertir que si 
hallamos por el método del artículo ante— 
rior las ecuaciones paramétricas de la en— 
volvente , obtenemos las coordenadas 2 y y 
del centro de curvatura ; de modo que aquí 
tenemos un segundo método para hallar las 
coordenadas del centro de curvatura. Si eli- 
minamos el parámetro variable, obtenemos curyg gada 
la ecuación cartesiana de la evoluta . Fig. 208 


EJEMPLO, Hallar la eyoluta de la paribola y? =4 px considerada como la 
envolvente de sus normales. 


Solución. La ecuación de la normal en un punto cualquiera (xi, yi) €s 


m3 (40) 


según (2), Art. 43. Puesto que consideramos las normales a lo largo de la 
curva, xi y yi variarán. Eliminando x, por medio de y? =4 pxi, se obriene 
para ecuación de la normal 


3 a 
| =y=Y0 -*%! sta, 2 pu—2 e 
0). y —yi e sea, xyi +2py py i e 


Igualando a cero la derivada parcial del primer miembro con respecto al pará- 
metro y¡. y despejando x. resulta 


(2) 5 2 TAO 
+p 


Sustituyendo este valor de x en (1) y despejando y. se obtiene 


(3) y=- 2. 
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Las ecuaciones (2) y (3) son las coordenadas del centro de curvatura de la 
parábola. Juntas, son las ecuaciones paramétricas de la evoluta en función del 
parámetro yi. Eliminando y: obtenemos 


27 py? = 4(x — 2 p)?, 
que es la ecuación cartesiana de la evoluta de la parábola. Este resultado es 


el mismo que obtuvimos en el ejemplo | del Artículo 109 por el primer método. 


PROBLEMAS 


Hallar las envolventes de los siguientes sistemas de lineas rectas. y Lrazar las 
gráficas correspondientes. 


1. y=mx+m?. Sol. x2+4y=0. 
2. y= 24m. 27 x2=4 y?. 
m 
3. y=m?x-2m. 27y=x*. 
4. y=2mx+m!. 16 y38 +27 xt =0. 
5. y=1x— E 6. y=Ux+!. 7. y=mx-2n?. 


Hallar las envolventes de los siguientes sistemas de circunferencias, y trazar 
las gráficas. 


8. (x—«)?*2+y=4c. Sol. y =4x+4. 


9. x2+(y=05)?*=2!t. 10. (x-0)?2+(y+ 1)? = 8. 


Hallar las envolventes de los siguientes sistemas de parábolas. 
11. y =clx— «). Sol. 2y==x. 
12. ey =1= cx. 


13. Hallar la evoluta de la elipse b2x2 + a?y? = u?b*, tomando la ecuación 
de la normal en la forma by = ax tg $ — (a? — b*) sen q. siendo el parámetro 
el ángulo excéntrico $. 

a a b2 
Sol, x= =—— cosid, y = 
a 


(ax) 4 + (by) 4 = (a? — b?)%. 


5? — a? . 
—_— Stn A +] 
z b 


14. Hallar la evoluta de la hipocicloide xW4 + y% = a%. cuya normal tiene 
por ecuación y COS 7 — x sen? =u cos 27, siendo 7 el parámetro. 


Sol. (x+y A+ (x —y)% =2 44. 


15. Hallar la envolvente de las circunferencias que pasan por el origen y 
tienen sus centros en la hipérbola x? — y? = c? 


Sol. Lalemniscata (x2 + y?)? =4 c?(x?— y?). 
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16. Hallar la envolvente de una línea tal que la suma de su abscisa al origen 
y su ordenada al origen (intersecciones con los ejes coordenados) es igual a c, 
Sol. La paribola x54 + y! = cl. 


17. Hallar la envolvente de la familia de elipses b?x? + ay? = a?b? cuando 
la suma de sus semiejes es igual a c. Sol. La hipocicloide x% 4 y% = c%. 


18. Se disparan proyectiles con un cañón con velocidad inicial vp. Supo- 
niendo que al cañón pueda dársele una elevación cualquiera y que se mantenga 
siempre en el mismo plano vertical, y des- 
preciando la resistencia del aire, ¿cuál es 
la envolvente de todas las trayectorias po- 
sibles? 


r 


SUGESTION. Laecuación de cualquiera 
trayectoria es 


X 
pa br EPR ¿ 
AAN AS vo? cost a Fig. 209 
e 5 vo? gx? 
siendo a el parámetro variable, Sol. La parábola y == - ", 
2g 2u0 


19. Si la familia de curvas 
“f(x. y + tul y +h(x y=0 
tiene envo]vente, demostrar que 


lalx, y) 124 F(x. 4) bx, y)=0. 


235. Ecuaciones de la tangente y del plano normal a una curva 
alabeada. ll estudiante está ya acostumbrado a la representación 
paramétrica de una curva plana (Ar- 
tículo 81). A fin de exlender esta 
noción a las curvas alabeadas, supon— 
gamos que las coordenadas de un 
punto cualquiera P(x, y, 2) de una 
curva alabeada vienen dadas como 
funciones de una tercera variable que 
designaremos por £; así, 


(1) =*(), y=w(0), 
2= 1 (1). 


La eliminación del parámetro l en— 
tre estas ecuaciones, tomadas dos a Fig. 210 
dos, nos dará las ecuaciones de las 
intersecciones de los cilindros proyectores de la curva con los planos 
de coordenadas. 
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Hagamos corresponder el punto P(x, y, 2) al valor t del pará- 
metro, y el punto P'(2+Az, y + Ay, 2+A2) al valor ¿+ At, 
siendo Ar, Ay, Az los incrementos de x=, y, 2 originados por el in— 
cremento Át, encontrados según las ecuaciones (1). Según lo estu— 
diado en Geometría analítica del espacio sabemos que los cosenos 
directores de la secante (diagonal) PP” son proporcionales a 


Ax, AY, 58, 


o sea, dividiendo estos incrementos por Át y denotando los ángulos 
directores de la secante por a” Bf! y/, 


cos a! _ cos f! _ cos y! 


(2) Az Ay Az * 
At At At 


Ahora bien, hágase que P' se aproxime a P a lo largo de la curva. 
Entonces, Át y, por consiguiente, también Az, Ay, Az, tenderán a 
cero, y la secante PP* tendrá como posición límite a la tangente a la 
curva en P, 

Az dx 


1 i — =— = q! 
Ahora bien, Pri NT $'(t), eta, 


Por tanto, para la tangente, 


cosa  cosh cos y 


(4) A TS 3 


Cuando el punto de contacto es Pi(xu1, yi, 21), empleamos la 
notación 


(3) de 


d 
PT = yalor de — cuando 2t=%1, Y=Y1, 2=21, 


di 


y notación análoga para las otras derivadas. 
Luego, según (2) y (4) del Artículo 4, tenemos el siguiente re- 
sultado : 


Las ecuaciones de la tangente a la curva cuyas ecuaciones son 
(1) x=9 (0). y=w(t), 2=x(t) 


en el punto Pilx1, y1, 21) son 


(B) E O. de € Z — 21 
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El plano normal a una curva alabeada en un punto Pr (21, Yi, 21) 
es el plano que pasa por Ps y es perpendicular a la tangente en Pi. 
Los denominadores en (B) son los parámetros directores (o números 
directores) de la tangente en Pi. De aquí tenemos el siguiente 
resultado ; 


La ecuación del plano normal a la curva (1) en el punto 
P, (x1, y1, 21) es 


(Cc) 


ES dy dz - 
ar, E + 2 (y y1) + de e 21) =0. 


EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano 
normal a la hélice circular (siendo 4 el parámetro) 


x=uacosó, 


(4) y=asenb, 
z = b0, 
a) en un punto cualquiera (xi. Yi z1); b) cuando 0 =2x. 
y dx dy dz 
1 ón. A O > 0 = — A dd TR o 0 = o >» == b 
Soluci +5 a sen Yi 3 a0c0s x 34 


Sustituyendo en (B) y (C), obtenemos. 
para el punto (x1, Yi Zi). 


00 2% E E 
— Yi Xi b 


, 


para ecuaciones de la tangente, y 


—= yilx —=x1) + xi (y — yu) 


para ecuación del plano normal, 
Cuando M) = 2x1. las coordenadas del pun- 
to de la curva son (a, 0, 2 bx), lo que da Fig. 211 


para ecuaciones de la tangente. y 
ay + bz —1 hr=0, 


pira ecuación del plano normal. 


OBSERVACION. Con respecto a la tangente (5) tenemos, según (2) y (4d) 
del Articulo 4, 


CANA AA AA DAL EDO IT 


Es decir, que la hélice corta bajo el mismo ¿ngulo a todas las generatrices del 
cilindro x? + y? =a?, 
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236. Longitud de un arco de curva alabeada. Según la figura 211, 
tenemos 


(Cuerda PP? _ (AzY*, (AyY*, (Azy' 
(1) a A a) + (4%) + a) 


Sea are PP! = As. Procediendo como en el Artículo 95, puede 
demostrarse fácilmente que 


daYy_(EY, (YY, (EY 
o (a) -(%)+(e)+(%)- 
De esto obtenemos 
1 
(D) s= (“(ar+dr + am)” 


to 


en donde 2= $ (1), y =w(t), 2=y(0), como en (1) del Artícu- 
lo 235. 

Ahora se puede dar a los cosenos directores de la tangente una 
forma sencilla. En efecto, de la ecuación (2), empleando (4) del Ar- 
tículo 235 y las fórmulas (2) del Artículo 4, tenemos 


E, o 


d 
(3) 008 4 =Ñ Se mA 


LT 
ds? 
EJEMPLO, Hallar la longitud del arco de la curva alabeada de tercer grado 
(4) x=. y=6/4Bb z=64kpP 
entre los puntos correspondientesa 1 =0 y 1 =4, 


Solución. Diferenciando (4), obtenemos 
dx =dt. dy =tdt. dei=8*P dt, 
Sustituyendo en (D), resulta 
s= 3. VIFR EF di = 23,92, 
aproximadamente, según la regla de Simpson, haciendo n = 3. 


PROBLEMAS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano normal a cada una 
de las siguientes curvas alabeadas en el punto indicado, 


Sol. AA a E ax+2by+ 32 = 00424304, 
c 
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x=2t y=P. z=408M; 1=1. 


SY —_ pod a, 3 
Sol. do E 6 x+y+8z=3. 


x 
fl 


B=l y=:1+1L, z= 45 1-2. 


Sot. LETALES EZA der sil. 


Sal, pol 2=t: x+y+3z=-=83. 


x=acost, y=bsnt,2=tj3 t= la, 
x=t y=et, z=e+tj; t=0. 

Fx =cost, y=snt z=tgti t=0 
Hallar la longitud del arco de la hélice circular 


x=acosó, y=asend, z= b0 


entre los puntos correspondientes a 0 =0 y 0=2x. 


10, 


Sol. 2a Wa +b?. 
Hallar la longitud del arco de la curva 


x=30cos4, y=304sen0, z=40 


entre los puntos correspondientes a 0 =() y 0 =4. 


11, 


Sol. 26+ = la 5 = 32.70. 
Hallar la longitud del arco de la curva 


x=2t y=1*-2, z=1-? - 


entre los puntos correspondientesa t =0 y t= 2, 


12. 
(5) 


(6) 
a) 
b) 


c) 
d) 


Dadas las dos curvas 
x=t y=2P, 22 


x=1l-0, y=2c0s0, z=senb—l. 
Demostrar que las dos curvas se cortan en el punto A (1, 2, —1). 


Hallar los cosenos directores de la tangente a la curva (5) en el punto Á. 
1 4 1 


Hallar los cosenos directores de la tangente a (6) en A. 


Sol. 


Hallar el ángulo de intersección de las curvas en A. Sol. 90”. 
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13. Dadas las dos curvas 
x=2—=t, y=18-4 z= (4-8; 
x=sen%d, y=4  z=1—cosf. 

a) Demostrar que las dos curvas se cortan en el origen O. 

b) Hallar los cosenos directores de la tangente a cada curva en O. 


c) Hallarel angulo de intersección de las curvas en O. 


14. 1) Si OF, OE, ON de la figura 197 se eligen como ejes de coorde- 
nadas OX, OY, OZ, respectivamente, y si P(x, y, z) es un punto de la 
esfera, demostrar que x=a cos y send, y =a cospcos Ó, z =a sen q, si o y Ó 
son, respectivamente. la latitud y longitud de P. 


Bb) Empleando (3), y (3) del Articulo 4, hallar el ángulo «4 en P que 
forman el paralelo que pasa por P y una curva sobre la esfera para la que 


0=f(p). 


Sol. tgu= seco ce, como en el Art, 222, 


237. Ecuaciones de la normal y del plano tangente a una superficie. 
Se dice que una recta es tangente a una superficie en un punto P si es 
la posición límite de una secante que pasa por P y un punto vecino 
P' de la superficie, cuando P' tiende a P a lo largo de una curva 
trazada sobre la superbcie. Ahora vamos a establecer un teorema de 
importancia fundamental. 


Teurema. Todas las tangentes a una super ficie en uno de sus puntos 
están en un plano. 


Demostración. Sea 
(1) Fíz, y, 2) =0. 


la ecuación de la superficie dada, y sea P(x, y, 2) un punto de la 
superficie. Si ahora hacemos que P* tienda a P a lo largo de una 
curva C situada sobre la superficie y que pasa por P y P', entonces, 
por definición , la secante se aproxima a la posición de una tangente a 


la curva C en P. Sean las ecuaciones de la curva C 
(2) =$ (0), y=w(0), 2=x(). 


Entonces la ecuación (1) debe satisfacerse idénticamente para estos 
valores. Por tanto, si u= F(x,y, 2), entonces u=0,du=0, y 
según (E) del Artículo 229, 


663 OF de, dr dy , dr de 


ET e O 
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Esta ecuación (véase (3) del Art. 4) demuestra que la tangente 
a (2), cuyos cosenos directores son proporcionales a 


dx dy dz 


de” dt? dt? 


es perpendicular a una recta cuyos cosenos directores son proporcio- 
nales a 


óF 93F AF ¿ 
(4) dz' dy! de Según (3) del Art. 4 
Sea Pi(21, y, 21) un punto de la superficie, y sean 
or lar gr 
5 ==, la — 
E do; lay > [19], 


los valores de las derivadas parciales (4) cuando 
T=M, Y=Y1, 2=2%1. 


La recta que pasa por P1 y tiene por números directores (5) se llama 
la línea normal a la superficie en Pi. De esta definición tenemos el 
siguiente resultado ; 


Las ecuaciones de la normal a la super ficte 


(1) F(x, y, 2)=0 
en Pi(x1, y1, 21) son 
(E) A is O js E 
or] orj  por 
Ox 1 dy 1 Oz 1 


Este razonamiento muestra que todas las tangentes a la superficie (1) 
en P1 son perpendiculares a la normal en P;. Luego están en un 
plano. Así queda demostrado el teorema. 

Este plano se llama el plano tangente en Ps. 

Ahora podemos enunciar el siguiente resultado. 


La ecuación del plano tangente a la superficie (1) en el punto de con— 
tacto Pr(Xx1, yi, z1) es 
oF 
(F) —| [z — z1) =0, 
071, 


oe 2) + 00 + 


OBSERVACION. Si todos los denominadores en (E) se anulan, la normal y 
el plano tangente son indeterminados. Tales puntos se llaman puntos singula- 
res, y no se estudian aqui. 
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En caso de que la ecuación de la superficie se dé en la forma 
a= f(x, y), sea 
(6) Fl, y, 2)=f(1,y)-2=0. 


9F _0f_0 0F_0f_dz ar _ 
Entonces de 0%” ax” Y ay Oy" A 


De esto, según (E), tenemos el siguiente resultado. 


Las ecuaciones de la normal a la: superficie z=f(x, y) en 
(x1, y1, 2) son 


(6) xX=X_ Y Eon 
a a A 
Óx|1 dy! 
Además, según (F') obtenemos 
Óz 0z 
H Je a doma =S a = 
(21) 3, 2) + [gy], Y yi) — (2 — 21) =0, 


luego ésta es la ecuación de un plano tangente en (X1, y1, 21) a una 
superficie cuya ecuación viene dada en la forma z =1f (x, y). 


238. Interpretación geométrica de la diferencial total. Alora es- 
tamos preparados para interpretar geométricamente la fórmula (B) del 
Artículo 227 , de modo análogo a lo hecho en el Artículo 91, 

Consideremos la surperficie 


(1) 2=f(z, y), 
y el punto (4%, y, 21) de ella. Entonces la diferencial total de (1) 
es, cuando 
t=1n, Y=Y, 


(2) di = Ay, 


dz 
Ar + | 
¡ + dy! 


empleando (B) del Artículo 227, y reemplazando dx y dy por sus 


equivalentes Ax y Ay respectivamente. Determinemos ahora la coor= 
denada 2 del punto del plano tangente en Pi en donde 


r=x + Ar, y=y1+ Ay. 
Sustituyendo estos valores en (H) del Artículo 237, encontramos 


de 
óx 


(3) 2= 2 = Az + 


1 


02 
rn E 
dy! y 
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Comparando (2) y (3), encontramos de =2—z21. De aquí el 
siguiente 


Teorema. La diferencial total de una función Í (x, y), correpon— 
diente a los incrementos 
Ax y Ay, es igual al in- 
cremento correspondiente 
de la coordenada z del 
plano tangente a la su— 


perficie z = f(x, y). 


Así, en la figura 212, 
PP' es eleplano tangente 
a la superficie PQ en 
Pz, y, 2). 


Sea AB= Az 
y CD = Ay; 


entonces Fig. 212 
de =2—21 = DP! — DE = EP. 
Obsérvese también que Az = DQ— DE = EQ. 


EJEMPLO. Hallar la ecuación del plano tangente y las ecuaciones de la 
normal a la esfera x* + y? +2? = 14 en el punto (1, 2, 3), 


Solución. Sea F(x, y. z)=x?+ y? + 2?— 14; 


entonces Fe, aF_3 Y Ea x=!  y=2, z1=3. 
0x dy Úz 
Luego e = 2, aF =4, al e. 
dxi1 ayi 0z|1 


Sustituyendo en (F), se encuentra 
2(x— 1) 4 4(y —2)+ 6[z-—3)=0, 


O sea, x+2y+32= 14, para ecuación del plano tangente. 


Sustituyendo en (E), A e A 


lo que da 


para ecuaciones de la normal. 
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PROBLEMAS 


Hallar la ecuación del plano tangente y las ecuaciones de la normal a cada 
una de las siguientes superficies en el punto indicado. 


1, 14 y2+22=49; (6, 2, 3). 


Sol. 6x+2y4+32=40; 21722, 
2. z==x2+y=l; (2,1,4). 

o AT Al GV ae 
Sol. 4x+2y=2=6: LL 2-24 

3. xi+xy9+y944z2+1=0; (Q, -3, 4). 
Sol, Diigo LEE ALAS, 

13 15 1 

4 2A+l2ay+ygtz7=0; (1, —2, 6). 

Sol. 1x+F12y=z2+8=0; 221 2 


5. Ay+xz2—2y—10=0; (2, 1, 4). 
Sol. Arpa ds 22 2 


6. ai—y—z2=l; (3, 2, 2). 

Y. ty —z2=207 (1,7. 3). 

8. 2x4 3 y2442=6; (1, 1, %5). 
9. x+y=z0=3; (3, 4, 2). 


10, Hallar la ecuación del plano tangente al hiperboloide de dos hojas 


2 
e a ] enel punto (x1, y1, Z1). Sol. 1% _ YY _ Zi 1, 
c o 


11. Hallar la ecuación del plano tangente en el punto (xi, y1. z1) a la 
superficie ax? + by? + cz? + d =0. Sol. axix + byuy + cziz + d =0. 
12. Demostrar que la ecuación del plano tangente a la esfera 
+y+2242Lx4+2My42Nz24D=0 
en el punto (x1, Yi. Z1) es 


xx + yu + zz EL(x+x0+M(y+y0+N(2+21)+0D=0, 


13, Hallar la ecuación del plano tangente en un punto cualquiera de la 
superficie 
xq yA zA = 05%, 


y demostrar que la suma de los cuadrados de los segmentos que determina sobre 
los ejes coordenados es constante. 
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14. Demostrar que el tetraedro formado por los planos de coordenadas y un 
plano cualquiera tangente a la superficie xyz = a? es de volumen constante. 


15. La curva x=, y==,z= corta a la superficie 


x?—4y2—427=0 en el punto (2, 2. —3). ¿Cuál es el ángulo de inter- 
sección ? 


10 
Sol. “0” — arc cos > 5 320 377, 
3 Y 138 


16. Lasuperficie x2+4y24+43 22? =25 y lacurva x=2 1, y = EN ¿=> 12 
l 


se cortan en el punto de la curva correspondiente a [ =l. ¿Cuales el ángulo de 
intersección ? 


o 
Sol. YW*%— arc cos —= 0% 107, 
Y 


17. Elelipsoide x? 4 2 y? +3 2? = 20 y la curva alabeada 
=> (4D yd 20 


se cortan en el punto (3, 2, 1). Demostrar que la curva corta a la superficie 
ortogonalmente. 


239. Otra forma de las ecuaciones de la tangente y el plano normal 
a una curva alabeada. Si la curva en 
cuestión es la intersección ARB (figu— 
ra 213) de las dos superficies 


F(x,y,2)=0 y Gle,y,z)=0, 


la tangente PT en P(x, yr, 21) esla 
intersección de los planos tangentes 
en ese punto CD y CE; en efecto, la 
tangente a las dos superficies, debe 
estar en los dos planos tangentes y, 
por tanto, es la recta de intersección . 
Las ecuaciones de los dos planos tan- Fig. 213 
gentes en P son, según (F), 


pe 
Óx 
00 
Ox 


or or 
al + as1, € =21)=0, 


(1) 


2=2)=0, 


dG ol 
aa + del; 
Estas ecuaciones, tomadas simultáneamente , son las ecuaciones de 


la tangente PT a la curva alabeada AB. 
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Si A, B, C son los parámetros o números directores de la recta 
de intersección de los dos planos (1), entonces, según (6), Artícu- 


lo 4, tendremos: 


al a6| _|ar| [ac 
lady lr dz li dz l1|0y|1? 
arl| loG óF| l9G 

2 = 94] [96] _[9f| [96 
(2) B 021, |0x11 dx|,|021,?” 
c-|2r) Jae E aq 
—fóxlrldylr  lóylilóxl!1' 


Entonces las ecuaciones de la tangente CPT son 


8) E SS 
La ecuación del plano normal PHI es 
(4) 4A(r-—m)+B(y—y) + C6—23)=0, 


EJEMPLO 1. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano 
normal en (r, r, r W2) a la curva de intersección de la esfera y el cilindro 
(fig. 214) cuyas ecuaciones son, respectivamente, 


X3+4+y4pz=4e ?, x2 +4 y? =2 rx. 


Solución. Sea F=x*+yH+z—-4r y G=x*+y—2rx 


OF e | La 
——= =21 ' — =2 ' — == 2 2 
ES ys E 3 laz 1 Eva; 


[E =0, e A Sl = (. 
dx dy l1 Oz |1 


Sustituyendo en (2). encontramos 


A=-4r4V2, B=0. C=4r. 


En consecuencia, según (3), tenemos 


e A 
vi o ] , 


O sea. y=r5. x+yVlz=3r, 


y éstas son las ecuaciones de la tangente PT en P a la curva de intersección. 
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Sustituyendo en (4). obtenemos la ecuación del plano normal, 
—=V 2(x—r)+0(y=5r)+l2=rvW2)=0, 
O sea, V2ix—z2=0. 


EJEMPLO 2. Hallar el angulo de intersección de las superficies del ejemplo 
anterior en el punto dado. 


Solución. El ángulo de intersección es igual al ángulo formado por los 
planos tangentes o por las normales. En el ejemplo 1 (véase (E) del Art. 237) 
hemos obtenido para números directores de las normales 


a=1rn b=1e 1=2rV 2; 
al =0, b=l1r, (1= 


Luego, según (6), Art. 4, 


aa ia o 0 = 007 
8 r! 2 
PROBLEMAS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano normal a cada una 
de las siguientes curvas en el punto indicado. 


1. 2 yz? 40. x2+y=)3; (3. 2, —6). 
3 


Sol. ¿4005 2 —3y=0 


2. z=ex?+y—il, 3x24+24y2+72=30: (QQ, l, 4). 
e AE ASE e ARA VR, 
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3. x2+yoz=1l6, x2+4y+4422=84; (2, 4, 2). 
Sol. at, l6x—-5y+06z=2M. 


16 —>5 


t. 2 +94+32=3, 21 +y4-22=0; (, 1, 3). 
Sol. ELA EA 10 6x=-21ly+z2+6=0. 


5, x*—y=z=1l, yx —-y242=09; (3, 2, 2). 
6. x244y?-4z22=0, 2x4 y+z-—24=0; (8, 3, 5). 
7, Las ecuaciones de la hélice son 
Pe yd 2, 
y=xwgt. 
€ 
Demostrar que en el punto (x1, Yi, 21) las ecuaciones de la tangente son 
clx—= x1)+yi[z —z1)=0, 
c(y=y)=xlz-21)=0, 
y la ecuación del plano normal es 
yix = xy =clz — z1) = 0. 


8. Lassuperficies xy +42 x +2=l0 y 3 x?+4y42-2z=09 se cortan 
en una curva que pasa por el punto (2, l. 2). ¿Cuáles son las ecuaciones de 
los respectivos planos tangentes a las dos superlicies en este punto? 

Sol. 3x4+4y+062=72%; 6Óx+y=z2=l!. 

9. Demostrar que el elipsoide x* + 3 y 4-2 22=0 y la esfera 

X+ty4z2-3S3x—8y-62 +24=0 


son mutuamente tangentes en el punto (2, 1, 1). 


10, Demostrar que el paraboloide 3 124+2y?-2:2=1 yla esfera 
Aa+yrr—4y—2z2+2=0 


se cortan ortogonalmente en el punto (1. 1, 2). 


240. Teorema del valor medio. Las aplicaciones de las derivadas 
parciales que se darán a continuación se basan en el teorema del valar 
medio para funciones de varias variables. El resultado que se ha de 
deducir se funda en lo estudiado en el Artículo 116. Vamos a estable- 
cer la fórmula 


(1) [/(W+h, 9 +k)=/(%0, 19) + hfz(x0 +06h, ya +09k) 
+ kf, (20 + 0h, m+ 0/2. 
(0<g8<1) 
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Con este fin sea 
(2) F(1)=f(20 + Hh, yo + kt). 


Aplíquese (D), Art. 116, a F(t), cona=0, y Aa=1. En- 
tonces tenemos 


(3) F(1)=PF(0)+7PF'(0). (0<g9<1) 

De (2), según (D), Art. 229, porser z=x1+ht, y=Y+bkl, 

(4) F'(t) = hfzlzo + ht, yo + kt) + hkfy(zo + ht, yo + kt). 

Entonces obtenemos de (2) 

(5) Pl)=S(W+h, y FR), F(0)=f(2, yo), 
y de (4) 

(6) F'(0) = hfz[to + 0h, yo + 0k) + kfilzo + 06h, yo +0k). 
Cuando estos resultados se sustituyen en (3), obtenemos (1). 

Si deseamos una fórmula análoga a (F), Art. 124, tenemos que 
formar FP”(t), Aplicando otra vez (D), Art. 229, obtenemos 

Sy Sel + ht, Yo +6) = hfezíto + ht, yo + kt) 
+ hiuslzo + ht, yo + kt); 


- film ER, 9 Edd) = Mikza EM, pe E RO 
+ kfuykzo + ht, ya + k0. 
De (4), derivando con respecto a l, tenemos 
(7) FO) =Wfeslzo + ht, yo E RO +2 hk fala + ht, Yo + Re) 
+ le? kza + At, ya +k0). 
De (F), Art. 124, haciendo b=1,a=0, z:=0, resulta 
(8) P()=F0)+F01+ 5 


PU(9). 


Ahora podemos fácilmente demostrar el teorema generalizado de: 
valor medio para una función de dos variables, sustituyendo en (8) los 
valores dados por (5), (4) y (7). Así obtenemos 


(9) S(xo El h, Yo ña k) = f (zo, yo) + hfalito , yo) + kfy (to , Yo) 
+ 17 [Méfes(xo + 6h, yo + 0k) +2 higfay(an + 0h, Yo 0) 
+ hfnlao + 0h, ya + 0k)]. (0<04<1) 


No es difícil establecer las fórmulas correspondientes para las 
funciones de más de dos variables, ni generalizar los teoremas de 
uná manera análoga a la del final del Artículo 124. 
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241. Máximos y mínimos de funciones de yarias variables. Ln 
los Artículos 46 y 125, se dedujeron condiciones necesarias y suficien— 
tes que deben cumplir los máximos y mínimos de una función de una 
variable. Ahora emprenderemos la resolución de este problema para 
el caso en que la función dependa de varias variables independientes. 

Se dice que la función f (1, y) es máxima en z=a, y =b cuan- 
do f (a, b) es mayor que f(x, y) para todos valores de x y y en la 
vecindad de a y b. Análogamente, se dice que f (1, y) es mínima 
en z=a, y =b cuando f (a, b) es menor que f (1, y) para todos 
los valores de x y y en la vecindad de a y b. 

Estas definiciones pueden enunciarse en forma analítica como sigue : 


Si para todos los valores de h y k menores en valor absoluto que 
alguna cantidad positiva pequeña , es 


(1) J(a+h,b+k)—[Í(a, b) = un número negativo , 
entonces f (a, b) es un valor máximo de f(x, y). Si 
(2) fla+h,b+k)—f(a2, b) = un número positivo , 


entonces f (a, b) es un valor mínimo de f (2, y). 


Fig. 215 


Estas proposiciones pueden interpretarse geométricamente como 
sigue. Un punto P de la superficie 


2= Jíx, y) 


se dice que es im máximo cuaudo es ' “más alto ”” que todos los otros 
puntos de la superficie en su vecindad, suponiéndose horizontal el 
plano de coordenadas XOY. Análogamente, P” es un mínimo cuando 
es *“más bajo”” que todos los otros puntos de la superficie en su 
vecindad. 
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Por tanto, si 
a=fía, b) 


es máxima o mínima , el plano tangente en (a, b, 21) debe ser hori- 
zontal; es decir, paralelo a XOY. Pero el plano tangente (4) (Ar- 
tículo 237) es paralelo a XOY cuando los coeficientes de x y y son 
cero. Luego tenemos el siguiente resultado : 


Una condición necesaria para que f (a, b) sea un valor mázimo o 
mínimo de 1 (x, y) es que las ecuaciones 


(3) 20, 5 =0 


se satisfagan para X= uu, y = b. 


Las condiciones (3) pueden obtenerse sin recurrir al plano tangente. 
En efecto, cuando y =b, la función f(z, b) no puede ni aumentar 
ni disminuir cuando x pasa por a (véase el Art. 45). De esto se sigue 
la primera de las ecuaciones (3). La misma proposición se aplica a la 
función f(a, y). Así tenemos la segunda ecuación de (3). 

El método que acaba de exponerse se aplica a una función de tros 
variables f(x, y, 2). Es decir, una condición necesaría para que 
fla, b, ec) sea un valor máximo o mínimo es que las ecuaciones 


of of of _ 
(4) =0, A, ¿=> 


tengan la solución común 1=4a,y=b,2=cC. 

El problema de encontrar condiciones generales necesarias y sufi- 
cientes es mucho más difícil (véase más adelante). Pero en muchas 
aplicaciones la existencia de un valor máximo o mínimo se sabe de 
antemano, y no es necesario ningún eriterio. 


EJEMPLO 1. Una pieza de hojalata de 24 cm de ancho ha de convertirse en 
artesa doblando hacía arriba los dos lados. Hallar 
el ancho y la inclinación de cada lado si la capa- 
cidad es máxima. 


Solución, El área de la sección transversa, 
que se muestra en la figura 210 debe ser máxima. 


La sección transversa es un trapecio cuya base 29-21: ——+] 
superiores 24—2 x +2 x cos u, su base infe- Ñ 
riores 24—2 x y su altura xsen u. El área A es Fig. 216 


(5) A = 24 xsenu —2x? sena + ax? sen a cos U, 
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Derivando, tenemos 


2 Y sen a — den 2x0 cos a, 

E 

YA - 9 2 42 2 2 y 

e AO cos U4 + x?*(co0s? 4 — sen? u). 
a 


Igualando a cero las derivadas parciales, tenemos las dos ecuaciones 


2 senu (12-22 x+xc084) =0, 


x [24 cosa—2xc0s4u + x(cos? a — sen? 4) ] =0. 


Una solución de este sistema es 4 =0, x =0, lo que daría la capacidad mí- 
nima, asaber, cero. Suponiendo que Y y x no sean igual a cero, y resolviendo 
el sistema, obtenemos cos u = VA, x= 8. 

La naturaleza del problema muestra que debe existir un valor máximo del 
área. Luego, este valor máximo se encuentra cuando au =60* y x =8cm. 


Ahora establezcamos una condición suficiente. Suponiendo que las 
ecuaciones (3) sean ciertas, de (9) del Art. 240, sustituyendo 
Zo = 4, Yo = b y transponiendo, resulta 


(6) Sla+h, D+k)—fla, db) = El RP fulz, y) +2 hkfay(x, y) 


+5 Sake, y) ), 


en donde hemos hecho 1= a+ 0h, y =b+0k. Según (1) y (2), 
f(a, b) será máxima (o mínima) si el segundo miembro es negativo 
(o positivo) para todos los valores de h y k suficientemente pequeños 
en valor numérico (exceptuando el valor cero). Hagamos 


(D) A=faele, y), B=ful0, Y), C=fwlx, y), 
y consideremos la identidad 
(8) AR +2 Bhk+ CH? = 4 (Ah + BL + (40 — B*)k*]. 


La expresión dentro de los corchetes en el segundo miembro de (8) 
es siempre positiva si 


(9) AC—B?>0, 


y, por tanto, el primer miembro tiene el mismo signo que A (o €, 
puesto que según (9) A y C tienen que ser del mismo signo). En con— 
secuencia, lo que debemos hacer ahora es aplicar el criterio (9) al 
segundo miembro de (6), en el cual, como ya se ha dicho, h y k son 
numéricamente pequeños. Supongamos que (9) es cierta cuando 
x=a, y=b. Entonces, siendo continuas las derivadas en (7), 
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también será cierta para valores de x y y próximos a a y b. Ade- 
más , el signo de A (o C) será el mismo que el de 


fila, b) (o Ífuwla, b)). 


Así hemos establecido la siguiente regla para hallar yalores máximos 
y mínimos de una función f(x, y): 


PrIMER PASO. Se resuelve el sistema formado por las ecuaciones 


SEGUNDO PAsO. Se calcula para los valores de x y y encontrados 


el valor de 
Aa 0*f io af y? 
dx? dy? Nox oy)" 


Tercer Paso. La función tendrá: 
o*f 
a (o ») <0; 


a) > 

Si A es negativo, no es difícil ver que f (2, y) no tendrá ni máximo 
ni mánimo. 

El lector debe observar que esta regla no da necesariamente todos 
los valores máximos y mínimos. En efecto, un par de valores de 
x y y determinados por el primer paso pueden anular a Á, y pueden 
conducir a un máximo o a un mínimo o bien ni a máximo ni a mínimo. 
Por tanto, para tales valores se necesita un análisis adicional. Sin 
embargo, la regla basta para la resolución de muchos problemas 
importantes. 

La cuestión de los máximos y mínimos de funciones de tres o más 
variables independientes se deja para los tratados más adelantados. 


un valor máximo si: A>0 y 


Y ox 

rf 
un valor minimo s. A>0 y —= 

Y ae 


EJEMPLO 2. Calcular los máximos y minimos de la función 


3axy — 13 — y? 
Solución. Fix. y) = 3 axy — x* — y?. 


Primer paso. E x?=0, 3 ax-3y*=0. 
Ox 0y 
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Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones, obtenemos 


x= 0, x=a0, 
y=0, y =4. 
o%f o?f 0%f 
Segundo paso. —_=—6x, 3a, —=-—6 
d ó dx? rr 7 * 


A ( o*f 


dx? dy? Vox oy 


2 
=3 —9a?. 
ax ay? ) 6 xy a 


Tercer paso. Cuando x=0yy=0, es A =-—09a?, y por lo tanto, 
para (0, 0) no hay ni máximo ni minimo. 


2 
Cuando x=a y y=a, es A=+27 a?; y puesto que e =—6 a, tene- 
Xx 


mos realizadas en (a, a) las condiciones para un valor máximo de la función. 
Sustituyendo x =a, y =a en la función dada, obtenemos su valor máximo 
igual a a?. 


EJEMPLO 3. Dividir a en tres partes tales que su producto sea máximo. 
Solución. Sea x = primera parte, y = segunda parte; entonces 
a=(x+y)=a—x-— y = tercera parte; 
y la función por examinar es 
Fx, y)= xy(a — x — y). 


Primer paso. % =ay-2xy y? =0, Yo ax—2xy —x*=0, 
Óx dy 


Resolviendo este sistema, obtenemos como una pareja de valores 


E 0? 
Segund 0 AR 2 AZ 
egundo pas Ai y Ox dy 


A=4xy-— (a-2x-2 y)?. 


2 
Tercer paso. Cuando x = 5 y y= EN es A = q y puesto que 


f__la 
dx? 3 
se ve que el producto es máximo cuando x = 3% y= e Luego, la tercera 


3 
parte es también 5 , y el valor máximo del producto es 7 
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Calcular los máximos y minimos de las siguientes funciones: 


Ll. 2 4xy + y —0x + 2. Sol. x=+% y=—21da minimo. 
2. 4£x+2y-=x?+xy-— y. x="%  y=*% da máximo. 
3. 2x-2xy+yH45Sx-—J3 y. x=—l, y =% da mínimo. 
4. x9—3 uxy + y?. x =y =au da minimo. 
5, senx +sen y + sen (x + y). y=> da máximo. 


A) 


x=y= 2% da mínimo. 
3 


6. x?—xy + y?4+ax+by+<: 
7, y att 
e * y 


8. Demostrar que el valor máximo de la función 


(ax + by +0)? 
es a+ b?4 2, EXER 


9, Hallar el paralelepipedo rectángulo de volumen máximo que tiene tres 


caras en los planos coordenados y un vértice en el plano Ey Y L=1. 
a € 


b 
Sol. Volumen = e. 


10, Hallar el volumen máximo del paralelepipedo rectángulo que puede ins- 


2 EA 2 2 2 8 abc 
b 1 elipsoide Ey Ly =1. Sal. 2 
cribirse en el elipsol tata o 37" 


11. Un pentágono está formado (fig. 217) por un rectángulo coronado de 
un triángulo isósceles. Si el perímetro del pentágono tiene un valor dado P, 
hallar los valores de x, y y 4 para que el área sea maxima. 


P 


he e UT DA AA 
so a E 12+ 2 seco —1tg au 


y == x(1 + sec a). 


y 
12. Hallar la distancia más corta entre las rectas 
ESE, z 
AAA x=y-—%izz, 2x 
2 3 y y 


Fig. 217 


13, Un fabricante produce dos clases de dulces de 
costos medios constantes de 100 centavos y 120 centavos por kilogramo. 
Si el precio de venta de la primera es x centavos por kilogramo y el de la 
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segunda y centavos, el número de kilogramos que pueden venderse cada semana 
se da por las fórmulas 


= 125 (y — x), N2 = 16000 + 125 (x —2 y). 
Demostrar que para máxima ganancia los precios de venta deben ser 178 centavos 


y 188 centavos por kilogramo. 


14, Un fabricante de máquinas y hojas de afeitar produce a un costo medio 
constante de 40 centavos de dólar por máquina y 20 centavos por docena de 
hojas. Si las máquinas se venden a x centavos cada una y las hojas a y centavos 


la docena, la demanda del mercado en cada semana es 2.900 000 máquinas y 


3.009 Que docenas de hojas. Determinar los precios de venta para la máxima 
xy 


ganancia. 


242. Teorema de Taylor para funciones de dos o más variables. 
El desarrollo de f(x, y) se encuentra empleando los métodos y resul- 
tados de los Artículos 194 y 240. Consideremos 


(1) FP(t)=f(2+h, y+kt), 
y desarrollemos F(t) como en (5) del Artículo 194, El resultado es 
(2) F(1)=F(0)+F'(0) E + F"(0) e 
-1 
+ FO (0) Tesi +kR. 


Los valores de F(0), F'(0), F“(0) los obtenemos sustituyen 
do t=0 en (2), (4), (7) del Artículo 240. Derivando (7) y ha- 
ciendo ¿= 0, resultarán las expresiones para F""(0), etc. Estas se 
omiten aquí. Sin embargo, obsérvese que F""(0) es homogénea y de 
tercer grado en h y k. Lo mismo es cierto para las derivadas su- 
periores. Si se sustituyen estos valores en (2) y hacemos ¿=1, el 
resultado es 


(3) dei y+k)=flx, y) +hfdz, y) + kfiz, y) 
+12 [ h? fex(t, Y) +2 hkfey (e, y) 


+ fte, Nl+ .. 


La expresión para R es complicada, y se omitirá de aquí en 
adelante. 
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En (3) hagamos z=a, y=b, y entonces reemplácese h por 
(z—a) y k por (y —b). El resultado es el teorema de Taylor para 
una función de dos variables, 


(1) flx y) = fla, b) + f. (a, b) (x— a) + f, la, b) (y — b) 
+7 Velo 1) (0) 


+2 fu (a, db) (x — a) (y — b) 
+ Fu (a, bd) (y —D?1+ A 


Finalmente, haciendo a=b=0, obtenemos el siguiente des- 
arrollo que corresponde a la serie de Maclaurin, (4) del Artícu—- 
lo 194, 


(J) Fix, y) = F(0, 0) + f:(0, 0)x + f, (0, 0) y 
4 1 [fa (0, 0)x2 + 2 fa (0, 0) xy 


+ Fu (0, 0)y*1+.... 


El segundo miembro de (J) puede escribirse como la serie infinita 


us Us 
(4) Ma 
en donde 
Un =JF(0, 0, 
úu=/(0,0)7+/,(0, 0)y, 
Ya = fix (0,0) +2 fe (0, 0)2y + fwl0, Oy”, 


ete. 


Los términos de (4) son polinomios homogéneos en (rx, y). El 
grado de cada uno es igual al subíndice. Es decir, mediante la 
fórmula (7) la función queda desarrollada en una suma de polinomios 
homogéneos en (x, y) y de grado ascendente. Análogamente, en (7) 
los términos del desarrollo son polinomios homogéneos en 


(ra, y—b). 


La fórmula (7) se llama desarrollo de f(x, y) en el punto (a, b). 

Debe recurrirse a tratados más adelantados para la resolución del 
problema de determinar los valores de (£, y) para los que los des- 
arrollos (7) y (J) son aplicables. 
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Limitando la serie (4) en cualquier término, se obtiene una 
fórmula aproximada para f(w, y) con respecto a valores próximos 
a (a,b) o (0, 0). Compárese con lo dicho en el Artículo 200. 

EJEMPLO. Desarrollar la función 

xy? + sen xy 


en el punto (1, Y 1) hasta términos de tercer grado. 


Solución. Aquí 


l, b=lx. 
xy? + sen xy. 


a 
F(x, y) 
felx. y)= y? + y cos xy, 


fulx, y)= 2 xy + x cos xy. 
Fex(x, y) = — y? sen xy, 
fau(x, y) =2 y + cos xy — xy sen xy. 


fuy(x, y)=2 x — x? sen xy. 
Sustituyendo x =1, y = Xx, los resultados son 
fl, 4 =4.we-+!l, 
fall, 4 Dy=-=%Yx, 
fuid, La =x, 
fall, ho=-Y4wv, 
fe (1, dfa)=%a, 
fu(l, fa) = 


Sustituyendo en (1), obtenemos 


xy +Hsenxy=1 +4 YU 244 W(x-—ID+31(y-%M6a) 


Hal re =Dt+G=0D (y-3=) 


+(y-31)]+..- 


Fácilmente se pueden deducir fórmulas para desarroliar una función de tres 
variables f(x, y, z). Estas se dejan como problemas. 


PROBLEMAS 


1. De (1) del Artículo 242, demostrar que 


+3 hk? 


F (0) = eel +3 pon | 2 


o3f o3f 
dx al ER la 


0x? dy lo 
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2. Verificar el siguiente desarrollo 


xy, xt+6xtgy+ y 


cos x cos y =1— E E 


TT 
>= — > NS 
E 
3. Desarrollar sen x sen y en potencias de x y y. 


4. Verificar el siguiente desarrollo: 


aFlog (1+ y)=y+1( xy log a — y? + x*y log? a 
= xy loga+ly+... 


5. Desarrollar x* + xy? en el punto (1, 2). 
6, Verificar el siguiente desarrollo: 
343 x2y+3 xy +u? 
— o o a 
[3 
Verificar las siguientes fórmulas aproximadas para valores pequeños de x y y: 


Ts. e*seny=y+xy. o qe 
8, eln (1 +y)=y>+ xy. y l+y 


sen (x+yl=x+y-=— 


=1+1(x—y)- 


CAPITULO XXYV 
INTEGRALES MULTIPLES 


243. Integración parcial y sucesiva. Correspondiente al capítulo 
de diferenciación parcial del Cálculo diferencial, tenemos el procedi- 
miento inverso de ¿integración parcial en el Cálculo integral. Como se 
puede colegir de la conexión , “integración parcial”? quiere decir que, 
teniendo una expresión diferencial que contiene dos o más variables 
independientes, la integramos considerando en primer lugar que una 
sola de ellas varía, y que todas las otras son constantes. Entonces 
integramos el resultado dejando variar alguna otra de las variables y 
manteniendo las otras como constantes, y así sucesivamente. Tales 
integrales se llaman dobles, triples, etc. según el número de variables, 
y, en general, integrales múltiples . 

En la resolución de este problema no hay nada nuevo excep- 
to que la constante de integración tiene una forma nueva, llus- 
traremos esto por medio de ejemplos. Supongamos que deseamos 
hallar u dado 


du 
da 2r+y+3. 


Integrando con respecto a x=, considerando y como constante, 
tenemos 


u=?+1xy+31+09, 


en donde $ representa la constante de integración. Pero, puesto 
que durante esta integración y se consideró como constante, + 
puede contener y. Indicaremos que $ depende de y, reemplazan— 
do + por el símbolo $ (y). En consecuencia, la forma más general 
de u es 


u=+:%y+3%x+ d(y). 
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Otro problema : hallar 


u ff + y2)dy de. 


Esto quiere decir que deseamos hallar u, dado 


Integrando en primer lugar con respecto a y, considerando x como 
constante, obtenemos 


du, y 
da Y + 3 + yx), 
en donde y (x) es una función arbitraria de z. 
Integrando ahora este resultado con respecto a x, considerando y 
como constante, tenemos 


3 
a (a) + 00), 
en donde D(y) es una función arbitraria de y, y 


W(x) = Sutayaz ] 


244. Integral doble definida. Interpretación geométrica. Sea 
f(x, y) una función continua y uniforme de x y y. Geométrica- 
mente, 


(1) 2=flx, y) 


es la ecuación de una superficie, tal como KL (fig. 218). Conside- 
remos un recinto S en el plano XOY, y construyamos sobre S 
como base el cilindro recto cuyas generatrices son paralelas a OZ. 
Este cilindro determina sobre KL el recinto S'. Tratemos ahora de 
hallar el volumen V del sólido limitado por S, 5' y la superficie 
cilíndrica. Para ello procederemos como sigue : 

A distancias iguales (= Az) en el recinto S tracemos una serie 
de rectas paralelas a OY, y después una segunda serie de rectas 
paralelas a OX a distancias iguales (= Ay). Por estas rectas ha- 
gamos pasar planos paralelos a YOZ y XOZ, respectivamente. 
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Entonces tenemos dentro de los recintos S y S' una red de líneas, 
tal como se indica en la figura; la red de S se compone de rectán- 
gulos, cada uno de área Az Ay. Esta construcción divide el cilindro 
en varias columnas verticales, como MNPQ, cuyas bases superiores e 
inferiores son porciones correspondientes de las redes en £' y $, 
respectivamente. Puesto que las bases superiores de estas columnas 
son curvas, por supuesto que no podemos calcular directamente el 
volumen de las columnas. Reemplacemos estas columnas por prismas 
cuyas bases se hallan así: cada columna se corta por un plano 
paralelo a XOY que pasa por aquel vértice de la base superior de la 
columna pará el que los valores numéricos de x y y son mínimos. 


Así la columna MNPQ se reemplaza por el prisma recto MNPR, 
cuya base superior está en un plano paralelo al plano XOY , tra- 
zado por P., 

Si las covrdenadas en P son 2,y,z, entonces MP =2= f(x, y), 
y, en consecuencia : 


(2) Volumen de MNPR = f(x, y)Ay Az. 


Si calculamos el volumen de cada uno de los otros prismas que se 
han formado de la misma manera, reemplazando z y y en (2) por los 
valores correspondientes, obtenemos un volumen V' aproximadamente 
igual a V; es decir, 


(3) Y1=X f(x, y Ay az, 
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en donde el doble signo de suma $ y indica que en la cantidad que 


debe sumarse, hay que tener en cuenta valores de dos variables x, y. 

Si ahora aumentamos indefinidamente el número de divisiones 
de la red en S, haciendo disminuir indefinidamente Az y Ay, y si en 
cada caso calculamos la suma doble (3), entonces, evidentemente, 
V' tenderá hacia V como límite, De aquí el resultado fundamental 


(4) V= Im 2 2J(z, y) Ay Az. 
Ay—>0 


Ahora demostraremos que este límite puede hallarse por integración 
sucesiva. 

El volumen pedido puede hallarse como sigue : 

Considérese cualquiera de las rebanadas en las que el sólido queda 
dividido por dos planos sucesivos paralelos a YOZ; por ejemplo, 
aquella cuyas caras son FIHG y JTL'K'. El espesor de esta reba- 
nada es Ax. Ahora bien, los valores de 2 a lo largo de la curva HI 
se encuentran haciendo x= 0D en la ecuación 2= (2, y). Esto 
equivale a decir que a lo largo de /71 es 


2=/(0D,y). 
DG 
Luego Arca FIHG = $ F(OD, yw dy. 
DP 


11 volumen de la rebanada que consideramos es, aproximadamen- 
te, igual al de un prisma de base FIGH y altura Az, es decir, 
igual a 


DG 
Ax - área FIJNG = Az J(O0D, y dy. 


pr 


Evidentemente, el volumen pedido de todo el sólido es el límite de 
la suma de todos los prismas construídos de igual manera, variando 
2(= 0D) de OA a OB; es decir, 


OR nG 
(5) v=/ dz $ ts, my: 
DA Dr 


De la misma manera puede demostrarse que 


nv Eu 
6 V= d y y) dz. 
(6) ¿Pe Se flo, y) dz 
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Los integrales (5) y (6) se escriben igualmente en la forma más 
abreviada 


“UB Du Ov El” 
5 sem aa y $7 S 10 mara. 
y or 


Al DP EW 


En (5) los límites DF y DG son funciones de +, puesto que se 
hallan resolviendo con respecto a y la ecuación de la curva que limita 
la base del sólido. De la misma manera, en (6) los límites EW y EU 
son funciones de y, 

Ahora bieu , la comparación de (4), (5) y (6) da el resultado 


(4) 7-2 2 A y) Ay» ax= $ AN F(x, y) dy dx 
= Se Ss F(x, y) dx dy, 


en donde, en general, vi y va son funciones de y, y ui y us funcio— 
nes de x. En cada caso el segundo signo integral se aplica a la primera 
diferencial. 

La ecuación (4) es una extensión del teorema fundamental del Ar— 
tículo 156 relativo a las sumas dobles. 

Nuestro resultado puede enunciarse en la siguiente forma : 


La integral doble definida 


1 ES y) dy dx 
az «¿un 


puede interpretarse como porción del volumen de un cilindro recto limi- 
tado por el plano XOY y la superficie 


z=1f(x, y), 


siendo la base del cilindro el recinto en el plano XOY limitado por lus 
curvas 
y=M'M.,) fr =U, x=4r, *=42. 


Una proposición semejante es cierta para la segunda integral. 

Es instructivo considerar de la siguiente manera el procedimiento 
anterior de hallar el volumen del sólido. Considérese como un ele— 
mento de volumen una columna de base rectangular dy dx y de 
altura 2. Al sumar todos los elementos de esta clase desde y = DF 
hasta y = DG, siendo x entretanto constante (digamos = 0D), se 
encuentra el volumen de. una delgada rebanada que tiene FGHT como 
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una cara. Entonces el volumen de todo el sólido se halla sumando 
todas estas rebanadas desde x= OA hasta x= OB. 

En una integración sucesiva que implica dos variables , el orden de 
integración representa que los extremos que se escriben en el signo 
integral de la derecha corresponden a la variable cuya diferencial se 
escribe primero , escribiéndose en orden inverso las diferenciales de las 
variables y sus límites correspondientes. 

Antes que el estudiante intente aplicar la integración sucesiva a los 
problemas prácticos, es mejor que adquiera por medio de ejercicios 
alguna facilidad en determinar los valores de integrales múltiples 
definidas. 


EJEMPLO l. Hallar el valor de la integral doble definida 


SISI + weas. 


SAP as 


SIA nas] as 


Solución, 


Interpretando geomeétricamente este re- 
sultado, hemos determinado el volumen 
del sólido de forma cilindrica (fig. 219) 
cuya base es OAB y limitado en su parte 
superior por el plano z = x + y. 

La base del sólido está en el plano 
XOY, y está limitada por los extre- 
mos de y: 


y=0 (recta OB) 


y = V u2—ax? (cuadrante del circulo AB) Fig. 219 
y x=0 (recta OA) 


E 0 UCA o según los extremos de x. 


EJEMPLO 2. Verificar $ % f "ix y)atdy da LR 
» Ú 


o 


FE 2h 4 
Solución. S, ge la — y)x? dy dx =$ [9 el: xdx 
h Ú , 0 


= qe a? dx = Z ato? 
bh 2 0 
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EJEMPLO 3. Verificar qe A cie za 


Val — 12 = a— 
Solución. de SR x dy dx Sol* y] as 
= | "2:Va=xPdx 
0 


Bo O A JS 3 
=[ 5(e x E is 


En una integración sucesiva que implica tres variables, el orden de 
integración se representa de la misma manera que para dos variables ; 
es decir, el orden de los extremos que se escriben en los signos inte- 
grales, leyendo de derecha a izquierda, es el mismo que el orden de 
las variables correspondientes cuyas diferenciales se leen de izquierda a 
derecha . 


EJEMPLO 4. Verificar S e] Sw dz dy dx = >. 
UA ALS: 


Solución. e E S xy? dz dy de a [S7 xy? dz | dy dx 
=$ iS E 2] “dy dx 
=3 Se Six dy dx 
> 5 Sina]e 
sep 


= Sa dx 2. 


2 


En los problemas 1 a 10 de la siguiente lista, debe describirse el 
sólido cuyo volumen es igual al valor de la integral . 


PROBLEMAS 


Calcular el valor de las siguientes integrales definidas. 


SIS +DdAYar =>. SS Sagas. 
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5. SST vayax =>. 8. IES (24 y) dy de = +. 
G. NS fe (x +2 y)ldx dy = an Q. NES (A+ yOdy de =>. 
7 $e Ta xy dx dy = > 10, S, de 5d dx y 


11, UN $e 0? sen 0 dó de = > (á 5% trorh Exc). 
l a cos Ó SA S 
12, de S, 0 sen 0 do do=0%. 


*5 gfatidp cos 0) 4 
13, 2sen0dodó=—a”. 
SSL en rado 


2 pa 4 y _16Y a? 
14. ¿12d NN: do de (r SE. 


15, y A xiyz dz dy dx = 5 a?bi (ad — b3). 
16, ld Le lia xiyz dz dy dx = E a?, 


14; E Ss ES xdez dx dy = > 


> 1 Ip 11 
18, z da dy dx ==». 
14 E a 60 


e po 5) ty de da La 
3 


20, S : SS etutaz dy dx = e = je + a 
245. Valor de una integral doble definida extendida a una región $. 
En el artículo anterior la integral doble definida apareció como un 
volumen. Esto no significa necesariamente que toda integral doble 
sea un volumen; en efecto, la interpretación física del resultado 
depende de la naturaleza de las magnitudes representadas por 2, y, 2 
Six, y, z son las coordenadas de un punto en el espacio, entonces 
el resultado es efectivamente un Volumen. A fin de dar a la integral 
doble definida en cuestión una interpretación que no implique necesa 
riamente el concepto geométrico de volumen , observemos que la yaria— 
ble 2 no aparece explícitamente en la integral, y que, por tanto, 
podemos limitarnos al plano XOY. De hecho, consideremos solamente 
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una región S (fig. 220) en el plano XOY y una función dada f(x, y). 
Dentro de esa región constrúyanse elementos de área rectangulares, 
trazando una red de paralelas como 
indicamos en el Artículo 244, Elíjase 
un punto (zx, y) del elemento de área 
rectangular Ax Ay, dentro del rectángulo 
o sobre su perímetro. Fórmese el pro- 


ducto 
f(x, y) Az Ay, 


y productos semejantes para todos los 
otros elementos rectangulares. Súmense 
estos productos. El resultado es 


2D f(x, y) Az Ay. 


Finalmente, hagamos que Ar>0 y Ay>0. 
Escribimos el resultado en la forma 


Mm 2210, 040=/ 10, 0d, 
S 


Fig. 220 


Ay —>0 


y lo llamamos la integral doble de la función f(x, y) extendida a la 
región $. 

Según (4) el valor del primer miembro de (1) se encontró por 
integración sucesiva cuando f (x,y) no tenía valores negativos para la 
región S. Sin embargo, el razonamiento del Artículo 244 será válido 
si la porción S' de la superficie 2= f (rx, y) está debajo del pla— 
no XOY. Entonces el límite de la suma doble será el volumen con 
signo negativo. Las integrales en (4) darán el mismo número nega— 
tivo. Finalmente, si f (1, y) es positiva para algunos puntos de S y 
negativa para otros, podemos dividir S en subregiones en las que 
f(x, y) sea o siempre positiva o siempre negativa. El razonamiento 
será válido para cada subregión, y en consecuencia para la región 
total S. De aquí la siguiente conclusión : en todos los casos el valor 
de la integral doble en (1) puede determinarse por integración sucesiva . 

Queda por explicar el método de determinar los extremos de la 
integración. Esto se hace en el siguiente artículo. 


246. Area de una superficie plana como integral doble definida: 
coordenadas rectangulares. El problema de las áreas de superficies 
planas se ha resuelto por integración simple en el Artículo 145. 
El estudio relativo al cáleulo de áreas mediante las integrales dobles 
es útil principalmente porque aclara la manera cómo se determinan 
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los extremos o límites de las integrales en el problema general del 
Artículo 245. Para ello procedamos como sigue : 

Tracemos una red de rectángulos como antes. Entonces, en la 
figura , tenemos : 


(1) Elemento de área = Az Ay. 


Evidentemente, si Á es el área entera de la región S, según (1) 
del Artículo 245, es 


(B) 4548 2 0] pea 


Aplicando el resultado enunciado en el Artículo 245, podemos 
decir : 


El área de una región cualquiera es el valor de la integral doble de 
la función f (x, y) = 1 extendida a esa región, 

O también : El área es igual, en valor absoluto, al volumen de un 
cilindro recto de altura igual a la unidad levantada sobre la base $, 
(Artículo 244.) 


Los ejemplos siguientes muestran cómo se hallan los extremos de la 
integración . 


EJEMPLO 1. Calcular el área de la porción de superficie situada arriba 
de OX y limitada por la parábola semicúbica y? = x* y la recta y = x. 


Solución. El orden de integración se indica 
en la figura 221. Hay que integrar, en primer 
lugar, con respecto a x. Es decir, hay que sumar 
los elementos dx dy en una tira horizontal. 
Entonces tenemos 


AC AC 
S dx dy du | dx 
AB AB 


área de una tira horizontal de 
altura dy. 


Y, 


ll 


Después, hay que integrar este resultado con 
respecto a y. Esto corresponde a sumar todas 
las tiras horizontales, De esta manera obtenemos Fig. 221 


OD AC 
A= $; S dx dy. 
0 AB 


Los extremos AB y AC se encuentran despejando x de cada una de las ecua- 
ciones de las curvas que limitan la superficie. Así, de la ecuación de la recta 
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sededuce x = AB = y de la ecuación de la curva se obtiene x= AC = y%. 


A fin de determinar OD, se tesuelve el sistema formado por las dos ecuaciones 


para obtener el punto de intersección E. Esto da el punto (1, 1); luego 
OD = 1. Por tanto, 


Podemos también empezar por sumar los elementos dx dy en una tira verti- 
cal, y después sumar estas tiras. Entonces tendremos; 


a=/ SE (e 6) dx = y — 


En este ejemplo se puede elegir uno u otro orden de integración. Esto no es 
siempre cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo: 


Mo ty 


1 
= 10 


EJEMPLO 2, Hallarel área de la superficie situada en el primer cuadrante y 
limitada por el eje de las x y las curvas x?+ y? =10, y? =9x. 


Solución. Aqui integraremos en primer 
lugar con respecto a x para cubrir una tira 
horizontal; es decir, desde la parábola hasta 
el círculo. Entonces tenemos, para toda el 


árca, 
HI 
AS YA dx dy, 
HG 


puesto que el punto de intersección Í es 
(1,3). A fin de hallar HG, despejaremos x 
de y? =9x. Entonces 


o E 
¿e HG ya. 
Fig. 222 + g Y 


A fin de hallar HI, resolveremos x? + y? = 10 con respecto a x. En- 
contramos 


x=HI=+vV 10-y!. 
Luego 


v 10— y? y y 1 a 
dxdy=| 57 V 10 y? +5 arc sen —-— 55 s| =0,75. 
a-5, E . E vu 
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Si integramos en primer lugar con respecto a y, empleando tiras verticales, 
se necesitan dos integrales. Entonces 


1 3NzZ 
A = y $ dy dx 
0 0 
Y 10 NI0—a% 
=p du dx =6,75. 
1 0 


El orden de integración debe ser tal que el área 
se da por una sola integral, si esto es posible. 


Los ejemplos anteriores muestran que 


hacemos 
A = SS dy o A= Sa dx 


según la naturaleza de las curvas que limitan la superficie. Las 
figuras 224 y 225 ilustran de una manera general la diferencia de 
procedimientos de suma que las dos integrales indican. 


ETORRI, 


A 


Fig. 224 Fig. 225 
PROBLEMAS 
1. Hallar, por integración doble, el área de la superficie limitada por las 


dos parábolas 3 y? =25 x y 5x*=9y, a) integrando en primer lugar con 
respecto a y; b) integrándo en primer lugar con respecto a x. 


25 zx En 
3 vs 5 5 
Sol. a) $ $ dydx =5; b) M4 $ dx dy = 5, 
0 pa? 0 4y? 
Ea 25 


Calcular por integración doble el área finita de la superficie limitada por cada 
uno de los siguientes pares de curvas: 


2. y=4x=x? y=x< Sol. 


A 
pe 


3. y=4x, 2xr-—y=d4. 
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A AA Sol. *%. 

5 g=lxa eb y: 4. 

6. y =4x, x=12+2y- y. 409545, 

T. yz=zlx, xitpy=dx a— 34. 

8. y =9%+x. y=9-=3x. 48. 

9 (kdd BR, Zyaz ¿=0. a?(x—1). 

10. x44+y%=a%, x+y=a. Y a?. 

11. x%+y%=a% x+y=a. YM2(16—3 m)a?. 
12. y=x3-2x, y=6x-—x, 16. 

13. x=C6y-—y y=x. 16. x2+y*=25, 27 y? =16 x?, 
14, 4y=x. y=x. 17. (QLa-x)y=x? y? =ax. 
15. y =x+4, y? =4-2x. 13, x2-—y?=14, x?+ y? = 36, 


247. Volumen bajo una superficie. En el Artículo 244 hemos 
estudiado el volumen de un sólido limitado por una superficie 


(1) 2=$(t, y), 


el plano XOY y un cilindro. Las generatrices del cilindro eran parale- 
las a OZ, y su base era una región S en el plano XOY. El volumen 
de este sólido es, según (4), 


(2) Y= $ foda=f 10, Daza. 
Ss Ss 


El orden de integración y los extremos de las integrales son los 
mismos que para el área de la región S. El volumen de un sólido de 
este tipo es el ** volumen bajo la superficie (1)*”. El problema aná— 
logo para el plano, ““área bajo una curva””, se ha tratado en el 
Capítulo XIV. Como caso especial, el volumen puede estar limitado 
enteramente por la superficie y el plano XOY. 

Obsérvese que el elemento de volumen en (2) es un prisma recto de 
base dz dy y altura 2. 


EJEMPLO l. Hallar el volumen limitado por el paraboloide elíptico 
(3) 4z=16-4 x? — y? 
y el plano XOY. 
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Solución. Despejando z de (3), obtenemos 


] 

4 =4— x= y. 
(0 z ed 
Haciendo z = UY, resulta 
(5) 4 19 + y? = 10, 


que es la ecuación de la curva de la base del sólido en el plano XOY. Luego, 
según (2), empleando el valor z en (4), 


2 2VW4—1? Í 
(6) v=4 $ (4 —q y?) dy dx = 102. 
D 0 
z 


Los extremos de las integrales se to- 
man para el área OAB de la elipse (5) 
que está en el primer cuadrante. 


Fig. 226 Fig. 227 


EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide de 
revolución 


(7) x?* + uy? =az. 
el plano XOY y el cilindro 


(8) xX4y=lax, 


Solución. Despejando z de (7), y determinando los extremos para el área 
de la base del cilindro (8) en el plano XOY, obtenemos, empleando (2), 


24 V2ur—x3 2,2 2 
v=2f $. AE dy dx = 108 
0 0 q 


Para el área ONA (fig. 227), MN =VW 2 ax — x? [obtenida despejando 
y de (8)1; y OA =2 u. Estos son los extremos. 
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PROBLEMAS 


1, Hallar el volumen bajo la superficie z =4-— x?, arriba del plano 
z =0 y limitado por la curva y? =4 


"$ 
2 (2Nz 
Sol. V =2 $ y) Ade 1724. 
0 0 


2. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano x+z =2, 
arriba de z = 0 y adentro de x? + y? = 4. 


j 2 e 
Sol. W=2 (2 —=x)dydx=8x, 
—2 0 


3. Hallarel volumen limitado por el plano £4Y%Y 4 £ =1 y Ins planos 
a 


b c 
coordenados. Sol. Vabc. 


4. Hallar el volumen limitado arriba por x +z =4, abajo por z =0 y 
lateralmente por y? =4 x. Sol. 35. 


5. Hallar el volumen del sólido limitado arriba por y? = a? — az y abajo 
por z =0, y dentro de x? + y? = a?. Sol. %xa?. 


6, Hallar el volumen comprendido debajo del paraboloide elíptico 
._ 7 d . 2 
2=1 n $ 5 Y 
y arriba de z = 0. Sol. 31, 


7. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 


x+y+z=8, 
arriba de z =0) y entre los planos x+2y=8, x—2y=8. Sol. 170%. 


8. Hallar el volumen limitado por la superficie cilíndrica x? + az = a? y 
los planos x+y=a, y=0, z =0. Sol. Ha? 


9. Un sólido está limitado por las superficies y? +2? =4ax, x=3 a. 
y situado en el interior de y? = ax. Hallar el volumen. 


Sol. (6x+9W3)a*. 


10. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie 
cilíndrica y? = a? — az, arriba de 2 =0 y dentro de la superficie cilíndrica 
x*+ y? = ax. Sol, 15% xa, 


11. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z =2 x +4, 
arriba de z = 0 y dentro de x? + y? =2 ax. Sol. 3 xa. 


12. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de y? + z = 4, 
arriba de z = 0 y dentro de las superficies cilindricas y? 2 x=0, y? =8-2x. 


Sol. “Ys, 


INTEGRALES MULTIPLES 617 


13. Un sólido está limitado por el paraboloide x? + y? = az, la superficie 
cilíndrica y? = a? — ax y los planos y =0, z =0. Hallar el volumen. 


Sol. %a2, 
14, Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 
42z=16—4 x?*— y?, 
arriba de z = 0 y dentro de x2 ++ y? =2 x, Sol. Hyx. 


15. Los ejes de dos superficies cilindricas de revolución se cortan en ángulo 
recto. Sus radios son iguales (= r). Hallar el volumen común, Sol, 5% ri, 


16, Hallar el volumen de la superficie cerrada x% + y%+2%=a%, (Su 
intersección con cada plano coordenado es la astroide, Cap. XXVI,) 
Sol. 45 xa?. 


17. Hallar el volumen común a y + z*=4ax y x2+y?=1ax. 
Sol. Qa+'M)a?. 


248. Instrucciones para establecer, en la práctica, una integral 
doble. Ahora enunciaremos una regla para llegar a establecer la inte- 
gral doble que dará una magnitud buscada. Veremos algunas apli- 
ciones en los artículos siguientes. La regla correspondiente para la 
integración simple se ha dado en el Artículo 156. 


Primer PASO. Se lrazan las curvas que limitan la región en cuestión . 


SEGUNDO PASO. En un punto cualquiera P (x, y) dentro del recinto 
se construye el elemento de área rectangular Ax Ay. 


TurcEr PASO. Se determina la función f(x, y) por la cual Ax Ay 
debe multiplicarse para dar la magnitud buscada asociada al elemento de 
área rectangular . 


CuArTo PASO. La integral que se busca es 


$ Sto, y )dx dy 


exlendida a la región dada. El orden de integración y los extremos de las 
integrales se determinan como para calcular el área misma. 


249. Momento de una superficie y centros de gravedad. Este pro- 
blema se ha tratado en el Artículo 177 por integración simple. Muchas 
veces conviene más la integración doble. 

Seguiremos la regla del Artículo 248. Los momentos de una super— 
ficie para el elemento rectangular del área son respectivamente 


zx Ax Ay, con respecto a OY, 
y Áz Ay, con respecto a OX. 
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Luego para la superficie entera, empleando la notación del Artícu— 
lo 177 , tenemos 


(c) m.- $ fuacas, m,= / fx ax ay 


El centro de gravedad de la superficie se da por 


M, 
área 


M; 


(D) 2. área * 


» Yy= 


En (C) las integrales dan los valores de las integrales dobles de las 
funciones 


F(,Y)=y y fl, y)=xu, 


respectivamente , extendidas al área dada. (Art. 245.) 
Para una superficie limitada por una curva, el eje de las x y dos 


tits 


ordenadas (el *“área bajo la curva *”), deducimos de (C) 


b d 
a) Mo= $ $ vayas=% $ y? de, 
a 0 a 
b y b 
My=/ $Uzayaz= $ aye. 
a 0 a 


Estas ecuaciones están de acuerdo con (2) del Artículo 177. Obsér- 
vese que y en (1) es la ordenada de un punto de la curva, y su valor 
en función de x debe hallarse de la ecuación de la curva y sustituirse 
en el integrando antes de integrar. 


Fig. 228 Fig. 229 


EJEMPLO. Hallar el centro de gravedad de la superficie situada en el primer 
cuadrante y limitada por la parábola semicúbica y? = x* y la recta y = x. 


Solución. El orden y los extremos de la integración se han hallado en el 
ejemplo 1 del Artículo 246. 
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Luego, empleando (C), 


] y? 1 s 1 
Mz =f S yd dy = $ (y%— y?) dy = 3: 
0 7) 0 
5 
] Y 1 1 1 
My=S S xdxdy= 3 | (4% — y2) dy =37. 
0 Y 0 
1 


Puesto que A = área ==. 


10 


tenemos. según (D), x=>=0,48, y= qe 0,42. 


250. Teorema de Pappus. Una relación útil entre el centro de 
gravedad y el volumen de un sólido de revolución se expresa en el 
siguiente teorema : 


Si un recinto plano gira alrededor de un eje situado en su plano y no 
lo corta, el volumen del sólido de revolución así engendrado es igual al 
producto del drea del recinto por la longitud de la circunferencia que des-- 
cribe su centro de gravedad . 


Demostración. Hagamos girar alrededor del cje de las zx el recin- 
to S (fig. 228). El elemento de área reccangular dentro de la región S 
en P(x,y) engendrará un cilindro circular hueco cuyo volumen AV es 


AV = (y + Ay) Az — ny? Az. 
Descomponiendo en factores y simplificando, obtenemos 
AV = 2 x1(y + M4 Ay) Az Ay. 


Ahora bien, en (1), Art. 245, (zx, y) en f(x, y) es un punto 
“interior al rectángulo PQ o sobre su contorno *”. Pero (2, y + 4 Ay) 
es un punto del contorno de PQ. Por tanto, sea f(x, y) =2 xy. 
Entonces AV tiene la forma f(x, y) Az Ay, y según (1), Artícu- 
lo 245, y (C) 


(1) V.=2/ f1404y=22M. 
S 

Por último, empleando (D), obtenemos 

(2) V:=21y-A, 


en donde A es el área del recinto S. El segundo miembro es el 
producto del área por la circunferencia que describe su centro de 


620 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


gravedad. Por tanto, el teorema queda demostrado, y podemos 
escribir : 


(3) V=2Hxy:4. 


Si se conocen dos de las cantidades V, y, 4, la otra puede 
hallarse por medio de la fórmula (3). 


EsempLo. Hallar, por el teorema de Pappus, el centro de gravedad del 
trapecio OMPB de la figura 230. 


Solución. El área OMPB = Y. (3+5)8=32. Haciendo girar la figura 
alrededor de OX, el sólido que se forma es un 
tronco de cono de revolución. Luego según (12), 
Artículo 1, puesto que a=8, R=53, r=3, 


resulta: 


Va =5% (0549415) La, 


Luego, según (3), 
ja Ve 2 0 


Fig. 230 Y" 7x4" 192 


Haciendo girar la figura alrededor de OY, el volumen que se engendra es la 
diferencia entre los volúmenes del cilindro engendrado por OCPM y del cono 
engendrado por el triángulo BCP. Por tanto, 


Visa ER 
3 3 
Luego, según el teorema, x= Ve E y 


El centro de gravedad es (4%, 2,04). 


PROBLEMAS 


Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por cada una de las 
siguientes curvas: 


l. y=x., y=4x. (Area enel primer.cuadrante.) Sol. (1045, 91). 


2. y=6x-—x? y=Xx. ¡CADA 
3. y=4x-=x., y=2x-3. (1, %). 
4. x2=4y, x-2y+4=0. (1, %). 
5. y=x?% 2x-—y+4+3=0. Cl, 1%): 


6. y=x2-2x-3 y=2x-3. Q, —4). 


26. 


de x = 


y=x x+y=2,y=0 (Primercuadrante.) Sol. 


2= 
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i=x x+y=2 x=0. 
y=x, 2ly=x. 
4y=3x, 2=0x 
yY=2lx y=x-x=2. 
y=8x, x+y=6. 
y=4x, y=5—x. 

y =6x—x?. x+y=0. 
x=4y—y, y=x. 
y=dx=xi, y=3-2x 
y=4x, 2x—y=4. 


y=x*-2x-3 y=6x-x2-3, 


e y y?= l, 


x*4 y?= 32, 


y=4x, 


x+y=l. 
y=4x. 
2x+y=4. 


24+y=!10x=0, x?=y. 


x?= y, 
x% + y% 


xA + yA 


' 


2y=6x=— x?. 


(Area en el primer cuadrante. ) 


621 
As. Ma). 
Cs. o) - 
(0%, 9%). 
Co. o) - 
CAs — Ys). 


CA. —4). 
CA 0). 
(A. 5) 
(05, 32) 
6. 5) 
AD. 
Q. 1. 


(0,585, 0,585). 


256a 256a 
qa 315 2) 


(+) 


Hallar el centro de gravedad de la superficie bajo una arcada de la cicloi- 


a(0—sen0), y =a(l —cos 0). 


Sol. (xa, ). 


27, Empleando el teorema de Pappus, hallar el centro de gravedad de un 
semicírculo, 


28. 


Sol. 


Distancia del diámetro = 


1 


Empleando el teorema de Pappus, hallar el centro de gravedad de la parte 


2 2 
de superficie de la elipse ES + 5 = | que está en el primer cuadrante. 
a 


4a 4b 


Sol. — 


al 3x1) 
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29. Empleando el teorema de Pappus, hallar el volumen del toro que se 
engendra haciendo girar el círculo (x — b)? + y? =0u? (b > a) alrededor del 
eje de las y- Sol. 21*4?b. 


30, Un rectángulo gira alrededor de un eje que está en su plano y que es 
perpendicular a una diagonal en uno de sus extremos. Hallar el volumen del 
sólido engendrado. 


251. Centro de presión de liquidos. El problema de calcular la 
presión de un líquido sobre una pared vertical se estudió en el Ar- 
tículo 179. 

Las presiones sobre los elementos rectangulares de la figura 231 
constituyen un sistema de fuerzas paralelas, puesto que son perpen- 
diculares al plano XOY del recinto. 
La resultante de este sistema de fuer- 
zas es la presión total P del líquido, 
dada por (D), Art. 179. 


_ fa 
(1) p=w f yz dx. 


El punto de aplicación de P se 
llama centro de presión del líquido, De- 
seamos hallar la coordenada z(= 25) 
de este punto. 

Con este fin emplearemos el prin- 

Fig. 231 cipio de momentos de fuerza, que se 
puede enunciar así : 

La suma de los momentos de un sistema de fuerzas paralelas con 
respecto a un eje es igual al momento de su resultante con respecto a 
este eje. 

Ahora bien, la presión dP del líquido sobre el elemento rectangu— 
lar EP es, según el Artículo 179, 


PIN 
A 
ESG IÓN 
ÓN 


(2) dP = Wxzy Az. 


El momento de esta fuerza con respecto al eje OY es el producto 
de dP por su brazo de palanca, OE (= x), osea, empleando (2), 


(3) Momento de dP = xdP = Wity Az. 


De esto tenemos, para el momento total de la presión distribuída 
del líquido , 


b 
(4) Momento total = $ Wz*y dz. 
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Pero el momento de la presión resultante P del líquido es xoP 
Luego 


b 
(5) 1 P = 7 2y dx, 


Despejando o y empleando (1), obtenemos para la profundidad 
del centro de presión, la siguiente fórmula : 


b 
$ 2 dA 
(6) qe -——__—_—_— 


en donde dA = elemento de área = y dz. 

In (6) el denominador es el momento de la superficie plana ABCD 
con respecto a OY (véase el Art. 177). El numerador es una integral 
que no hemos encontrado hasta ahora. Se llama el momento de inercia 
de la superficie ABCD con respecto a OY . 

Ordinariamente se emplea la letra 7 para el momento de inercia con 
respecto a un eje, y se añade un subíndice para señalar el eje. Así (6) 
se convierte en 


(7) mo =. 


La notación ordinaria para el momento de inercia con respecto a un 
eje l es 


(8) 1= fraa, 


en donde 
(9) r = distancia del elemento dA al eje 1. 


El problema de este artículo es uno de los muchos que conducen a 
momentos de inercia. En el Artículo 252 se explica el cálculo de mo- 
mentos de inercia por integración doble y simple; también se dan 
aplicaciones. 


252. Momento de inercia de una superficie. En mecánica el mo-— 
mento de inercia de una superficie con respecto a un eje es un concepto 
importante. Abora vamos a explicar el cálculo de los momentos de 
inercia. Seguiremos la regla del Artículo 248. 
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Para el rectángulo elemental PQ en P(z, y) el momento de iner— 
cia con respecto a OX se define como 


(1) y? Az Ay 4 
y con respecto al eje de las y es 
(2) x* Az Ay. 


Entonces, si [2 e /, son los momentos de inercia correspondientes 
a la superficie entera, tenemos (compá- 
rese con (8) del Artículo 251) 


(E) yA =f fu dx dy, 
ñ = $ fax ar 


Los radios de giro "z y Ty vienen 
dados por la fórmula 
Lz $ Í, 
área ” área * 


Fig. 232 (F) r2= 


En (£) las funciones cuyas integrales se extienden a la superficie 
son (1, y) =Y y f(x, y) =3*, respectivamente. 

Las fórmulas (£) se simplifican para una superficie, ** bajo una 
curva?*; es decir, una superficie limitada por una curva, el eje de 
las x y dos ordenadas. Así obtenemos 


h 17) 1 h 
lz =f $ y" dy dí = 01 y dz, 
a o 3 n 
b v ñ 
Í,, =$ hi x* dy de =f y de. 
a 1) ñ 


En estas ecuaciones y es la ordenada de un punto de la curva, y 
su valor, en función de x, se obtiene de la ecuación de la curva y se 
sustituye en el integrando. 

Las fórmulas para los momentos de inercia ] se escriben en la 
forma 


(G) l= Ar, 


en donde Á = área y r= radio de giro. Esta forma se obtiene des 
pejaudo de (F') los valores de /; e 1,. 

Dimensiones. Sila unidad lineal es 1 cm, el momento de inercia 
tiene las dimensiones cm'. Según (F), rz y ”, son longitudes en 
centímetros. 


(3) 
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EJEMPLO l. Hallar /zx, /y y los radios de giro correspondientes para la 
superficie del ejemplo 1 del Artículo 246. 


Solución. Empleando el mismo orden de integración y los mismos extre- 
mos, tenemos, según (E), 


1 ys 1 , 1 
lz -=S $ y? dx dy - (y93 — y) dy = 33- 
' 17) y 
, yA 1 ; 1 
Ly =$ S vraxdy=>f| (y? — y?) dy = 36: 
0 v 0 


Puesto que A = área = l encontramos, según (F), 


10' 
rz=0,48, ry =0,5. 


A 280,5) 


Cc 


Fig. 233 Fig. 234 


EsJemMPLO 2. Hallar /r e /y para el segmento parabólico BOC en la figu- 
ra 234. 


Solución. La ecuación de la parábola referida a los ejes coordenados que se 
indican es 
(4) y? =2 px. 


Puesto que B(a, b) es un punto de la curva, obtenemos, sustituyendo x = a, 


y =ben (4), 
b=2 pa. 


Despejando 2 p de esta ecuación, y sustituyendo su valor en (4), obtenemos 


2 
(5) ye = y (0300, Y) = 
a 
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Los momentos de inercia de la superficie bajo el arco OPB en el primer 
cuadrante serán las mitades de los momentos buscados. Por tanto, empleando 
(3) y sustituyendo el valor de y según (5), obtenemos 


| E pp RE A es Ms 
q +4; A xA dx => 35 abi. e la = ¡7 ab. 
a 


l > 3 Y EE: 3 $ 
51=S, x ATA E 5 Te 


Para el área del segmento, encontramos 


1 E Bb. 1% 2 a 4 
5a-S yax= A dx =>3 ab. Pd A=>3 45. 


Luego, según (F), 


tl 

| 
a 

Lo 
S 


Los resultados están en la forma (G). 


En la figura 165 el eje OY está en la superficie del líquido. Si en 
cualquier figura llamamos s a este eje, entonces la profundidad del 
centro de presión es, según (7), Art. 251, 


GE 
(6) to = Ms 2 hs , 
si rs = radio de giro alrededor del eje s 


e 
> 
e 

| 


= profundidad del centro de gravedad debajo del eje s. 


EJEMPLO 3. Hallar la pro- 
fundidad del centro de la presión 
sobre la compuerta trapecial de la 
figura 235. Compárese con el 
ejemplo 2, Art. 179. 


Solución. Elíjanse los ejes 
OX y OY como se muestra, y 
trácese una tira elemental hori- 
zontal. Sea r la distancia de esta 
tira al eje s en el nivel de agua. 
Entonces 


r=8-y dA=2xdy. 
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Luego, según (8), Art. 251, y según la definición del momento de superficie 
(Art. 177), tenemos 


(7) 10= frnaa - [6-922xdy, 


(8) Mi=f rda= [6 yxay. 


La ecuación de AB es y =2x-—8. Despejando x, sustituyendo en (7) 
y (8) e integrando con extremos y = 0, y = 4, obtenemos 


4 
ta= $ (8 — y)? (8+ y)dy = 1409), 
0 


4 
1.- $ (04 — y?) dy = 234%. 
0 
De aquí, según (7), Art. 251, xo = 6,09. 


253. Momento polar de inercia. El momento de inercia del rec— 
tángulo elemental PQ con respecto al 
origen O es el producto del área por 
OP", es decir, 


(1)  (2?+y?) Az Ay. 


Luego, según el Artículo 248, para 
el área entera 


(2) lo = SS (2? + y? )dz dy. 


No obstante, podemos escribir el se- 
gundo miembro como la suma de dos integrales. En efecto, es evi- 
dente que (2) es lo mismo que 


(3) 10= $ fa dx dy +f futardy=1.+1,. 


De aquí tenemos el siguiente teorema : 


Fig. 236 


El momento de inercia de una área con respecto al origen es igual a la 
suma de los momentos de inercia con respecto al eje de las x y al eje de 
las y. 
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PROBLEMAS 


Hallar Iz, Iye ly para cada una de las figuras que se describen a conti- 
nuación: 


1. El semicírculo que está a la derecha del eje de las y y limitado por 
x2 +4 y? = 102 


Sol. Iz= Iv = An . 


8 

2. El triángulo isósceles de altura h y base a cuyos vértices son 

2 p2 

0, 0), 2). h, -4) E E E 
( ) (> 3 7) Sol. lz 5 Y —) 
3. El triángulo rectángulo cuyos vértices son (0, 0), (b, a), (b. 0). 


Sol: t¿= 8%, 1 20 


6 y 
Ñ x?2 2 Ab? - An 
4. La elipse Sa" Ds Sol. a ya => 


5. La superficie del primer cuadrante limitada por y? =4x, x=4, y=0. 
_16A 38A 
Sol. lzx= A 


ly ===. 


7 


2 2 
6. La superficie incluida entre la elipse Ly LE =1 y la circunferencia 
od +4 


x?2 4 y?=2 y. 


a 
7. La superficie incluida entre las elipses A E =1 y x? 4£ =1. 
SA 19 
l. 1 = —, y E a 
So z > y = 


8. Lasuperficie incluida entre la circunferencia x? + y? = 16 y la circun- 
ferencia x? + (y +2)? = 1. 

Sol. lx = 2. ly = ZA. 

9. La superficie incluída entre la circunferencia x? + y? = 36 y la circun- 
ferencia x? + (y +3)? = 4. 


8 
10. La superficie limitada por la circunferencia x2? + y? =4 y la elipse 
as ml, Eolo EE a A 
+67! 0 AAA E 


11. La superficie limitada por x% + y% = aA. 
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12. Hallar la profundidad del centro de presión sobre una compuerta trian- 
gular cuya base es horizontal y al nivel de la superficie del agua. 


13. Hallar la profundidad del centro de presión sobre una compuerta rectan- 
gular de 2 m de ancho y | m de hondo, cuando el nivel del agua está 1,25 m 
arriba de la parte superior de la compuerta, 


Sol. 1,8m debajo de la superficie del agua. 


14. Hallar la profundidad del centro de presión sobre el extremo de un tan- 
que cilindrico horizontal de petróleo de 2 m de diámetro cuando la profundidad 
del petróleoes: a) lm; 65) l.6m: €) 2.4 m. 


Sol. a) Z = 0,59 mi b) 0,%6m aprox.; cc) -=1,55m 


254, Coordenadas polares. Area plana. Cuando las ecuaciones de 
las curvas que limitan una superficie plana se dan en coordenadas 
polares, es necesario hacer algunas modificaciones a los procedimientos 
anteriores. 

Ahora se divide la figura en porciones elementales como sigue : 

Se trazan arcos circulares con el centro común O, siendo la diferen— 
cia de los radios sucesivos Ao. Así, en la figura 237, 


OP=0, 08=0+Aop. 


Después se trazan desde O rectas tales que el ángulo formado por dos 
rectas consecutivas cualesquiera sea siempre el mismo e igual a AG. 
Así, en la figura 237 el ángulo es POR = Af. 


Up ES 


PUN 


RTS 
SS RSS 


Y 
Ne, 
DS 


SAO 


| 
A 


A 


Fig. 237 Fig. 238 


De esta manera la figura quedará dividida en un gran número de 
porciones rectangulares, como PSQR (fig. 237). 

Sea PSQR = AA. Ahora bien, AA es la diferencia de las áreas 
de los sectores circulares POR y SOQ. Por tanto, 


(1) AA = l2(0 + A0) A9 — lá 0? Ag 
o Ag Ag +24 Ap? A6. 
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La función f (2, y) del Artículo 245 ha de reemplazarse por una 
función que emplee coordenadas polares. Sea ésta F(o, 0). Enton- 
ces, procediendo como en el Artículo 245 , elegimos un punto (o, 0) 
de AA, formamos el producto F(o, 6) ÁA para cada AA dentro de 
la región S, sumamos estos productos y, finalmente, hacemos que 
Ao=>0 y A0 >0. En el Artículo 258 se demostró que el valor 
límite de esta suma doble puede hallarse por integración sucesiva. 
Podemos, pues, escribir (compárese con (1), Art. 245) 


2) im EI Fo, 0)44= ff 70, 0) 0dodo, 
£0—=0 S 

y a esta expresión la llamamos la integral doble de la función F(o, 0) 
extendida a la región $, 

Obsérvese que en (2) el valor de AA dado por (1) se ha reempla- 
zado en la integral por p do d6 . 

La aplicación más sencilla de (2) es la de hallar el área de la 
región S. Entonces tenemos 


(17) a=/ fo do ar= SS de do. 


Estas fórmulas se recuerdan fácilmente si consideramos los elemen- 
tos de área como rectángulos con dimensiones p dd y do, y, por 
tanto, de área o de do. 

Las figuras 239 y 240 ilustran de un modo general la diferencia de 
de los procedimientos indicados por las dos integrales . 


Fig. 239 Fig. 240 


En la primera , puesto que do antecede a d6 , integramos en pri- 
mer lugar con respecto a p, manteniendo 4 constante. Este proceso 
cubrirá la tira radial KGHL (fig. 238). Los extremos para p son 
o=0G y p=0/Í, que se encuentran resolviendo con respecto a p 
en función de 9 la ecuación (o las ecuaciones) de la curva (o de las 
curvas) que limita la figura. Después integramos haciendo variar 0, 
siendo los extremos 6 = £JOX y 04 = Z1I0X. 
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La segunda integración en (4) se ejecuta integrando con respecto 
a 0, permaneciendo p constante. Este paso cubre la tira cireu— 
lar ABCD (fig. 237) entre dos arcos circulares consecutivos. Des- 
pués se integra haciendo variar p. 

Cuando la superficie está limitada por una curva y dos de sus radios 
vectores (área barrida por el radio vector), obtenemos, de la primera 


forma en (4), 
B A B 
a=f $ o do de = Y $ 02 de, 


de acuerdo con (D) del Artículo 159. 
Las integrales dobles en coordenadas polares tienen una de las 
formas 


(3) $ fro 0) o do de 
0 $ fre 6)o de do. 


EJEMPLO l. Hallar los extremos para la integral doble que permite calcular 
alguna magnitud pedida relativa al área de la superficie interior a la circunferen- 
cia o =2rc050 y exteriora la circunferencia o =r (fig, 241). 


Solución. Los puntos de intersección 


son Á (-. $ y B (» -5). Emplean- 


do la primera forma de (3), tendremos 
que los extremos para Q son 


oe=0G =r+r, 
p=0H =1rc0s0; 


T 


y para ÚÓ son 5 y — Fig. 241 


EJEMPLO 2. Hallar el área de la superficie interior a la circunferencia 
Q=2r cos 6 y exterior a la circunferencia Q = r. 


Solución. Según el ejemplo anterior, tenemos 


ud 
1] 


3 2 r 008 0 1 
EN O A 
per PE 
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255. Fórmulas que emplean coordenadas polares, No hay difi- 
cultad en establecer las siguientes fórmulas : 


(1) M; =S 0 sen 9 do d0. 
(2) My =S fo cos 4 do d6. 
(3) L: =$ 0 sen? 9 do d0. 
(4) Ly =f fo cos? 4 do d . 
(5) 1=/ 0 de d6. 


Habrá que cambiarse el orden de las diferenciales si se ejecuta en 
primer lugar la integración con respecto a 0. 


EJEMPLO l. A causa de sus importantes aplicaciones, vamos ahora a deter- 
minar los momentos de inercia de un círculo. 


Sea a = el radio. Entonces, según (5), el momento polar de inercia con 
respecto al centro es 


a 27 4 
(6) to =$, [S; ao edo= EL ar, 
0 0 


en donde A = área del círculo. 
Además, puesto que, por simetría, lz =]y, tenemos, según (3), Art. 253, 


(7) hh = 1 19 


3 a?. 


+ 


Estas fórmulas nos dicen: a) El momen- 
to polar de inercia de un circulo con respecto 
a su centro es igual al producto de la mitad del 
área por el cuadrado del radio: b) el mo- 
mento polar de inercia con respecto a un diá- 
metro cualquiera es igual al producto de un 
Fig. 242 cuarto del área por el cuadrado del radio. 


EJEMPLO 2. Hallar el centro de gravedad de un lazo de la lemniscata 
0? = a? cos2 6. 


Solución. Puesto que OX es un eje de simetría, tenemos y = 0. 


Un av cos 20 2 nr 2 
A es admi or2 040 = E. 
0 0 2 0 4 


ol 
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Cálculo del momento: 


Yeos 20 1 lin 
My = uv? cos 0 do dd = 30 g (coz 2 m” “cos 0d. 


fo (1 — 2 sen? A) cos M1 d8 según (5), Art. 2 
0) 

1 4 — — 
QoS (1 - ¿1% dz (sismo 322) - ev 7. 

0 + ba 


Fig. 243 


EJEMPLO 3. Hallar lo para la re- A 


gión limitada por la circunferencia 
Fig. 244 
0Q=2r cosG. 


Solución. Sumando con respecto a los elementos en la tira OP (fig. 244), 
los extremos de Q son cero y 2r cos f (obtenidos de la ecuación de la circunfe- 
rencia). 


Sumando con respecto a todas esas tiras, los extremos de 0 son — 5 y 5 > 


Por tanto, según (5), 


% reos 4 4 
e -S, o? do de = E a 


O bien, sumando en primer lugar con respecto a los elementos en una tira 
circular (como OR), tenemos 


aro cos 4 
1o= $ hi : o? dé du = E . 
—are co só 


PROBLEMAS 


Hallar el área de cada una de las superficies siguientes: 


1, Interioral circulo q = 3% y a la derecha de la recta 49 cos 8 = 3. 


sn: Hb ESE 
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2. Interior al círculo Q =3 cos A y exterior al circulo y = %. 


SoF. Ek: 


3. Interioral circulo q = 3 cos 9 y exterior al circulo Y = cos 6. 


Sol. 2x. 
4. Interiora la cardioide p=l1+c0s 4 y a la derecha de la recta 4 p cos 4=3. 
o 3 
Ly Aez. 
pa 


5. Interiora la cardioide 0 = 1 ++c0s 4 y exterior al circulo y = 1. 


rn 
El. 
Sol 4 
6. Interior al círculo Q = | y exterior a la cardioide y = 1 + cos 0. 
E 
Sol 4 


7. Interior al círculo o = 3 cos O y exterior a la cardioide y = 1 +cos 0. 
Sol, RM. 


8. Interior al círculo p = 1 y exterior a la parábola 0 (1 + cos 0)= 1. 


Ti 2 
Sal. AA 


9. Interior a la cardioide 0 = 1 ++c0s/ y exterior a la parábola 
p(l+«<050)=1l. 


Ja, 4 
Sol. +=, 
o 
10. Interior al circulo y = cos 0 + sen Í y exterior al circulo p = l. 
1 
Sol. —=. 
Ns: 


11. Interior al círculo p = sen 0 y exterior a la cardioide y = 1 — cos /. 


Sal EZ 
á 4 


12. Interior a la lemniscata 0% = 2 a? cos20 y exterior al circulo p = a. 
Sol. 0,084 a?, 


13, Interior a la cardioide 0 =4(l+cos 0) y exterior a la parábola 
0(l — cos 0) =3. Sol. 5,504. 


14, Interior al círculo p =2a cos 0 y exterior al círculo p = a. Hallar 
también el centro de gravedad, Ix e ly. 


a- (3 2 )a - _fa+3V43)a 
ETA 


343 3 1143 
l- (5+ 16 ).. (AE) 


Sol. 
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15, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide 
e =a(l + cos 0). 


E 5 a 
l. E 
So Xx 5 


16, Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por un lazo de láa- 
curva Q =a cos 2 6. 


-_1218V7a 
Sol. x A" 


17. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por un lazo de la 
curva 0 =a cos30. 


=_ 83 a 
Se Y A 
- y S0x 
18, Hallar /y para la lemniscata 0? =u? cos 20. 


Sol. z Ga+8)a?. 
19, Hallar /z para la cardioide 0 = a(l + cos 6). 


20, Hallar /z e /y para un lazo de la curva p = a cos 20, 


21. Demostrar, por medio de (1) del Artículo 254, que 
Do Q e E 

ap—0 

20S0 
y que, portanto, ÁA *'difiere de v Av A8 en un infinitésimo de orden supe- 


ríor'* (Art. 99), Entonces AA en el primer miembro de (2), Art. 254, puede 
reemplazarse por 0 AQ A6. (La demostración se omite.) 


256. Método general para hallar las áreas de las superficies curvas. 
El método que se dió en el Artículo 164 era aplicable sólo al área 
de una superficie de revolución. Ahora vamos a dar un método 
más general. Sea 


(1) 2=(0,y) 


la ecuación de la superficie 
KL en la figura 245, y su- 
pongamos que se pida calcular 
el área de la región S' de la 
superficie. 

Designemos por S la re- 
gión del plano XOY que es la 
proyección ortogonal de S/ 
sobre este plano. Hagamos 
pasar planos paralelos a YOZ 
y XOZ a distancias iguales Fig. 245 
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a Az y Ay respectivamente. Como vimos en el Artículo 244, estos 
planos forman prismas truneados (como PB) limitados por arriba por 
una porción (como PQ) de la superficie dada , siendo la proyección de 
esta porción sobre el plano XOY un rectángulo (como AB), de área 
Ax Ay. Este rectángulo forma la base inferior del prisma. Las coorde- 
nadas de P son (2, y, 2). 

Ahora consideremos el plano tangente a la superficie KL en el 
punto P, Evidentemente, el mismo rectángulo AB es la proyección 
sobre el plano XOY de la porción PR del plano tangente que es 
intersecada por el prisma PB. Designando por y el ángulo que 
forman el plano tangente y el plano XOY , tenemos 


Arca AB = área PR: cos y, 


| La proyección de una área plana sobre un segundo plano 
pa igual al producto del área de la porción proyectada 
por el coseno del ángulo entre los planos, 
O sea, Ay Az = área PR cos y. 


Ahora bien, y es igual al ángulo que forman OZ y la recta per- 
pendicular al plano tangente trazada por O. Por tanto, según (1), 
Artículo 237 , y (2) y (3) del Artículo 4, tenemos 


deN?, f(021Y?]” 
Entonces Area PR = 1 «y (5) + (5) | Ay Az. 


cos y = 


"Tomamos éste como el elemento de área de la región S'. Entonces 
definimos el área de la región S' como 


day? A ls 
a 22 1+ (32) + (o J'ayaz, 
Aay—>0 


extendiéndose la suma a la región S, como en el Artículo 245, Deno- 
tando por A el área de la región S”, tenemos 


o GS) (Tes 
S 


y los extremos de la integración dependen de la proyección sobre el 
plano XOY de la región cuya área deseamos calcular. Así, para (1) 
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deducimos los extremos de la curva o curvas que limitan la región S 
en el plano XOY , exactamente como lo hemos hecho en los artículos 
anteriores. 

Antes de integrar, debe reducirse la expresión 


+ (5) + (5) 


a una función de z y y solamente, empleando la ecuación de la 
superficie Curva. 

Si conviene más proyectar el área buscada sobre el plano XOZ, 
empléese la fórmula 


(7) SS [+ ( my (2) Y úzas 


en donde los extremos de las integrales se hallan de las curvas que 
limitan la región S, que ahora es la proyección de la superficie cuya 
área se busca sobre el plano XOZ., 

Análogamente, podemos emplear 


NES 
S 


hallándose los extremos de las curvas que limitan la proyección de 
la superficie cuya área se busca sobre el plano YOZ. 

En algunos problemas se pide el área de la porción de una super- 
ficie determinada por una segunda superficie que la corta. En tal 
caso, las derivadas parciales que se necesitan para sustituirse en la 
fórmula deben hallarse de la ecuación de la superficie cuya área parcial 
se desea. 

Puesto que los extremos de las integrales se encuentran proyectando 
la superficie cuya área se busca sobre uno de los planos de coordena— 
das, debe recordarse que : 


Para hallar la proyección sobre el plano XOY de la superficie cuya 
área se busca, debe eliminarse z entre las ecuaciones de las superficies 
cuyas intersecciones forman el contorno de la superficie. 

Análogamente, para hallar la proyección sobre el plano XOZ basta 
eliminar y , y para hallar la proyección sobre el plano YOZ basta eli- 
minar X. 


638 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Esta área de una superficie curva da un ejemplo más de la ¿ntegra— 
ción de una función sobre una área dada. Así, en (1) integramos la 


función 
dz? dy? |" 
[++ (5%) + (55) ] 


sobre la proyección en el plano XOY de la superficie curva en 
cuestión . 
Como ya se ha observado , (J) y (K) deben reducirse a 


Sra, 2de di y SS, z)dy dz, 


respectivamente, por medio de la ecuación de la superficie en la que 
está la superficie curva en cuestión . 


EJEMPLO l. Hallar el área de la superficie esférica x?* + y? + 2? = r? por 
integración doble, 


Solución. Sea ABC (fig. 246) un octavo de la superficie. En este caso: 


Óx z dy 2. 
di? E) y? y? 12 + y? + z?2 p? 
1 == — | =l a LU == A A ás 
z tl Le y? ri x2— y? 


La proyección sobre el plano XOY es AOB, una región limitada por x =0 
(es decir, OB), y =0 (es decir, OA) y 
xa? +4 y? = 50.0? (es decir, BA). 

Integrando en primer lugar con respecto 
a y, sumamos todos los elementos a lo largo 
de una tira (como DEGF) que se proyecta 
sobre el plano XOY en una tira (como 
MNGEF); es decir, los extremos de y son cero 
y ME (= VW P7—=x*). Después, la integra- 
ción con respecto a x suma todas esas tiras que 
componen la superficie ABC; es decir, los 
extremos de x son cero y OA (=r). Susti- 
tuyendo en (/), obtenemos 


A AS r dy dx mp? 
E, 248 EA LE, 
8 o Jo VARIAR 3 


O sea. A =4 xr?, 
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EJEMPLO 2. El centro de una esfera de radio r está en la superficie de un 
cilindro recto, cuya base tiene un radio igual a <" Hallar el área de la parte 
de la superficie del cilindro que está dentro de la esfera. 


Solución. Tomando el origen de coordenadas en el centro de la esfera, una 
generatriz del cilindro como el eje de las z 
y un diámetro de una sección recta del 
cilindro como eje de las x, la ecuación 
de la esfera es 


xy z2=r1? 
y la del cilindro 


xX+y=e0x. 


Evidentemente, ODAPB (fig. 247) es un 
cuarto de la superficie cilíndrica cuya área 
se busca. Puesto que esta superficie se 
proyecta en el arco semicircular ODA en 
el plano XOY, no hay región S de la 
que pudiéramos determinar los extremos Fig. 247 
en este plano; en consecuencia vamos a 
proyectar la superficie sobre el plano XOZ. Entonces la región S sobre la que 
integramos es OACB, que está limitada por z = 0 (es decir, OA). x =0 (es 
decir, OB) y 22 +rx = 5? (es decir, ACB); la última ecuación se encuentra 
eliminando y entre las ecuaciones de las dos superficies. En primer lugar intre- 
gramos con respecto a 2; esto quiere decir que sumamos todos los elementos en 
una tira vertical (como PD), siendo los extremos de z cero y Y r?= rx. 
Después, integrando con respecto a x, sumamos todas esas tiras, siendo los 
extremos de x cero y r. 

Puesto que la superficie cuya área se busca está sobre el cilindro, es preciso 
hallar de la ecuación del cilindro las derivadas parciales que se necesitan para 
aplicar la fórmula (/). 


Por tanto, Y - r-21x YY 0. 


Sustituyendo en (/), 


A y Vi — 2 1:11 
SITAS Tas 


Sustiruyendo el valor de y en función de x obtenido de la ecuación del 
cilindro, resulta 


Vi — 72 _dadx _ "AV T—=rx 
A=2r =sls o, 
o o Vrx—x? 


.“ 
oz 
7] 
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PROBLEMAS 


1. Enelejemplo anterior, hallar el área de la parte de la superficie esférica 
interceptada por el cilindro. 


Vir — 12 du d 
as —2—— 2 la) 2. 
Vr yy 


2, Los ejes de dos cilindros circulares rectos iguales se cortan en ángulo 
recto, El radio de sus bases es r. Hallar el área de la superficie de uno de ellos 
que está dentro del otro. 


SUGESTION. Tómense como ecuaciones de los cilindros 


pia y y yo 


F iz  dud 
sf $ EE a, 
0 0 Y 1— xy 


3. Hallar el área de la porción de la esfera x? + y? + 2? = 2 ay que está 
dentro de una hoja del cono x? 4 22 = y?. Sol. 2xa?. 


4, Hallar el área de la parte del cilindro x? + y? = r? que esta entre el pla- 
no z = mx y el plano XOY. Sol. 4r%m. 


5. Hallar el área de la parte del plano E qe +24=1 limitada por los 
a c 


planos de coordenadas. 


Sol. 14 VW bicr+ cal + alb?, 


6. Hallar el área de la porción de la esfera x? + y? + 22 = 2 ay que está 
dentro del paraboloide by = x2 + 22. Sol. 2xab. 


7. Enel problema anterior, hallar el área de la porción del paraboloide que 
está dentro de la esfera. 


8. Hallar el área de la superficie del paraboloide y? + 2? = 4 ax intersecala 
por el cilindro parabólico y? = ax y el plano x = 3 a, Sol. *% xa?, 


9. Enel problema anterior, hallar el área de la superficie del cilindro inter- 


secada por el paraboloide y el plano. Ho al 
Sol. (13 W1B-1) —. 
Y 3 


10. Hallar la superficie del cilindro 22 + (x. cos 4 + y sen 4)?=r? situado 
en el primer octante. 


SUGESTION. El eje de este cilindro es la recta z = 0, xy cos 4+ y sen a =1), 


y el radio de la base es r, 
2 


Sa. A 
sen dd cosa 
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11, Hallar el área de la porción de la superficie del cilindro y + 2% = a% 

limitada por una curva cuya proyección sobre el plano XY es x%i + y% = q%. 

Sol. 1%%a2. 

12. Hallar por integración el área de la porción de la superficie esférica 
x2 4 y? + 2? = 100 que está entre los planos paralelos x = — Y y x = 6. 


257, Cálculo de volúmenes por integración triple. En Inmuchos 
casos, si se dan las ecuaciones de las superficies que limitan un sólido , 
el volumen de éste puede calcularse por medio de tres integraciones 
sucesivas. El procedimiento no es más que una extensión de los méto- 
dos que ya se han empleado en este capítulo (entre otros, véase 
el Art. 247). 

Supongamos que mediante planos paralelos a los planos de coorde- 
nadas, dividimos el sólido en paralelepípedos rectangulares de dimen- 
siones Az, Ay, Ax, y que, como elemento de volumen , tomamos el 
volumen Az- Ay- Az, de uno de estos paralelepípedos. 

Si ahora sumamos todos esos elementos dentro de la región R limi- 
tada por las superficies dadas, sumando en primer lugar todos los 
elementos en una columna paralela a uno de los ejes de coordenadas, 
después sumando todas esas columnas en una rebanada paralela a uno 
de los planos de coordenadas que contenga ese eje y, por último, 
sumando todas esas rebanadas dentro de la región en cuestión , enton— 
ces el volumen Y del sólido será el límite de esta suma triple cuando 
Az, Ay, Az tienden a cero. Es decir, 


(1) V = lím ERA Az Ay Az, 


Ar —0 R 
20 


Az —>0 


extendiéndose las sumas a toda la región R que limitan las superficies 
dadas. Este límite se representa por 


(1) y=f $ faravax. 
R 


Por extensión del principio del Artículo 245, llamamos a (L) la 
integral triple de la función f(x, y, 2) =1 extendida a la región R. 
Muchos problemas se resuelven mediante la integración de una función 
variable de x, y, 2 extendida a una región dada. La notación es 


(2) SS S10w 23ddaz, 
R 
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que representa , por supuesto, el límite de una suma triple análoga u 
las sumas dobles que ya hemos discutido. En tratados más adelantados 
se demuestra que el valor de la integral triple (2) se determina por 
integración sucesiva. Los extremos o límites de las integrales se hallan 
de la misma manera que para los de (Z). 

Fjemplos sencillos de aplicación de (2) son las fórmulas para el 
centro de gravedad (x, y, 2) de un sólido homogéneo, a saber, 


vi=/ $ fodeayaz, 
vi= ff fuarayaz, 
vz= ff $ =a0dae. 


Estas se obtienen razonando como en el Artículo 249, empleando 
momentos de volumen. Jn los integrandos, (1, y, 2) es un punto 
interior. 

[El centro de gravedad estará en cualquier plano de simetría . 


EJUMPLO 1. Hallar el volumen de la porción del elipsoide 
x2 y, 2l_ 
E 
que esta en el primer octánte, 


Solución. Sea O-ABC (fig. 243) la porción del elipsoide cuyo volumen 
se pide, siendo las ecuaciones de las super- 
ficies que los limitan 


(3) 4 E 1 (ABC), 
(4) z=0(=0AB), 
(5) y =U(=0AC), 
(6) x=0(=0BC). 


Trazando planos paralelos a los planos 
de coordenadas el cuerpo se divide en ele- 
mentos que son paralelepipedos rectángulos 
de dimensiones Ax, Ay, Az. En la figura, 

Fig. 248 PQ es uno de estos elementos. 
Integrando en primer lugar con respecto 
a 7. sumamos todos esos elementos en una columna (como RS), siendo los 


A 2 2 » 
extremos de z, según (4) y (3). cero y TR =0.| I-=E_L, respectiva- 


mente, obtenidos despejando z. 
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Integrando después con respecto a y, sumamos todas esas columnas en una 
rebanada (como DEMNGF), siendo los extremos de y ceto [según (5) ] y 


a? . vA x? y? 
MG=ba|!- = (según la ecuación de la cueva AGB, at = 1, despe- 


jando y). 


Por último, integrando con respecto a x, sumamos todas esas rebanadas 
dentro de la región entera O-ABC, siendo los extremos de x, cero |se- 
gún (6)] y OA =a. 


o hb 
Luego. V = $ 
0 0 
mabc 


a 
= — 2. yY = 
2 (a? = x2) dx o” 


Por tanto, el volumen del elipsoide entero es Page. 


EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies 


] 
E A 

(7) z x q Y 

(8) 2304 ye 

Solución. Las superficies son los paraboloides 
elípticos de la figura 240. Eliminando z entre (7) 
y (8), encontramos 

(9) a, 
que es la ecuación del cilindro ABCD (véase la 


figura) que pasa por la curva de intersección de (7) 
y (8) y tiene las generatrices paralelas a OZ. 


Tenemos 


1 2 Wy (L—a?) 12-ymn 
(10) V=d4¿ $ dz dydx. 
0 0 ya Y y 


l,os extremos se determinan como sigue: 

Integrando con respecto a z, sumamos los elementos de volumen dz dy dx 
en una columna de base dy dx desde la superficie (8) hasta la superficie (7) 
(de MP a MO en la figura). Por consiguiente, los extremos de z se dan por 
los segundos miembros de estas ecuaciones. 

Asi encontramos 


] 2V2(1—a3%) 
(11) V=4 (4 4 x? — Y y?) dy dx. 
0 0 
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Los extremos para esta integral doble son los correspondientes para la región 
OAB, la porción de la base del cilindro (9) que está en el primer cuadrante. 


Ejecutando las operaciones en (11), hallamos V = 4x1 W2 = 17,77 unidades 
cúbicas, 


Puede ser que el problema dado sea tal que la primera integración 
deba ejecutarse con respecto a zo y, no con respecto a z como arriba . 
Entonces los extremos deben determinarse conforme a la discusión 
anterior. 


258. Cálculo de volúmenes, empleando coordenadas cilíndricas. En 
muchos problemas que implican integraciones , el trabajo se simplifica 
bastante empleando coordenadas cilíndricas (o, 4, 2) según se definen 
en (7) del Artículo 4. A menudo la ecuación cilíndrica de cualquiera 
de las superficies que limitan el cuerpo puede escribirse directamente a 
partir de su definición. En todo caso puede hallarse a partir de su 
ecuación cartesiana por medio de la sustitución 


(1) I=0C08A, y=0senf. 


Las coordenadas cilíndricas son útiles, sobre todo, cuando una de 
las superficies que limitan el cuerpo es una superficie de revolución. 
En efecto, la ecuación 
de una superficie, cuan— 
do el eje es OZ, tiene la 
forma 2= f (0); es de- 
cir, no aparece la coor— 
denada f , 


Volumen bajo una 
superficie. Sea 


(2) 2=F(0,08) 


la ecuación cilindrica de 

una superficie, como AL 

de la figura 250. Desea- 

mos hallar el volumen 

del sólido limitado arriba 

Fig. 250 por esta superficie, de— 

bajo por el plano XOY 

y lateralmente por la superficie cilíndrica cuya sección recta por el 

plano XOY es la región 5. Esta superficie cilíndrica interseca en 
la superficie (2) la región 5”. 
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Para ello, dividamos el sólido en elementos de volumen como 
sigue : dividamos S en elementos de área AA trazando rectas radiales 
desde O y arcos de círeulos de centros O, como en el Artículo 254 . 
Hagamos pasar planos por las rectas radiales y OZ. Hagamos pasar 
por los arcos circulares dentro de $ superficies cilíndricas de revolución 
con eje OZ, De esta manera el sólido queda dividido en columnas 
tales como MNPQ, en donde área MN =AA y MP =z. Así el 
elemento de volumen es un prisma recto con base AA y altura 2. 
Por tanto , 


(3) AV =zAA. 


El volumen V se halla sumando los prismas (3) cuyas bases están 
dentro de S, y determinando el límite de esta suma cuando el número 
de las rectas radiales y los arcos circulares dentro de S aumenta infi- 
nitamente de manera que Ao >0 y A9 => 0, Es decir, 


(4) Vv = lim 22,244. 


Ar—=30 


Ahora demostremos que el límite doble en (4) puede encontrarse 
por integración sucesiva. (Compárese con el Artículo 244.) Isto se 
hace hallando el volumen aproximado de una rebanada del sólido 
incluída entre dos planos radiales como ROZ y SOZ, y después 
tomando el límite de la suma de estas rebanadas. 

Sea DEFG la sección del sólido en el plano ROZ. Los valores de z 
a lo largo de la curva GPF se dan por (2) cuando 4 (= ángulo XOR) 
se mantiene fijo. En el plano ROZ tomemos OR y OZ como ejes 
rectangulares, y (p, 2) como coordenadas. Sea (o, z) el centro de 
gravedad de la superficie DEFG. Entonces, según (2) y (3) del Ar- 
tículo 177, 


á or OE 
de DBFG = $ bx dis =$ oPlo, 8do. 
OD 197) 


La integral será una función de 4. 

Hagamos ahora girar el recinto DEFG alrededor de 0Z. Según 
el Art. 250, el volumen del sólido así engendrado es 2 xo - área DEFG, 
Los planos ROZ y SOZ cortan de este sólido de revolución un prisma 
cuadrangular cuyo volumen es Ado - área DEFG, puesto que el ángulo 
ROS = Af (radianes). Por tanto, 


DE 
(5) a0 $ o F(o, Odo 
OD 
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es igual, aproximadamente, al volumen de la rebanada del sólido 
incluída entre los planos ROZ y SOZ. El límite de la suma de los 
prismas (5) cuando AÁ9 => 0 es el volumen exacto. 

Por tanto, 


B Pa 
(6) v=/_ /,*F6, 0 ododo, 
a Pr 


en donde 
a=ZXOA, Pp=<XOB, 0.=0D=f(6), 0o.=0E=f2(0), 


valores que han de determinarse según las ecuaciones polares de las 
curvas que limitan la región $. 
El elemento de la integral en (6), a saber, 


F(o, 0) 0 do de = 20 do de, 


puede concebirse como el volumen de un prisma recto de altura z y 
base de área odo d09. Así se reemplaza AA en (3) por oAoAS9, 
como en el Artículo 254, 

Ahora tenemos la fórmula + 


(12) Y=/ faad.d0=/ fro, 0) o do de 
Ss Ss 


para el volumen bajo la superficie (2) y los extremos de las integrales 
se hallan como se hallaron en el Artículo 254 los extremos para el área 
de la región 5. 

De (M) y (4) podemos deducir (2) del Artículo 254. 

EJEMPLO l. Demostrar que el volumen del sólido limitado por el elipsoide 


de revolución b?(x? + y?) + a%2*=a?b? y la superficie cilindrica x*+y2—ax=0 
viene dado por la fórmula 


b or u cos Á 
(7) vs f S Vai—0* o do d6, 
a 0 


Determinar el valor de esta integral. 


Solución. Según (1), la ecuación cilindrica del elipsoide es 


b101 + az? = a?b?, 
Por tanto, 


(8) y AE 
a 


* El orden de la integración no importa. La demostración se omite, 
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La ecuación polar de la circunferencia x?* + y? — ax =0 que limita la región $ 
en el plano XY es, según (1), 
(9) 0 = cos 0. 


Para el semicírculo los extremos de O son cero y a cos Ó, cuando € se mantiene 
fijo; y para 0, cero y l6x. Sustituyendo en (M) el valor de z según (8). y 
los extremos mencionados, obtenemos (7). Integrando 


Y = aba — 4) =1,206 a?b, 


Fig. 251 


Cálculo de volúmenes por integración triple. El elemento de volu- 
men AV será ahora un elemento del prisma recto que se empleó en (3); 
es decir, un prisma recto con base AA y altura Az. 1l sólido se 
divide en tales elementos haciendo pasar por él los planos y superficies 
cilíndricas que se emplearon en la figura 250, y también planos parale— 
los al plano XOY a distancias iguales a Az. Ahora tenemos 


(10) AV =AzAA. 


Sumando, y tomando el límite cuando Az->6, Ao >06, Av 0, 
tenemos 


(y) v= ff fo dz do de , 


puesto que AA puede reemplazarse por y Au AY como antes. 
Las fórmulas (3) del Artículo 257 para el centro de gravedad se 
convierten en 


va ff So cos ) dado dd, Vy= SS sen Y dz do dí, 
z =$ S fu. dz do de, 


cuando se emplean las coordenadas cilíndricas. 
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EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido cuya superficie superior está 
sobre la esfera 


(11) *+y+z=8 
y cuya superficie inferior está sobre el paraboloide de revolución 
(12) Aa+y=2z. 


Solución. La figura 252 muestra la esfera y el paraboloide en el primer 
octante. La curva de intersección AB está en el plano z=2. Su proyección DE 
sobre el plano XY esla circunferencia 


(13) i+y=4 


Fig. 252 


Las ecuaciones cilindricas son, según (1), 


(14) 00+22=8 [la esfera (11) ]: 
(15) 02 =2z [el paraboloide (12)]; 
(16) o=2 [lacircunferencia (12) ], 


Un elemento de área AA en el círculo (16) ha sido dibujado en Mío, 0) en 
la figura. Un elemento de volumen AV se muestra en P(0, 0, z). 
Tenemos, según (N), 


27 2 Va—p2 
(17) v -S $ $ 0d do 48, 
0 Ú Ys p2 


Los extremos de las integrales se hallan como sigue; Integrando con respecto 
a z (manteniendo fijos Q y 0), sumamos los elementos de volumen (10) en 
una columna desde la superficie (15) hasta la superficie (14) (de MPa MP, 
en la figura). Según (15), z=MP2=% 0?; según (14), z=MP1=W8-0*; 
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estos son los extremos de z. Losextremos de o y 4 son los correspondientes al 
circulo (16). La integración con respecto a o da la suma de las columnas en la 


rebanada incluida entre el plano que pasa por OZ y OM y el que pasa por 
OZ y ON. Laintegración final suma estas rebanadas. 
Integrando en (17), 


v=22a(842-7)= 18,1. 


En los siguientes problemas, las fórmulas (M) y (NW) deben em- 
plearse cuando la ecuaciones de las superficies que limitan al cuerpo 
vienen dadas en coordenadas cilíndricas. Si para trazar una figura , se 
necesitan las ecuaciones rectangulares correspondientes, pueden obte- 
nerse por medio de la transformación 


(18) 0=x*+y, 9 =aretgL. 
Pueden agregarse a éstas las siguientes : 


(19) aria cos 0 e TE 


PROBLEMAS 


1. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie cilin- 
drica x?2+z=4, arriba del plano x+z=J2 e incluido entre los planos 
y=0, y =3. 


3 2 4-42 
Sol. Y =S S S de dx dy = 13,5 unidades cúbicas. 
o l-iZ2-z 


2. Resolverel ejemplo 2 del Artículo 247 empleando coordenadas cilíndricas. 


lr Lam tr 3 
Sol. VW=2 —de dd = + xa?, 
0 0 A 2 


3. Hallar el volumen del sólido limitado arriba por el cilindro z =4— x? 
y debajo por el paraboloide eliptico z =3 x? + y?. 


1 211—2 4 —.u2 
Sol. v=sf dz dy dx =4 xx. 
0 0 3x2 +2 


4, Dos planos se cortan bajo un ángulo de o. radianes, en un diámetro de 
una esfera de radio a. Hallar el volumen de la cuña esférica incluida entre los 
planos y la superficie esférica. empleando coordenadas cilindricas. 


Sol. % aa. 


5. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano z = x y 
arriba del paraboloide elíptico z = x? + y?. Sol. Y2x. 
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6, Resolver el problema 5 empleando coordenadas cilíndricas. 


li” cos O p.eos 8 
Sol. Vo 2 $ $ odidado=Maa, 
u 0 p2 


7, Hallar el volumen del sólido limitado por la esfera 02+ 2? = a? dentro 
del cilindro 6 =au cos 4. Sol. Khad(a— 4). 


8. Hallar el volumen del espacio comprendido arriba de z = 0, debajo del 
cono 2? = x? 4 y? y dentro del cilindro x? + y? = 2 ax, empleando coordena- 
das cilindricas. Sol. *%ha?. 


9, Hallar el volumen del sólido limitado por z =x pl y 22=x?*+ y?, 
Sol. Yx. 


10, En el problema 3, demostrar que la integración con respecto a z da 
(sin integración adicional) V =4 A —4 ly — Ir. en donde A es el área de la 
elipse 4 x2 + y? =4, Ize /y son los momentos de inercia para esta elipse dados 
por las fórmulas (E) del Artículo 252. 


11, Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 
22 =4>+0:c050, arriba de z = 0 y dentro del cilindro o = 2 cos 9. 
Sal. 5%x. 


12, Un sólido está limitado por el paraboloide de revolución az = 0? y el 
plano z =c. Hallar el centro de gravedad. Sol. (0,0, %c). 


13, Un sólido está limitado por el hiperboloide 2? = a? + p y la hoja 
superior del cono z? = 2 p?, Hallar el volumen. 


Sol. Axa (yY2-1). 
14, Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 13, 
Sol. [0, 0, Ma[V27+1)1. 


15. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema l. 
Sol, A ds, 1%) , 


16. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 2. 
Sol. (Ka, 0, a). 


17. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 8. 


18. Hallar el volumen del sólido limitado debajo por z = 0, arriba por el 
cono z =a — 0 y lateralmente por p = ua cos O, Sol. Mgar(9x— 10). 


19. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema anterior. 


20. Hallar el volumen del sólido debajo de la superficie esférica p24+2*=25 
y arriba de la hoja superior de la superficie cónica z =0+l. 


21. Comparar el ejemplo 3 del Artículo 165 y el ejemplo | del Artículo 257, 
y deducir (N) del Artículo 165 de (L) del Artículo 257. 


22. Deducir la fórmula (2) del Artículo 178 de la primera fórmula de (3) 
del Articulo 257. 
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PROBLEMAS ADICIONALES 


1, Hallar el volumen del sólido limitado arriba por lá esfera 02+2?*=r?, 
debajo porel cono z =0 ctg $, eincluido entre los planos 0 =$, 0=PB+AP, 
siendo p y P ángulos agudos. (El sólido es parte de una cuña esférica, como 
O-SON de la figura 197, cuando se traza OQ.) 


Sol. ; r3 AB (1 —cos q). 
2, Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por la esfera 
02+z*=r?, los conos z=0ctgp y z=0ctg [q + Ad) y los planos 
d=B, 0 =P +Af, empleando el resultado del problema anterior. (El sólido 
es uno como O-P¡ROS, de la figura 197, cuando se trazan OR y OQ.) 


Sol. 5 Ap sen (9 +23 Ag) sen yA Pp. 


3, Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por 

=0 cg z=0 tg (4 +4p), 0 =8f, 0 =f-Af, e incluido entre las 
esferas 02 + 22=r? 00+2= (r+Ar)?, empleando el resultado del pro- 
blema 2. 


Sol. 2 Af Ár sen (++>3142) sen — y Ap (1+rac+> Art). 


(El sólido se obtiene de la figura 197 prolongando cada uno de los radios 
OP, OR, OQ, OS, una distancia Ar basta P/, R', Q', S' sobre la esfera 
02+2%= (r+4+Ar)?. Los conos cortan esta esfera según los arcos circulares 
PyR! y Q'S”; los planos la cortan según los arcos de círculos máximos 
PYS!. R'Q'!. El sólido tiene los vértices P,ROS-PR'Q'S”.) 


4, El sólido del problema 3 es el elemento de volumen AV cuando se em- 
plean coordenadas esféricas, (8) del Artículo 4, sustituyendo fi por /. Enton- 
ces un vértice P de AV tiene las coordenadas esféricas (r, 6. 0). Demostrar del 
problema 3 que 


AV a 
E Bn ri sen $ Ar Ad ño” 
20 —>0 
Lib 11 


Luego AV difiere de r? sen $ Ar Ap AB en un infinitésimo de orden superior 
(Art. 99). 


5. Enel sólido del problema anterior, demostrar que las aristas de AV que 
se encuentran en un vértice cualquiera son mutuamente perpendiculares, y que 
las longitudes de las que se cortan en (r, q. 6) son, respectivaniinte, 


Ar. rAgp, rseng Ad, 


6. Describir los tres sistemas de superficies (esferas, conos y planos) que 
han de trazarse para dividir un sólido R en elementos de volumen AV (pro- 
blema4) cuando se emplean coordenadas esféricas. Sea (r, p, 4) un punto 
cualquiera de AV, Entonces escribimos 


a 222, Fe p, 0JAV LTS h, 0)r2 sen $ de de de. 


2430 
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En el primer miembro, AV puede reemplazarse por r?sen $ Ar Ad Añ 
(véase el problema 4); es decir, por el producto de las tres aristas del proble- 
ma 5, El segundo miembro se calcula por integración sucesiva. (La demostra- 
ción se omite, ) 


7. Efectuar la integración del problema anterior si F(r, $, 6) =r5r y si R 
és la esfera r =2 4 coso, es decir, x? + y? 4 2? =2az2. 


27 lá” 24 00s h 8 
Sol, $ Y F r3 sen $ dr do de = Tal, 
0 0 0 


8. Efectuar la integración del problema Ó si Fír, $, 0) =5r?* coso ysi R 
es la región r =2q cosq. 


Sas 
Sol. zu á 


CAPITULO XXVI 
CURVAS IMPORTANTES 


Para comodidad del estudiante, damos aquí las ecuaciones y gráfi— 
cas de las curvas más comunes que se emplean en el texto. 


id 
18 
0) 
X 18) X 
Parábola cúbica Parábola semicúbica 
y = ax: you: 
Os 
La bruja de Agnesi 


y =40(20a— y) 


Cisoide de Diocles 


y Qa—1)=a, 
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Lemniscata de Bernoulli 


(1? += ae —y). 
o?=a*c0s24. 


Concoide de Nicomedes 


ay = (y + a)? (bd? — y?) . 
(En la figura, b> a.) 


Ciclorde ordinaria 


2 


I = 0 are vers L—- vV 2ay—y?. 


fx =a(0 —sen0), 
ly = a(l —cos 0). 


[el 


19) X 
Catenaria 


Cicloide con vértice en el 
origen 


T=Garc vers Y + Y 2ay—y? 


fx =a(0 + sen 0), 
ly = a(l —eos 0). 
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Y Y 


ABN A 
YT “y 


Astroide Evoluta de la elipse 
2 2 2 z 2 2 
aya, (ax) + (by) F= (a? —82)7, 
fiz=acos*0, fr=aco*0, 
ly = a sen? 0. ly = bd sen? 0. 
Y 
X 
Hoja de Descartes 
2+y4ar=aV + y? + y —3axy=0. 


v=a(l — cos 4). 


Sinusoide Cosinusoide 


y = sen z. Y =:008 Z. 
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9 + 


56 


Caracol de Pascal Estrofoide 
=b-—acos6. $ ea Ra 
YAA 
u—=z 


(En la figura, b< a.) 


(Í) 


Espiral logarítmica 


Espiral de Arquímedes 


a 0 
p=e", Osea, 


o =00. 
log o = 46. 


a 
X Xx 
Lituus 


Espiral hiperbólica 
00 =a4. 0%9 =a?, 
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ni 09 


mica 
Espiral parabólica Curva logarilmi 


(o — a)? = 4 acó y = log x 
Y 
(e) X 0 Xx 
Curva exponencial Curva de probabilidad 


(Curva de Gauss, Curva 
de campana) 


y=e y=er 


A 


' 
Secantoide Tangentowde 


y = sec 2 y=tgz 


Granvilo. Cálculo, — 42, 
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3 Y 


Rosa de lres hojas Rosa de tres hojas 


p= asen 3 4 p=acos340 


2 
Rosa decuatro hojas Rosa de cuatro hojas 
o = asen 2 4 p=acos2 0 
Y 
Y 3 6 
8 / 

a F X 

> 5 4 
2 7 

Rosa de dos hojas Rosa de ocho hojas 


o? = a* sen 2 4 v=asen440 
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Hipértala acuilátera 


zy = 4 


: Tractriz 
Evolvenle del circulo WHractriz de Huygens ) 


fa=reos0 +0 sen0, 


z=uaseh Ly at — y 
ly = r sen $ — 510 cos Q a 


t 
1=t—atgh—, 


y=Q4 sech E 
a 


CAPITULO XXVII 


TABLA DE INTEGRALES 


Algunas formas elementales 


pde Parco fria ro+e 

. Saduma f du 

¿ $ cda + du =dw +=...) > fu + fio 2 de ias 

. Guara E +0. (n= —)) 


du 
5. PEomuro, 


Formas racionales que contienen a + bu 


[5] 


us 


o 


(Véanse también las fórmulas 96-104 de reducción para las integrales binomias) 


_fla+bu)"+! — 

6. Sta buyo da E +C. (nX—1) 
du ! 

y Sn (a + bu) + C. 


8. Y E da lo bu anta ba) 14 O, 


9. VE (a+ bu)? —2a(a + bu)+a? ln (a+ bu)]4+C. 


e anal: + Pda (a+ bu) ] 40. 
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L 2 
a lara letto— ren a+ o) ] 40. 
18 u du =al-mtr”]+< 

; (a+ bu)? bl a+bu* 2(a+ bu)? : 


du l a+ bu 
| m Je, 

du e — ME LD a+ bu 
Les ala - uu + la ( u )+< 


du a l a ME aru) 
dll at” ala+bu) a? E e 


Formas racionales que contienen a? = b*'y* 


du ] bu 
16. ¡e Ñ arc tg +C. 


E (E) ? 2 
E tm la (E FE: La” >b*u?) 
E e A bu—a 2 2,/2 
Vta e) + <. ES 

: se (a? = pur) u+! 
18. Varona ore PER e. in —1) 


19, Fa = —— 1 (a? = b?u2)4C. 


20 um da = um-1 
i (a? = blu2)» =bm-—2p+1) (a? = b?u?)p-1 


at(m=— 1) un—2 du 
= blm—2p+1) ? (a? = blu2)y 


21. MA EC um+1 
ala blu2)o "Fatto —1) (a? < b2u?)n-1 


A u” du 
(ut puto 


at(p —1) + py2in-0 


du AY y? 
ee Sacra 1 (+ = e) di 
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23 A. AE EAS 
: um (a?=b?u?)n at(m— 1)um-I(al => h?ut)o-i 
_=bt(m+2p-3) du 
a“ (m—1) um=2(ql = bu?t)a 
94 du ha ! 
, un(a =blut)r  Za(p—1)um-! (a? = b?lu?2)n-1 


taa 
+ 2a*(p —1) E Y 


Formas que contienen Y a+ bu 


Los radicales pueden quitarse en el integrando haciendo a + bu = v?. Véanse 
también las fórmulas 96-104 de reducción para las integrales binomias 


25. ¡AAA 


— 8 2 — 2 2 Y 
des Sus ÍA dia a Ll LEA a) la A 


2un 5 y 2 um : —E— 
97. mE 7 unta + bu w u wm. 5 d 
sd Sa y APA bildm+3) bim+), uo 1 uba du 


== u du st E A e 
V a + bu 3b 


29 S u? du 2 (Ku? —Ad ubu +3 1h? uz a + bu 


AA . 4 C. 

Va + bu 15 pi 

9" du 2 um Y a+ bu 2 am us-=Tdy 
A A rra 1 PRO a Mr 

V a+ bu bQm>+Ñ1) m V u+ bu 

] Va + bu 2) 

31. == A +C, para a >). 

Vaua+bu Va Va+rlu+Va 


2 a=Ñ+ bu 

ERA Y AL G: 0. 

u Vas bu = mena | —8 5 ui it 
mn du eo Marta.  hlm=N ("de 

damas a TL tala E 
APT ER VE d 
A 
u u Vas bu 


—alm—1)um-1" 2a(m-— 1) um-—1 


88 ras (a+ buy a o a 
. um = . 


TABLA DE INTEGRALES 663 


Formas que contienen Y u? + a? 


En este grupo de fórmulas podemos reemplazar 


In (u ES Vu?+a2) por senh-1 Fa 
In (u + V ua?) por cosh”! e 


ALE PETA por senh—! A 
u u 
36. Is du <= IV In (u+ Vuz a) +C. 


n 
5%. ACER 


n+l 
+ na? 2 2 7-1 
ny di +2) du. (nrx—1) 
n +1 
38. Sucia aya Eo, (n  -2) 


”n 


a—+1 

39. un (ul FP ARANA 
n+m+l 

ct E 


n+m+l 


n 
um=2(u? += a?)? du. 


————z = In (u+ Wuiza?)+C. 


2 Ss 2 E 
Y í A rr In (lu + Wu? =a?)+C. 


(u? += a2)4 2 2 


= - ———+in (u4+ Vu?z=a?)+C. 


y. 


(u2 += a?) 2 (m=n>+1) (ul + a?2)2 


+ a(m —1) un-2 du 
o mu=n+l - 
(u? + u?) 2 
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um du u”» +1 
(u? = a?) 2 = ud4(n—2) (u? = a?) 2 


_m-—a +43 um du : 
ca Bey 
(u? = y?) 2 


=FR 
E AAA LS qe )+o 


u 


48. 


50. 
u 


du E Vu+a? E a+Vui+a? 
ui een las e ac 


du Vu al 


1 u 
51. == are sec + Co 


du 1 
52. 


" 
um (yu? qg?) 2 = 44(m— 1) um! (u? = a?) 2 


p. m+n-—3 du 
+= a(m=—1l) Ll 
umn-2 (u? = a?) 2 


du 1 
53. n= ñ a 
un (ul + q?) 2 


=u(n—2)um-1(u2 e a2)2 


m+n-—3 du 
+0 | ñ a 


um(u? e y?) 2 SS 


2 2 NOR 
54. ye Fo TA +u )ro 


u 


2= q) 4 d 3 
55, pa = Y ui—a?l —u arc sec EC. 


u 


2 2) 4 vV A 
56. AS A (u+ Wu?za?)4+C. 


E a 
57. Satanas (u? + a?) 2 


un =a(m-—1)unm—1 


n 
_ m-n-—3 tea as 
+= a(m-— 1) ym —2 j 
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" "n 
58. Y tun ars - (u? = a?) 2 


um in—=m+l)uw-! 


"”n 
+ += a (u? = 2) 2 —' du 
n=m>+l1 um 


Formas que contienen Y a! — ul 
A XÉÁ 2 
59. fío — u2) “du =3Vat—= y? +5 arcsen E +C, 


” 


.- ula? — u?) 2 
A yd a 
60, Su u?) 2 du a 


A (nX-—1) 


” Mo 112 
bl. Su ut) 2 du = A (nx —2) 


n 
E 41 
Ed qm —1 (u? —- u?) 2 + 
mM 2 — 112) 2 == e e 
AS Surío PLA nFm+l 


3 e LA 
O — u*) 2? du. 


du u 
63. at = arc sen mA + Et 


du u 
64, A 
(a? —u?2) ? uo Y a? — u? 


Ta 
u du (a? — u?) 2 
(u? — u?) 2 
w? du u ———— a? u 
66. Va VE are 40, 
u* du u u 
a NG e ———UÁ 
q mA” FRA arc sen + E; 
S un du um—i1 
68, “TDI e 
fal — sy? (m-= +1) (a? = 02) 37! 


at(m—1) un—? du 
MA Pl y 2 


(a?— u?) 
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00. $ 


un du 
u 
(a? — u?) 2 


du 


du 


12. f 


du 


n 


(a? — u?)% du 
u 


05. / 


"$ 
"$ 


18. f 


ul 


pm 


n 


um 


| ( 
= — — In 
a 


u?(al —= y)“ 


u? (a? — u2) A 


uñ (y — y2) 2 


(a? —= u2)% du 
R 
(a?— 42)? du _ 


(a? —u?) 2 du 
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gun +1 


n 
a(m—2) (a? — uz) 2 ' 


S 


a Va— uy 


u 


mu=n+3 
— a(n—2) 


um du 


e 
(1? = 1?) 2 


)+< 


==. cosh-12£4YC, 
a u 


Va i— ul 
E atu +C 
eN Val — uy? l a+ Va—ul 
== “Tga Tia u +C 
=-— pS 7 AA 
2 atu? 2 as add u Es 
> l 
at(m— 1)un—=1 (a aya! 
m+n-—3 du 
+ "a=1 ) 6 TELA 
um-2 (4? — uy?) 2 


O E 

”» 
at(n —2)um-1 (al — u?) 2 
m>+n->—3 
a?(n— 2) 


“b du 


M 


—=— 1 
ym (a? — u?) ¿2 


A a ES 


V al— ul — ucosh-1L4cCc. 
u 


2 2 
Va—u? 
CES PA a sen +C.. 


LI 
(a? — u?) 2 pm=0-3 
u(m— l)un—=1 " at(m— 1) 


um-—2 


ele rs 
(ua? — u?) 2 qn Y (a? — y?) 2 
(n=m+l)um-1 *"n=m>+! Un 


US 
(a? — u?) 2 du 


du 
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Formas que contienen Y 2 qu = 1 


Las fórmulas 96-104 de reducción para las integrales binomias pueden 


aplicarse escribiendo Y Tau =ui= ul Qas=uwyt 


79. fura du = AV Tai 4 arc cos (| 4) +0. 


80. JE V Zau—ul du = 2104024 /77 7 3 


0) 
+ Farecos (1 -2)+ A 
2 4 
81 an A de e a 0 
* m-+2 


aldm>+1) 
y m +2 


V 2 au —utd > 
82. peta =V Tai du arc cos (1) +C. 


V 7au—u? du 2V 72 uu —u? ( 3) 
83. pa ” — arc cos pa +C€C, 


ei qa 20u— ul du Que uy 
: == 


un—=1 1/7 qu—u? du. 


> 3 uu? +L: 
85 Y 2 uu— u*du E (2 uu —-u)% 
s um == allm- 3 lu" 
m— 3 v 2au—u* du du 
*Gm=*" (2 m-— 3) SS 


y du Pr de 
86. 1 = arc cos (1 d+ <. 
du E 
87, de In lu+u+ VU Zuu put) +C. 
V Zuu + ue 


88. $ tu. VZau+u?) du = fFlz-a V 22 —a?) dz. 


en donde z = u+u 


89, dis - V Tau = 8 + a axe cos (1 Dec 
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90 du a (u +3 a) VZ au — u? 
, V 7 au — u? 2 
+ Ep arecos (14) +C- 
2 a 
pl vn du E um—14/ 7 qu — ul 
: Y 2uu — u? 4 
a(2m-=— 1) um— 1 du 
AAA 
V 7 au — u? 
2 PA" 
se =--PrÉ e 
uV 2 uu — ul aa 
93. m-' ATT 
mV  “Qm=-u 
m-—l du 
+ HH N ———tT——. 
a(2m—-1) um—1 Y 7 au — u? 


du u—aua 
D4, ————— e A de 
2 tere 


u du u 
95. EA AAA e 
MER aV 2 au — ul 
Fórmulas de reducción para las integrales binomias 


44 (a + butr)o+! 
96. um (a + bus)» du a IA la se UA 
S bípq+m>+1) 


a m—9+1 
b(pg+m+l) 


. (a + bun)o du = 22 a + buno 
e E AENA paq+m+l 


Sun- ata + buv)r du. 


A A -1 A 
EA la+ bus)» du 


Ñ wa + buw)» ERAS ARO 


a il A ó 
alm — 1) ETT 


99 SR, A a | AI, 
. um (a+ bur)» — auglp— 1)um— Ta + buv)o—1 


m—a+pqg=l 
+ aqg[p —1) A ETS 
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du sg 
100. | (% 5 )+e 


lua+ burda __ (a+ busjo+! 
101. ——— = EP —Q—_——. 
yn alm — 1)uwm=1 
- biím=a=—pq —1) [la+ bus)» du 
alm— 1) un —«4 
102 (a+ buw)o du _ (a + bus)» 
h um (pg =m+ld)um—1 
apq (a + bundr—!du 
a A EA A o 2 
pq =mx+l1 um 


108 un du = um —4+] 
E (a +bud)»  —bím—pq+l) (a+ bua)o—1 
a E NOA UA un—=u du 
b(m=q3p +1)" (a+ bus)» 


104 um du . um +1 
; la + bu)» aglp — 1) (a+ bus. 1 


o E A A unda 
ug(p — 1) la + bua)o=1 


Formas que contienen a+ bu + cu* (c > 0) 


La expresión a+ bu+«u* puede reducirse a un binomio escribiendo 


E Ds 4 ar 
u=-=z Le" k a + 
Entonces a+ bu + cu? = c(z? — h). 


La expresión a + bu= cu? puede reducirse a un binomio escribiendo 
b b? +4 hac 
=2 +35. k= 
5 + 2 4 


Entonces ú + bu — cu? =clk—2?). 


du 2 2ru+b 
lora" Va =P m0 (E) 
cuando b?<4 ac. 
d | 2 b — b?—4 
Ms In (a 
A a V b7—4ac 2cu + bob EY b?—4ac 


cuando b*>4ac. 


1 bE+4 2 cu—bh 
e O 
AA A q VIDbEF A ar V bi444dac—2cu+b 
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(Mu+N)du _ =M 2 
108, | Meets - $ In (a+ bu = cu?) 


bM du 
N= == PA AAA 
+( e 


109, y u + bu +«c«u? du = y a+ bu + cu? 


b?—4ac —_—————, 
A ln (2cu+b4+2YcW a+ bu+cut)+C. 
13 


mo. | Yap cu? du > IV 


4 
DER 4 2 = | 
+ are sen e 542 
8c V bi+4ac 
du 1 Ln 
111, Ñ TT =—— ln (2cu+b5+2V cv a+ bu+ cu) +C. 
Va + buy cu? Ve 
2 —b 
ul + a ae A 
V u-+ bu — cu? ( Vbi+4a 
19. / udu 5 V a+ bu + cu? 
V u—+ bu-w+ cu? : 
b A E 
733 in(2cu+b42W<V a+ bu+cu?) + C. 
¿e 
udu FCIS 
114, y dl e SEN A 
V as+ hu — cu” 


e h 2 iu — h )+e 
arc osea > 
1 A V bo4+4u 


Otras formas algebraicas 


118. , fito do Vla+u) (b+u) 
» + u 


+ (a - h) log: (Wutu+ V b+u)4C. 


110, | fu 7 — ud) 1b+u) 
b+u 


u-Fb 
+ la+.b) arc sen JS 0. 
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17, | [EL do == WE 


— (a+ b) are sen [PC 
a 


=-—-VT—u + arcsen u + C. 


e =2 arcsen UIC 
V (u — a) (b — u) b—=a 


Formas exponenciales y logarítmicas 


120. Sa dí me - +C. 


pa 
z 
2 A 
+ 
sis 
[2 
| 


123, fs du = E +0, 
188. | ue du = ES lua = 1) +C: 
123. Su e ¿o its a E Z Sun hn di 
a ¿ 
124, Su ban du = 22 — Su Y ben du + C. 


buu du bun u ln b bu du 
195. / TS Tr Dura? my — eS un=1 * 
Inudu= ulnu—u-+C. 


Inu 


I 
urlau du = un+l [a am] $ Ce 


128. mM ini ada = o A 7 
3 , m-—+l m-E1 iS 


var ln u ] gun 
eta ada = —_—— —= — 1 
a a a 


= In (Inu)4C. 
u 
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Formas trigonométricas 


En formas que contienen tg «, ctg u, secu, cscu, y que no aparecen debajo, 
emplear en primer lugar las relaciones 


e cos u ] 
tgu= LL, crgu= y secu= , escu = : 
cos sen u cos u sen u 
131. sen u du = — cos u + C. 


cos u du = sen u+C. 


pa 


32. 


tgu du =— In cosu + € = In secu+C. 


134, ctg u du = In sen u + C. 


pa 
e) 
un 


A 


secu du = JE = In (secu ++tgu)+C 
a 


In tg (5+7)+<0 


” du 


sen u 


136. escu du = In (esc u — ctg u)+ € 


= 


! 


ntgl24+c. 
2 

137, sectu du= tg u + C. 

escu du =—cgu+C. 

secu tg u du = secu + C. 

escu cg u da = — esc ul + E. 

sen? uy du = 14 u—l senlu +60. 

cos? u du = 14 u+ ld sen2lu+C. 


142. 


cos el a 
cost y sen u du = — HC. 


n+l 


ts 
Ha 
[de] 


A 
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144, | sen” u cos u du = sens+1 y 4e 
=n+1 


145. feo mu sen nu du =— A a a , o ¡ha 


- Sen (m+nju , sen (m—nm)u 
140, / co mu cos nu du A + a ae +C. 


- _cos(m+n)ju _ cos (m—n)u 
sen mu cos nu du E AS +C€. 


l+cosa cos u 


1 lr arctg (tg atglu)+C. 


du E l+18%atg)%u 
esca (A) + 


(tg? lá u < ctg? lá a) 
=2csc a tgh-1 (tg l6a tg Mu) +4 O 


(tg? 14 u< ctg? lí a). 


cosa + cos u 


150 = 2 c5ca arc tg (csca tg lu + ctga)4+C. 


1 + cos usen u 


ena 
ss = esca ln ¡A de 


cos a + sen u tga+tg!lu+seca 


[ (ctg atg 4 u+c«c0)?<1] 
= —1csca tgh-1(ctg a tg U u + esca) € 


l(ctga tg M4 u+cesca)?< 1] 
du | btg :) A 
A A t —— Es 
al cos? u + b? sen? u ab ADE ( a + 


a(q sen nu — n cos nu 
ea a AAA lu a au) + 
at +4 n? 


ar + nl 


usen u du = sen u — ucosu +C. 


ucosu du = cos u + usen u+C. 


154. po cos nu du = 2% (n sen nu + a cos nu) +C, 
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Fórmulas de reducción para integrales trigonométricas 


-1 
157. f seno u du = — id ASE A ==) fsenn- fudu. 
n 


. 


A cosr—-1 uy sen —] . 
158. / cow udu= A 22 fcosn-2 udu. 
n 


n 
du cos u n=1 du 
159, = = —_———— + ==  —_—_—_—.. 
sent u (n — 1) senn=! u n= 1Ysenn-2u 
du sen u n=2 f/f du 
160, | —— = —_———_—_—_—__—_— + ——— 
cos" u (n — 1) cosr—!l u n=1Y cosñ-2 yu 
m-—! "+1 _. 
161, cosm y sen” u du = LOPERA Lt ml cos m—2u sen” yu du. 
m>+n m>+n 
u—=1 m-+1 > 
162. Cos y sen” y du = — po MA A pl EN feos usen" 2uidu 
m+n m Fo 


du 1 
163. ———_—_— A  ————— 
cos” u sent 1 (m— 1) seno-1 u cosm-1 yu 


o e du 


m-— 1 cosm-2u senti 
164 du AE l 
L cos” y sen” y (n— 1) senu=! u cose lu 
+ m+n-— A du 
n—l cos” u senr-2 y 


165 " cosm u cosmudu _- _ cosi+l y _m—n+2( c081 41 dle 


—senfu (n — 1) senv-1 u n= Y seni2u 


166. 


" cosm u du udu _ cosm—i uy m— a du 


sent (m— n) sen”-! y m>—mn sen” u 


168, 


senñudia _ _ senv-=l u n—1 NE =2udu 


cos a (n= m) cosm-l u * nm cos” u 


169. 


167. senf u du _ senti u LS A =$ sen” u du 
— cosm y (m — 1) cosm-1 y m=— 1 cosm-? y 


tg” u du = == E - ftgr- 2u due 
Y — 
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1d 
ej % 
| cra? du == — Ciy edaatali NE $ orgr-?u du, 
a —1 


gn cosil y (acos e + n sena) 
pun cos” u du = ill dd Ri 
ul + on? 


As SS gu cos? udu. 
a 


__ eu seni-!l yu (asen u—ncosu) 
172. fe sen u du = NA 7 IA 


nín —1) 


g0t senv—2 yu du, 
a+ 


—- 


um-1 
Mcos au du = 7 (au sen au + m cos qu) 
a 


e A cos au du. 


um— 


u!” sen au du (m sen au — au cos au) 


a? 


- mmD fune sen au du. 
Funciones trigonométricas inversas 

175, an sen y du = uaresenu + Y I=u+C. 

176. far cos 1 du = warccós u— Y l—ul + C. 


177. f arc tg ua du = 131 arc tg yu — In VT+ui+C. 


arcotgu da =uarecgo pin Y 14 u2+C. 


= uare secu — cosh !u-+C. 


mn fu secu du = uaresecu — In (u + Y u?— 140 
Vanesa u du = uarcescu + 1n (u Y ut=1)+!: 


= yu arceoscu + cosh-!u+C. 
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Funciones hiperbólicas 


— 
00 
po 


O 


cosh uy + CU. 


senh u du 


182. cosh u du = senh u + C. 


pa 
00 
sw 


tgh u du = In cosh yu + C. 
184, ctgh u du = ln senb u + C. 


185. arc tg (senbu)+C =gdu+C. 


sech u du 


186, csch u du = In tgh 13 u+C. 


pa 
[e] 
= 


sech? u du = tgh u +C. 


fal 
0 
sa 


esch? u du = — ctgh uy +C. 


pun 
00 
o 


sech u tgh u du = — sechu +C€. 


th 
Lo] 
o 


esch u crgh u du = — esch u + C. 


191, senh? u du = lá senh2lu-—4úu+C, 


, 


pu 
o 
to 


cosh? y du = ly senh2u + Mu+C. 


ua 
e] 
[9] 


tgh? uy du =u —tgh u+4C. 


191. crgh? u du =u — ctgh u + C. 


pan 
[e] 
a 


a 


usenh u du = u cosh «y — senh u + C. 


pa 
[de] 
S 


u cosh u du = usenh u — cosh u + C. 
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197. $ sen udu= usenh-tu—vY I+ u+C. 
198. ES udu =ucosh!u-vYu—I1+C. 
199, fig udu= utgb=1u 41 1n(l —= u2)4+C. 
200, | ctgb=! u du = u ctgeb-!u+!4 In (1 — u?) + C. 
201. Vicio ludu=usech"tu+gd(tgh=! u)+C 
= usech-! u + arc sen u +C. 
208.  eseh au du = ucch-=1 u +senh-=* u +C. 
209. / seno mu senh nu du = cp 
senh (m—n)u 
_— __J—— + €, 
2(m -n) + 
204. 15 mu cosh nu du = da 
senh (m—n)u 
en SS LL A E 
+ 2(m—=— n) * 
205, | sen mu cosh nu du = A 
cosh (m —= n)u > 
pr o A A 
CTE 


du 
cosh u + cosh u 


o 
o 
dl 


du 
cos a+ cosh u 


15] 
o 
3 


y E 


1 + cosa cosh u 


¿2% senh nu du = 


=P 
as (a cosh nu — n senh nu) 
210. | edu cosh nu du = TL DEA pst, 
an 


= 2 csch a tgh!(tgh 4 u tgh 15 a) +C. 
= 2050 yarc tg (tgh li u tg 40) +C. 


du = 2 csc a tgh-!(tgh Y ute 4Ma)+C 


eu (a senh nu — n cosh nu) +C. 
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(tgh? 14 u < ctg? Aa). 
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